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Ж 论 


在 对 任 一 真实 物理 系统 作 任何 理论 研究 时 ， 我 们 总 是 不 得 不 
对 此 系统 的 性 质 . 作 一 定 程度 的 简化 ,理想 化 ， 对 系统 进行 某 种 理 
想 化 总 是 不 可 各 免 的 ; 为 了 建立 折 研 究 的 物理 系统 的 数学 模型 ( 即 
列 出 描述 此 物理 系统 之 性 状 的 基 一 方程 组 ), 应 该 基 虑 这 样 的 一 些 
基本 的 ,决定 性 的 因素 ,它们 决定 着 那些 目前 我 们 最 关心 的 系统 性 
状 的 特点 ,而 绝 不 应 该 力求 精确 地 、 毫 无 遗漏 地 考虑 系统 的 所 有 竹 
质 ， 后面 这 一 点 ,一 般 说 来 是 办 不 到 的 ; 但 是 。 И 
到 大 部 分 的 这 种 性 质 , 那 末 问题 将 变 得 屠 样 的 复杂 ,以 致 要 求解 它 
成 为 十 分 困难 ,其 至 是 完全 不 可 能 的 

既然 对 问题 的 理想 化 总 是 不 可 避免 的 ， 首 先 就 会 出 现 这 样 的 
问题 , 沿 此 方向 应 该 作 到 什么 地 步 ,对 系统 的 性 质 可 以 理想 化 到 什 
么 程度 ,仍然 能 获得 满意 的 结果 ， 电 根 到 底 ,只 有 实验 才能 回答 这 
一 问题 ， 只 有 将 我 们 对 某 一 问题 进行 的 理想 化 的 研究 得 到 的 结 
果 , 和 实验 结果 进行 对 比 ,我 们 才能 判断 某 种 理想 化 是 否 合理 . 

当然 只 有 在 对 理想 化 的 对 象 数学 模型 ) 进行 的 理论 探讨 是 
完全 严格 的 情况 下 ,这 个 结论 才 是 正确 的 ?。 只 有 在 这 一 种 情况 
中 ， 才 能 认为 理论 与 试验 的 差异 确 请 地 证 明了 原来 理想 化 不 够 充 
分 ,并 且 为 了 解释 观察 到 的 现象 , 必须 考 蝶 系统 的 某 些 新 性 质 . 

“还 应 注意 ,是 否 允 许 作 某 种 理想 化 ,不 仅 可 以 从 理论 研究 的 结 
时 与 试验 数据 的 比较 中 得 知 ， 而 且 也 可 以 通过 比较 两 个 不 同 理论 
之 结果 来 判 断 ,其 中 一 个 理论 是 采用 这 种 理想 化 而 建 立 的 ,而 另 一 
个 型 论 却 没有 作 这 逢 理想 化 ， 既 然 第 一 个 理论 是 忽略 了 某 些 情况 
D 应 注意 “严格 的 理论 ”这 一 末 酒 决 不 是 的 理论 应 该 给 出 所 提问 题 的 精确 定量 结 


F. 严格 的 理论 可 以 只 给 出 近 估 的 定量 结果 《 同 如 ， 可 区 用 不 等 式 来 估计 振动 
过 程 的 振幅 ,也 可 以 只 给 出 定性 的 论断 (例如 ,关于 周期 运动 的 存在 性 ), 


=.= 1 > 


而 建立 的 , 而 第 二 个 理论 恰好 考虑 了 这 些 情 况 ,。 那 末 , 比较 这 两 个 
理论 的 结果 就 可 以 直接 知道 。 这 些 情况 对 于 解决 某 种 问题 起 了 怎 
样 的 作用 .逐渐 地 我 们 积 轩 了 经 验 , 发展 了 这 方面 的 直观 能 力 ,并 
学 会 越 米 越 精 确 地 “猜测 "对 解决 这 类 问题 ,那些 情况 是 重要 的 , 那 
些 是 无 足 轻重 的 ， 如 果 用 某 一 方法 我 们 证 实 了 ,在 解决 给 定 问 题 
时 , 藉 一 梢 况 只 起 次 要 的 作用 ,以 后 当 我 们 把 所 得 的 结果 推广 到 其 
他 类 似 问 题 上 去 时 ,一 开始 就 可 以 忽略 这 些 情况 ,然后 再 用 试验 来 
检查 这 种 忽略 是 否 合理 . 

在 研究 某 一 课题 时 ,允许 的 理想 化 的 性 质 决定 于 整个 课题 ,所 
以 它 不 仅 依赖 于 所 研究 之 系统 的 性 质 ， 还 与 研究 此 课题 时 希望 得 
到 哪些 问题 的 解答 有 关 . 

例如 ,研究 仅 含 有 一 个 钢 球 的 系统 ,此 钢 球 铅 重 地 落 到 水 平 钢 
板 七 ， 如 果 我 们 对 作为 一 个 整体 的 钢 球 的 运动 感 兴趣 的 话 , 那 末 ， 
一 般 来 说 ,我 们 在 作 理论 研究 时 ,可 以 认为 钢 球 是 一 个 在 重力 作用 
下 运动 的 质点 , 而 且 在 到 达 钢 板 时 ,其 速度 突然 地 改变 符号 , 这 样 
做 不 会 引起 很 大 的 误差 。 如 果 我 们 关心 的 是 碰撞 时 钢 球 中 折 产 生 
的 弹性 应 力 ,自然 就 不 能 再 把 钢 球 作为 质点 来 研究 ;必须 把 钢 球 理 
想 化 为 弹性 体 , 它 具 有 表征 钢 的 性 基 的 某 此 常数, 并且 要 考 芒 变形 
的 性 质 , 以 及 碰撞 时 间 等 等 ， 在 电 系 统 理论 中 ,也 可 以 举 出 类 似 的 
例子 ,可 能 有 这 样 的 情况 : 在 回答 某 些 问题 时 ,可 以 认为 电容 和 自 
感 是 集中 的 ,而 在 回答 另 一 些 问题 时 (对 同一 个 系统 ), 却 应 认为 它 
们 是 分 布 的 . 

类 似 地 ,如 果 我 们 对 摆 在 某 一 短 时 间 内 返 动 (自由 振动 ) 的 问 
题 有 兴 元 ,并 且 摆 所 受 的 阻尼 不 大 , 那 末 就 可 以 不 考虑 阻力 ， 可 是 
对 把 在 长 时 间 内 运动 的 问题 ， 这 样 的 理想 化 就 不 会 给 出 正确 的 答 
案 , 因为 摆 的 振动 是 衰减 的 。 同 祥 地 ,研究 摆 在 谐 外 力作 用 下 的 强 
迫 振动 同 题 时 ,如 果 我 们 关心 的 是 远离 共振 的 区 域 ,就 可 以 不 芳 谍 
阻尼 .但 接近 共振 时 ,因为 共振 时 的 振幅 和 险 尼 的 大 小 关系 甚大 。 
这 样 的 理想 化 (忽略 阻尼 ) 就 不 可 能 使 我 们 对 强迫 ( 定 态 的 ) 振 动 的 
振幅 问题 ,作出 正确 的 答案 . 


+ 2 °. 


В, а s DI ЕН" АТАКА”, 
更 正确 地 说 , 可 以 是 合理 的 , 也 可 以 是 不 合理 的 , ЖАН 
什么 问题 有 关 。 从 给 定之 真实 系统 的 同一 个 理想 化 (以 某 些 方程 
组 描述 的 局 一 个 数学 模型 ), 可 以 得 到 关于 系统 性 状 的 某 些 问题 的 
正确 的 答案 ,但 是 一 般 地 说 , 却 不 可 能 正 克 地 回答 关于 合 一 系统 之 
柱状 的 另 一 些 问题。 这 是 因为 , 在 建立 真实 物理 系统 的 数学 模型 
时 ,忽略 了 它 的 许多 性 质 和 特点 ,这 些 性 质 和 特点 对 系统 中 的 某 些 
过 程 是 不 重要 的 。 但 它们 对 于 其 他 过 程 , 却 可 能 是 很 重要 的 .有 决 
定性 意义 的 . | 
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关 ， 例 如 , 在 前 面 讲 过 的 摆 的 情况 中 , 只 有 在 阻尼 充分 小 , 并 且 我 
们 研究 的 摆 的 运动 时 间 叉 不 太 长 的 条 件 下 , 才 可 以 忽略 蛆 居 。 但 
是 当 我 们 说 “天 "或 “小 "时 。 只 有 在 我 们 指出 了 给 定 的 重 同 别 的 什 
么 量 相 比 大 或 小 时 才 有 意义 ， 在 我 们 的 例 于 中 , 应 该 又 求 衰减 指 
数 比 振动 频率 小 得 多 (或 阻尼 的 对 数 威 缩 比 1 小 得 多 ) 并 昌 观 察 的 
时 间 比 振动 的 周期 不 能 太 大。 只 有 作 了 这 样 的 规定 , 才能 认为 象 
“大 ”或 “小 ”这样 的 定量 性 质 ,是 完全 确定 的 . 

但 是 ,在 研究 某 一 问题 时 .往往 很 难 预 先 指出 给 定 的 量 究竟 应 
和 什么 量 相 比较 。 这 时 应 用 数量 特征 , 而 并 不 指出 给 定量 究竟 比 
什么 大 或 小 。 在 此 情况 中 ,这些 数量 特征 便 不 确定 了 ,但 是 由 于 我 
们 对 这 类 现象 总 有 某 种 程度 的 了 解 ,所 以 它们 仍然 具有 一 定 普 义 。 
因此 ,甚至 这 种 不 明显 的 定量 特征 ,还 是 能 使 我 们 对 双 许 的 理想 化 
的 性 质 有 所 了 解 ,并 且 在 所 有 情况 中 者 会 告诉 我 们 ,在 问题 的 理想 
化 方面 庶 从 怎样 的 方向 做 出 尝试 。 例 如 从 “一 般 人 们 的 时 间 概 念 ” 
看 ,在 一 分 钟 内 观察 现象 ;这 “不 算 太 久 ”. 另 一 方面 , 千 分 之 一 秘 就 
“RRT. 因此 我 们 常 说 把 的 振动 总 减 得 “ 慢 "; 而 说 高 频 电 振荡 
回路 中 的 振动 套 减 得 “ 快 ”, 即便 是 回路 的 对 数 减 缩 很 小 而 且 很 接 
РН НАК. 虽然 严格 说 来 , AEUR K ERER 
有 精确 的 含义 ， 但 是 在 考 虚 某 一 | 同 题 通常 应 该 采用 怎样 的 更 想 化 
时 , 必 音 还 是 有 作用 的 .在 研究 机 械 系统 的 加 有 振动 癸 题 时 ,通常 
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《至 少 在 并 始 时 ) 不 计 阻 尼 , 而 在 研究 振荡 电路 的 固有 振荡 时 , 几 平 
总 是 一 开始 就 要 注意 到 回路 的 电阻 。 这 样 , 看 来 没有 内 容 的 特征 
“小 "和 "大 ”( 没 指出 和 什么 比较 )， 仍 能 帮助 我 们 选择 一 定 的 理想 
化 。 在 作 进一步 研究 时 , 这 些 数量 特征 “小 "和 “大 ” 便 有 了 完全 确 
定 的 含义 : 给 定量 是 “小 ”还 是 “大 ”, 应 该 和 什么 比较 就 会 明确 了 . 
有 时 ,我 们 就 以 这 种 不 确定 的 假设 一 一 “小 ”或 "大 ”( 不 指明 与 什么 
比较 ) 出 发 开始 进行 研究 , 但 是 在 进一步 的 探讨 中 , 这 种 论断 的 意 
义 总 会 得 到 了 关 明 的 .  . 

ERA НО зн Ep ЕВА УЖ, РНЕ 
化 的 性 质问 题 , 也 即 , 在 建立 数学 模型 时 , 真实 驳 再 系统 的 哪些 性 
质 应 该 考虑 ， 考 虑 到 怎样 的 近似 程度 等 问题 ， 起 着 十 分 重要 的 作 
用 ;因此 ,我 们 首先 应 该 说 明 , 在 研究 振动 系统 时 ,究竟 应 该 采用 理 
想 化 的 哪些 性 质 ， 以 下 (不 仅 在 缮 论 中 ,并 且 在 全 书 中 ) 我 们 将 仅 
限于 研究 真实 振动 系统 的 动力 学 模型, 也 就 是 说 ,忽略 其 中 的 起 伏 
抗 动 和 所 有 其 他 的 统计 现象 了 。 因 此 ,我 们 将 认为 动力 学 模型 方程 
中 的 因 变 量具 有 表示 系统 状态 以 及 表示 系统 中 发 生 的 某 些 过 程 的 
定量 特性 的 (确定 的 而 不 是 概率 的 ) 物 理 意 义 ， 在 谈 到 将 真实 系统 
理想 化 为 动力 学 模型 时 , 那么 , 第 一 , 这 些 理想 化 和 决定 系统 状态 
之 变量 《如 ,坐标 和 速度 ) 的 数 生 肝 关 ,第 二 ,还 和 联系 这 些 状态 或 
状态 变化 速度 的 , 确定 它们 之 辣 的 关系 式 的 规律 的 选择 有 关 ， 这 


D 在 甘于 真实 系统 动力 学 模 简 的 理 沦 中 , 真实 系统 里 存在 的 拒 优 搞 动 亦 应 以 同 接 
的 方式 予以 考虑 ， 很 明显 , 因为 在 性 一 物理 系统 里 ,小 的 随机 干扰 总 是 不 可 和 避 
#80, 所 以 其 中 斌 不 可 能 有 这 样 的 过 程 荐 在 ， 它 们 是 具有 当 没 有 枉 何 的 随机 杭 
ИРИ ARANE. 以 此 提出 了 动力 学 系统 理论 中 常常 用 到 的 要 
R: 数学 动力 学 模型 所 反 隐 的, 与 真实 系统 中 存在 并 且 疯 察 到 的 过 程 相应 的 过 
E, TRATARE HUE, 而 且 对 于 数学 模型 本 身 的 微小 改变 都 应 
该 是 铭 定 的 .前 者 导致 横 刘 平衡 状态 和 其 中 过 程 的 稳定 人 性 概念 ， 后 者 导致 动力 
学 系 插 之 粗 人 性 的 概念 。 

为 了 对 起 快 扰动 、 噪音 等 稍 予 振动 系统 中 交 过 程 之 影响 进行 理论 研 宅 ， 必 
需 妥 用 统计 模型 ， 在 考虑 了 随 桃 过 程 时 。 条 统 的 动态 学 将 不 得 了 从 动力 学 规 
律 ,而 应 服从 统计 学 规律 ， 因 之 ,oj 志 提 出 : 某 一 运动 的 枝 率 ,最 可 能 的 返 动 . 系 
统 人 性状 的 其 他 概率 特性 等 问题 。 押 谓 的 爱 因 斯 坦 - 福 克 〔Einstien-Foker? 方程 
就 是 研究 振动 系统 中 的 随机 过 程 的 数学 工具 m9 


- 4 "x 


些 关 系 式 在 所 研究 的 大 多 数 情 况 下 ， 可 以 表示 为 某 些 微分 方程 的 
形式 ,它们 之 中 通常 者 包含 一 些 表征 系统 福 半 的 常量 参数 .例如 ， 
对 于 普通 的 电路 ,在 最 简单 情 吏 下 ,决定 系统 状态 的 量 是 电量 及 电 
流 , 而 把 电感 ,电容 及 电阻 当 作 常 参数 看 待 。 表 征 系统 状态 的 量 之 
同 的 关系 决定 于 某 一 微分 方程 ， 常 参数 或 其 组 合 构 成 微分 方程 的 
系数 . 

和 决定 系统 状态 之 全 的 数目 有 关 的 理想 化 ,归根 到 底 ,将 导致 
于 系统 有 几 个 自由 度 的 概念 … 本 书 主要 地 将 研究 这 样 的 一 些 问题 
《 即 , 这 样 的 系统 , 以 及 和 这 些 系统 的 性 状 有 关 的 一 些 问 题 ), 采用 
给 定 系统 的 单 自由 度数 学 (动力 学 ) 模 型 就 能 够 解决 这 些 问题 ， 

当然 ,从 古典 物理 的 观点 来 看 ,所 有 真实 系统 椒 是 内 有 一 个 户 
FREE, 而 是 有 很 多 自由 度 的 .例如 , 根据 普通 的 分 子 概念 , 应 该 认 
为 所 有 力学 系统 都 有 很 大 的 自由 度数 ， 即 等 于 组 成 系统 的 所 有 单 
个 分 子 和 的 自由 度数 之 和 ,但 是 ,在 许多 情况 中 ,可 以 撤 开 物质 的 分 
子 结构 ,而 把 系统 当 作 连续 介质 来 考虑 .在 此 情况 下 ,我 们 以 无 穷 
# ВЕ НЕ, 并 且 建 立 了 偏 微分 方程 。 在 另 一 些 
情况 下 , 看 来 为 了 撞 述 我 们 感 兴趣 的 问题 , 在 研究 中 , 只 要 取 一 个 
ВАЛА ЕНА Г. AE, 一 方面 我 们 获得 了 无 穷 多 自由 庭 的 
连续 系统 的 福 念 ; 另 一 方面 获得 了 共有 有 限 个 自由 度 的 离散 系统 
的 概念 . 

自由 度 的 概念 是 从 为 学 引入 振动 理论 的 ,大 家 知道 ,在 力学 中 
目下 度数 被 理解 为 能 完全 确定 机 械 系 统 的 空间 位 置 的 坐标 数目 
《在 某 种 简化 的 假设 下 )。 这 时 , 描述 系统 运动 的 微分 方程 组 的 阶 
数 , 照例 是 自由 度数 的 二 悦 ， 在 振动 理论 中 要 研究 的 不 单 是 机 械 
系 绕 , 因 此 ,自由 度数 应 理解 为 在 给 定 的 时 刻 完 全 单 值 地 确定 系统 
状态 的 变量 数 且 的 一 半 , 或 者 , 换 各 话说 , 理解 为 描述 系统 性 状 的 
微分 方程 组 阶 数 的 一 半 ( 在 给 定 的 简化 假 汕 下 》. 

”在 研究 一 定 类 型 的 系统 , 且 仅 限于 研究 一 定 范 苗 内 的 问题 时 ， 

可 以 利用 单 自由 度 系统 的 概念 。 例如 , 对 于 悬挂 在 弹 移 上 的 质量 
mE 1), 如 果 可 以 不 计 弹 筑 质量 的 影响 (这 只 有 在 弹 筑 质 量 远 较 
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质量 站 为 小 的 情况 中 , 才 有 意义 ), 并 将 假定 物体 是 绝对 刚性 的 
š Cu REHE m Bj pp pu AR, РГ 
义 ), 那 未 在 此 情况 中 , 可 以 将 它 当 作 是 个 单 
自由 度 的 系统 来 研究 ， 此 外 , 当然 还 应 该 只 
限于 研究 物体 沿 铅 伐 方向 的 运动 。 后 一 限制 
RASARE” Hu RI pA 8008—06 
的 摆动 时 ， 才 有 意义 一 一 当 系 统 的 参数 间 有 
某 种 关系 时 这 种 摆动 是 不 可 避免 的 "这些 
慨 定 在 真实 系统 中 当然 不 会 严格 满足 的 , 实 
际 上 , 弹 移 有 质量 ,物体 mw 亦 有 弹 福 ,但 是 我 们 把 问题 进行 理想 化 ， 
并 且 不 把 物体 和 弹簧 看 成 是 连续 系统 (具有 分 布 参 数 的 系统 }， 出 
于 这 和 神 理 想 化， 我 们 就 不 可 能 回答 物体 亚 和 弹簧 的 个 别 质点 运动 
芍 问 题 了 ;但 是 ,如 果 一 方面 ,物体 相当 地 刚 硬 ,而 生 其 质量 又 比 
弹 答 的 质量 大 得 多 , 另 一 方面 , 初始 条 件 和 我 们 的 假设 相 容 , 也 就 
是 说 , 质 显 普 在 初 醋 时 对 平衡 位 置 的 偏离 是 沿 铅 垂 方向 的 , 或 者 ， 
它 只 在 铅 垂 方 向 获得 初速 度 , 那 末 , 在 对 问题 所 作 之 理想 化 的 条 件 
于, 还 是 可 以 满意 地 回答 关于 整个 质量 王 之 运动 的 癌 题 。 并 且 , 当 
我 们 对 于 有 这 种 竹 质 和 这 样 的 初始 条 件 之 系统 的 运动 有 兴趣 时 
除了 质量 王 和 弹簧 弹性 的 存在 之 外 ,再 考虑 其 他 任何 特 狂 ,简直 是 
不 合理 的 了 .对 于 另 一 些 问题 ， 它 们 只 是 初始 条 件 的 性 质 与 所 研 
究 过 的 有 所 不 同 ,我 们 已 经 不 可 能 再 用 前 面 的 理想 化 来 求解 了 . 
例如 ,假定 薄 簧 开始 时 被 作用 在 上 点 的 力 拉 伸 《 贺 1)， 而 在 时 刻 
¿= 0 将 这 个 力 去 掉 ， 这 栏 的 初始 条 件 和 我 们 所 作 的 理想 化 是 不 
租 容 的 ， 因 为 这 种 理想 化 只 容许 汇 整 个 系统 作为 单 自由 度 系 统 来 
研究 。 当 然 , 我 们 给 定 的 可 以 不 是 作用 于 #5 АН, T EE wa S BJ tE 


+ 例外 , 当 a, 一 200. 时 Ce 一 V Km, oa 二 ЗЕ, Beri m у NL. А X 58 Ч 
部 性 系数 ,，! 为 静止 时 弹簧 的 长 度 》}, 就 出 更 这 秘 情 况 . IED SEE Sh pho 
学 致 前 振动 (摆动 ), 在 所 动 过 程 中 , 随 着 鳃 垂 振 动 的 消 先 , 逐 斯 地 建立 起 角 振动 ， 
НЕХ НЫ, КНР, ЕН 
正 一 一 译 者 广 ， 
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Fl. EARR EERROR A. Pn EEN 
原来 的 理想 化 ,不 再 作 任 何 新 的 假设 ,我 们 便 不 能 够 回答 有 关系 统 
在 这 样 的 初始 条 件 下 ,运动 性 质 的 问题 . 

这 个 鲍 子 说 明了 上 述 的 一 般 原 于 .我 们 看 到 , 对 决定 系统 状 
态 的 变量 数目 (特别 是 系统 的 安 由 度数 ) 记 人 允许 的 理想 化 ,不 仅 和 
系统 本 身 的 性 质 有 关 ， 而 由 苹 和 给 定 的 初始 条 件 的 性 质 以 及 必须 
回答 之 问题 的 内 容 有 关 , 一 一 -总 之 ,依赖 于 我 们 所 提出 的 同 题 的 福 
ви. 

对 于 具有 电容 .电感 和 电阻 的 一 般 电 路 (图 2), 情况 也 是 这 样 ， 
只 有 在 不 考虑 自 感 线圈 中 各 看 间 的 电容 和 导电 竹 等 条 件 下 ， 才 可 
以 把 它 当 作 单 自由 旗 的 系统 来 研究 。 但 是 ， R. 
REJE TREERE, WAIARI 
样 的 ,给 定 了 电容 器 航 家 的 电压 和 整个 自 感 ， 
线 罗 上 的 电流 , 那 末 对 于 我 们 感 兴趣 的 关于 
电容 器 极 板 上 电压 变化 规律 的 那些 基本 间 
题 ,我 们 还 是 能 够 给 出 相当 精确 的 结果 .但 图 2 
是 这 样 的 理想 化 , 不 可 能 回答 , 例如 , 关于 电流 在 自 感 线 岁 内 的 分 
布 规 律 问题 . 如 果 在 初 瞬时 ,不 是 整个 线 畦 都 有 电流 ,而 只 在 和 吉 
流 电 源 相 连接 的 那 一 部 分 上 才 有 (图 3), 那 末 来 用 上 述 理想 化 ,并 
旦 不 再 作 特 殊 的 假设 ， 我 们 就 不 能 
解决 关于 电流 强度 在 过 程 开 始 阶 段 
中 如 何 变 化 的 问题 ， 因 为 这 些 初 始 
条 件 ， 和 我 们 研究 过 的 力学 例子 一 
样 ,是 和 问题 的 理想 化 不 相 容 的 
САП, по В ЕВО ЗЕ ЗЕЯ 
тн, Е РУ ФЕ 
— в i Б ыи 3, Ве 
3 所 示 那 祥和 波长 表 相 连接 ). 在 这 一 情况 中 , 和 前 面 一 样 , 在 给 
定 下 六 强度 在 线圈 中 的 初始 分 布 时 ， 可 以 不 用 对 两 部 分 线 图 分 别 
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绽 定 两 个 条 件 的 形式 , 而 采用 某 一 分 布 冰 数 i 一 FG) 这 种 更 一 般 
的 形式 ， 但 是 ,除去 线圈 各 四 电流 强度 都 一 样 的 情况 以 外 ,任意 一 
种 其 他 的 分 布 , 当 然 和 我 们 的 系统 的 理想 化 ,都 是 不 相 容 的 .一 般 
ЖО, ЕАУ, 要 求 我 们 研究 有 无 穿 多 自由 床 的 系 
统 : 即 研究 分 布 系 统 . 

因此 ,我 们 看 到 , 由 于 不 把 真实 茶 统 当 作 分 布 系统 而 当 作 有 限 
个 自由 度 的 系统 夹 研究 。 特 别 是 在 我 们 的 情况 下 作为 单 自由 度 系 
统 来 研究 ,我 们 就 应 该 对 初始 条 件 的 选择 加 以 相应 的 限制 ,并 且 只 
给 出 和 理 椒 化 相 容 的 初始 状态 ,否则 ,初始 条 件 和 理想 化 系统 的 方 
程 之 闻 , 就 会 发 生 矛 盾 ,要 消除 这 种 矛盾 ,一 般 说 来 ,必须 改变 系统 
埋 想 化 的 性 质 . 但 是 , 在 某 些 和 情况 中 , 正如 以 后 我 们 将 会 看 到 的 ， 
不 改变 系统 理想 化 的 性 质 -一 利用 某 些 确定 与 模型 方程 祖 容 的 状 
态 (发 生 蔬 导语 经 过 一 段 时 间 系 统合 达到 了 这 个 状态 ) 的 补充 假 
设 , 也 可 以 消除 这 种 矛盾 . 

同样 地 ,在 决定 支配 系统 运动 的 规律 时 , 某 种 还 想 化 是 否 允 许 
的 间 题 的 解决 ,不 仅 和 系统 本 身 的 福 质 有 关 , 而 且 还 和 所 提出 的 癌 
题 的 特点 有 关 ， 人 也 正 是 这 未 理想 化 决定 着 描述 系统 的 方程 的 类 
型 ,并且 把 系统 分 为 "线性 的 "和 非 钱 性 的 "保守 的 "和 " 非 保 守 
в” ЕН” И“ ЕКА” Я. 

关于 决定 系统 运动 的 其 律 的 问题 ， 即 按照 在 某 一 时 刻 给 定 的 
这 个 系统 (模型 ) 的 状态 决定 其 状态 变化 的 规律 的 问题 , 我 们 应 如 
何 着 手 研 究 吧 ? 在 什么 情况 下 , 对 真实 系统 的 往 质 以 及 系统 各 部 
分 各 元 件 则 的 联系 作 人 怎样 的 理想 化 才 是 允许 的 昵 。 一 般 地 说 , 所 
有 电 系 统 与 机 械 系统 的 参数 一 一 电 罕 或 弹性 ,电阻 或 阻尼 系数 , 自 
感 或 质量 一 一 总 是 在 一 定 程度 上 和 系统 的 状态 有 关 的 ， 即 和 系统 
的 坐标 与 速度 有 关 ， 实 际 上 ,电容 器 褒 电 到 基 一 电压 时 ,在 其 极 板 
之 疗 就 存在 着 静电 级 力 、 因为 绝对 刚性 的 系统 是 不 存在 的 , 所 以 
这 些 力 将 引起 电容 器 极 板 的 形状 和 尺寸 的 改变 ， 因 而 就 改变 了 它 
的 电容 ; 电 奔 器 极 板 问 的 电压 您 天 ,这 种 改变 也 就 人 铺 大 .因此 , 电 
容器 的 电容 总 是 或 多 或 少 地 依赖 于 其 极 板 闻 的 电 计 的， 
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闻 样 地 ， 有 电流 通过 的 自 感 线 图 绕组 各 相间 亦 存在 着 有 质 动 
力 Спондеромоторная сила), WEAR E 529 ВУЖ K tsa, FK 48 ЗЕ ES Px 
25. 因而 , 线圈 的 电感 不 可 和 避免 地 或 多 或 少 地 依赖 于 通过 线 疼 的 
电流 强度 。 最 后 ,导线 的 电阻 也 总 是 或 多 或 少 地 与 温度 有 关 ; 因 为 
当 电 流通 过 导线 时 ,放出 的 热量 使 电阻 加 热 , 所 雇 这 个 电阻 的 大 小 
在 达到 某 种 程度 以 前 总 是 和 通过 它 的 电流 有 关 的 ， 

例如 ,不 难 证 实 ,图 1 所 示 的 机 械 系 统 的 参数 总 是 在 一 定 程度 
十 依赖 于 系统 的 状态 的 .本 如 ,任何 材料 的 弹性 模 数 ,或 任何 弹 得 
的 弹性 系数 , 当 变 形 充 分 大 时 己 经 不 再 是 常数 了 , 它 将 依赖 于 系统 
的 坐标 。 阻 尼 系 数 总 是 (以 相当 复杂 的 形式 ) 依 赖 于 速度 的 。 洲 转 
体 的 惯性 矩 一 般 说 来 , 也 不 是 常量 , 而 是 和 和 角速度 有 关 的 , 因为 所 
有 实际 的 物体 都 不 是 绝对 刚 仁 ,因而 在 旋转 时 要 发 生变 形 ， 总 之 ， 
于 论 是 机 械 系统 还 是 电 系 统 ， 其 参数 的 大 小 都 在 一 定 程度 上 依赖 

如 果 在 用 数学 关系 式 描述 所 研究 的 机 械 或 电 系统 时 ， 首 先 考 
虑 所 有 参数 对 系统 状态 的 关 委 。 那 么 我 们 就 得 到 系数 依赖 于 坐标 
和 速度 的 微分 方程 ,也 就 是 得 到 非 线 福 微分 方程 ， 为 了 简化 问题 ， 
我 们 应 该 把 系统 的 性 质 埋 想 化 到 其 种 程度 ， 对 于 参数 与 系统 状态 
的 依赖 关系 作 一 些 简 化 假设 ,因为 ,为 了 回答 对 给 定 系 统 提 出 的 间 
题 并 不 是 永远 都 必须 私 虑 这 种 非 线性 的 ， 这 些 非 线 性 往往 大 大 地 
增加 了 理论 研究 的 困难 . 

最 简单 ,最 方便 的 假设 是 : 一 切 参 数 部 不 依赖 十 系 统 的 状态 ， 
部 是 常量 。 那 未 ,对 所 研究 的 系统 作 数 学 描述 时 ,我 们 就 得 到 了 常 
系数 线性 微分 方程 ,对 这 种 方程 已 经 有 正规 的 解法 ,研究 这 种 方程 
并 无 任何 困难 . 

如 果 采 用 上 述 理想 化 ， 即 假定 系统 的 参数 都 是 常数 而 和 系统 
的 状态 无 关 , 在 什么 条 件 下 , 对 我 们 所 感 兴趣 的 关于 系统 运动 竹 质 
的 问题 , 可 以 给 出 满意 的 回答 呢 ? -一 般 说 来 , 正 象 我 们 看 到 过 的 ， 
这 个 假设 在 真实 的 物理 系统 中 是 不 正确 的 .但 是 在 许多 请 况 中 ， 
可 以 选择 坐标 和 速度 的 这 样 的 变化 区 域 ,使 得 在 这 个 区 域 中 ,系统 
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的 参数 实际 上 (也 就 是 我 们 给 定 的 精确 度 内 ) 是 保持 处 变 的 , 例如 ， 
车 电容 器 与 外感 线圈 的 结构 有 足够 的 刚性 ， 并 日 上 电容 器 极 板 上 的 
电压 与 自 感 线圈 中 的 电流 可 能 达到 的 最 大 值 并 不 太 大 ， 那 末 电 容 
器 的 电容 与 线圈 的 电感 在 所 给 的 区 域 中 实际 上 可 以 认为 是 不 变 
вы. РЕ, 如 果 电 流 密度 的 最 大 值 相当 小 , 那 未 , 普通 金属 导线 
的 电阻 也 可 以 认为 是 常数 . 

类 似 屯 ,对 于 机 械 系 统 ,我 们 也 可 以 选择 其 坐标 与 速度 的 一 个 
罕 的 变化 区 起 ,使 得 系统 的 参数 在 这 个 区 域 中 ,可 以 足够 精确 地 认 
为 是 常数 ，. 在 今后 我 们 将 经 常 考虑 的 情况 中 , 系统 参数 和 坐标 及 
速度 无 关 的 假设 ,将 使 我 们 得 到 结论 ， 系 统 中 所 产生 的 ,一 般 说 来 
是 基 些 坐标 ,速度 与 加 速度 的 蜀 数 的 所 有 的 力 ,部 必然 是 坐标 或 束 
度 或 加 速度 的 线性 函数 . 例如 ,弹性 力 是 坐标 的 线性 函数 (或 电压 
是 电量 的 线 福 函数 ), 而 隐 力 (或 欧姆 电压 降 ) 是 速 放 (或 相应 的 电 
流 强 度 ) 的 线性 函数 ,最 后 ,“ 惯 性 力 ”( 或 自 感 电动 势 ) 是 加 速度 (或 
电文 的 导数 ) 的 线性 函数 ， 

在 自 变量 改变 充分 小 的 区 域内 , 力 可 以 看 成 是 坐标 ,速度 或 加 
速度 的 线性 函数 ,这 一 论断 实质 上 是 从 数学 驱 点 得 出 的 。 因 为 ,如 
果 函 数 在 给 定点 的 邻 域 里 , 可 以 展 成 台 劳 级 数 , 此 外 , LARTE 
一 险 导 数 在 该 点 不 等 于 零 , 那 末 , 当 自 变量 和 它 在 给 定点 之 值 的 差 
充分 小 时 * ,总 可 以 只 取 合 劳 级 数 的 前 二 项 **, GRE EARE 
成 是 线性 的 . 

但 是 ,这 些 想法 当然 不 能 告诉 我 们 在 多 大 的 区 域内 ,可 以 把 函 
数 当 作 是 线性 的 ， 此 外 ,在 真实 的 物理 系统 中 有 这 样 的 一 些 情况 : 
甚至 在 坐标 和 速度 的 很 获 的 《但 有 殉 理 意义 的 》 变化 区 域内 ,线性 
力 的 概念 也 不 能 正确 地 回答 关于 系统 运动 的 问题 。 

我 们 用 一 个 有 阻尼 的 机 械 系 统 的 例子 。 来 说 明 将 真实 系统 进 
行 “线性 化 ” 的 可 能 性 的 问题 。 设 质量 n EERE E BARRE 


Е 
** 原 忆 为 “第 一 项 *- 一 译 者 注 ， 
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受到 周 国 气体 (或 液体 ) Б БрАЧ E ВЕРН 77, зу НЕ 
国体 表面 而 运动 (图 4). 在 没有 阻尼 的 情况 下 ,这 种 系统 的 ”线性 
化 "问题 不 会 引起 任何 困 鹤 ,因为 有 小 从 离 时 ,根据 虎 克 定律 , 弹 管 
的 弹性 力 是 和 偏离 成 正比 的 ， 而 
物体 的 质量 在 一 个 很 广 的 范围 内 
可 以 认为 是 和 过 度 无 关 的 ， 在 有 
阻尼 的 情况 中 (我 们 知道 ,阻力 一 
般 是 依赖 于 速度 的 ?, 产 生 了 磨擦 
力 能 不 能 “线性 化 ”的 问题 ,也 就 
是 阻力 能 不 能 着 成 是 速度 的 线性 
请 数 的 问题 ,即使 是 在 速度 很 小 的 区 域内 ， 只 有 和 实验 ,包括 象 以 下 
的 最 简单 的 实验 , 才 - 能 回答 这 一 问题 ， 使 物体 运动 ,我 们 可 以 算出 
物体 移动 某 一 距离 时 ,克服 阻力 所 消耗 的 功 ， 然 后 ,不 断 减 小 物体 
运动 的 速度 ,一 次 又 一 次 地 重复 这 种 测量 (路 程 保持 不 变 )。 于是， 
就 可 以 建立 消耗 于 克服 阻力 的 功 和 运动 速度 疗 的 关系 ， 这 种 关系 
一 般 来 说 是 很 复杂 的 ,对 于 物体 在 气体 或 流体 中 的 运动 ,或 物体 受 
到 辣 体 表面 摩擦 等 不 同情 况 , 得 到 的 结果 差 出 很 大 
在 第 一 种 情况 中 , 功 和 速度 的 关系 很 大 , 它 随 养 速 庶 的 减 小 而 
减 小 , 而 有 卫 可 以 和 任意 小 .在 第 二 种 " 干 摩 擦 "的 情况 中 , 相反 地 , Yb 
和 速度 的 关系 不 大 ,无论 物 体 运动 得 多 慢 , 在 其 位 黎 上 都 必须 消耗 
电力 有 限 的 完全 确定 的 功 ,就 是 说 ,即便 速度 是 非 
常 小 时 , 摩 扩 力 亦 有 着 有 上 限 的 值 ， 此 外 ,必须 
注意 到 , 摩 氛 力 水 远 和 速度 的 方向 相反 ,也 就 
ШЕЕ Я, ЗНАЧЕН, 摩 氛 力 应 该 改变 符 
号 。 注意 到 这 一 情况 以 及 试验 的 结果 , 我 们 
可 蓉 在 低速 度 范 围 内 建立 起 摩 接力 与 速度 同 
的 关系 (即使 是 定 注 的 ， 显 然 ,在 第 一 种 “ 湿 
摩 挤 "的 情况 中 ,强力 通过 零 值 而 改变 符号 时 ,没有 跳跃 现象 (图 另 . 
而 在 第 二 种 情况 中 . ВЕДРА, ЖЖ, 摩擦 力 从 两 方面 
趋向 于 不 同 的 (在 特例 中 ,等 号 相反 而 绝对 值 相同 的 ) 有 限 极 限 , 亦 


图 5 


就 是 说 ,在 零 值 处 有 间断 《图 ey. TA, E DER ah, AE 
全 的 左 大 的 一 段 上 《至少 是 不 大 的 一 段 ) 总 可 以 认为 阻力 是 速度 的 | 
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速度 


图 s 


ВЕЕРА, ЛИН, 可 以 把 阻力 线性 化 ,从 
而 把 系统 署 成 是 线性 和 的， 在 “ 干 摩擦 ”的 
情况 中 ,其 至 在 速度 很 小 的 区 域 中 ,这 种 
线性 化 亦 不 能 反映 干 摩擦 的 最 典 理 的 特 
Е. 因为 当 速度 通过 零 值 时 ,摩擦 力 有 
跃 变 ， 那 末 我 们 把 摩擦 力 认 为 是 速度 的 
线性 冰 数 ， 当 然 就 不 能 反 遇 蛮 擦 力 的 这 
一 特点 ， 因此 , ЗЕРНО РАЕН Е 


用 的 问题 中 , 芯 至 仅 限 于 讨论 非常 小 的 速度 值 ,我 们 也 不 能 把 系统 


看 成 是 线性 的 . 


ХР РАКЕ Я РК ЯА ПИЧ 6 所 示 的 情况 ,可 以 作出 
的 最 简单 的 理想 化 是 库仑 提出 的 假设 ， 摩 擦 力 大 小 与 速度 无 关 . 
象 阻力 的 线性 规律 是 温 座 控 情 况 中 的 最 简单 的 理想 北 一 样 。 库 仑 


定律 是 于 摩擦 情况 中 的 最 简单 的 理想 
化 、 这 种 理想 化 的 摩 掠 特性 如 图 ?7 所 
Ях. 

ТАЗА, ИЕ Е AR 
EKRE, КА 3k Bs Е A< Se Е 
是 线性 的 。 但 是 在 不 少 情况 里 , 这 还 是 
可 能 的 ， 此 时 ,在 这 个 有 限 区 域 中 ,虽然 
作 了 理想 化 假定 系统 所 有 的 参数 都 是 
常数 ) ,仍然 可 久 回 答 我 们 关心 的 那些 有 
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KRAER EREE ARE. 这 个 区 域 的 边界 , 决 
定 于 真实 物理 系统 中 存在 的 参数 与 坐标 及 速度 之 关系 的 特性 ， 以 
及 所 提问 题 的 特性 ;但 是 理想 化 适用 的 区 域 ,永远 是 限 半 一 定 范围 


№. 


1) 在 速度 不 很 小 的 区 域内 摩 所 万 和 速度 的 关系 以 后 我 们 还 要 讲 到 , GHRAS 


卉 速度 很 小 的 区 域 . 
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但 是 如 果 这 个 区 域 是 有 限 的 ， 那 末 不 可 避免 地 会 产生 以 下 十 
分 重要 的 问题 : 系统 本身” 会 不 会 由 于 自己 的 性 质 越 出 我 们 的 理 : 
想 化 所 适用 的 区 域 呢 9 如 果 不 会 发 生 这 种 情形 , 如 果 初 始 条 件 位 
于 系统 参数 可 以 认为 是 常数 的 区 域 蛙 ， 而 系统 在 以 后 的 所 有 运动 
中 , 世 不 会 越 出 这 个 区 域 , 那 末 ,我 们 的 理想 化 的 问题 ,就 能 够 回答 
在 研究 该 系统 时 可 能 发 生 的 一 系列 问题 。 为 了 回答 这 样 的 问题 ， 
我 们 可 以 认为 系统 的 参数 不 依赖 于 系统 的 状态 ， 而 用 线性 微分 方 
程 来 找 写 此 系统 ,也 就 是 把 系统 当 作 “级 性 的 "来 研究 . 

当 系 统 由 于 它 本 身 的 性 质 越 出 “线性 区 域 ”的 范围 时 ,十 分 明 
P, 可 能 出 现 一 些 , 如 果 把 系统 看 成 是 线性 系统 , 我 们 就 不 能 回答 
的 问题 .此 外 ,在 有 关连 系 参数 性 质 和 系统 状态 的 规律 的 问题 中 ， 
某 一 理想 化 是 否 允 许 , 不 仅 和 杀 统 的 性 质 有 关 , 而 且 还 和 所 提问 题 
的 特点 ,特别 是 和 问题 的 初始 条 件 的 特点 有 关 . 

要 回答 许多 非常 有 意义 的 ,实际 上 很 重要 的 问题 ,必须 讨论 系 
统 在 线性 区 域 以 外 的 性 状 。 ИН, 近代 无线 电 技术 提出 了 一 系列 
这 样 的 问题 ， 我 们 以 后 就 会 看 到 ,甚至 最 简单 的 电子 管 振 沙 器 理 
论 ,原则 上 不 能 归结 为 线性 微分 方程 来 研究 ,而 必须 研究 非 线性 方 
程 ; 例如 , 线 狂 方程 不 能 解释 这 种 事实 ; 不 论 初 始 条 件 怎样 , 电子 
管 振荡 器 都 有 着 形成 一 定 的 振荡 状态 的 倾向 。 在 电工 技术 、 声 学 
等 方面 ,也 有 着 类 似 的 问题. 

ЕН, 这 类 问题 本 身 
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要 殷实 际 的 物理 系统 ， 严格 地 划分 为 "线性 的 ”与 “ 非 线性 的 ”， 
“保守 的 ”与 “ 非 保守 的 ”, 且 严格 地 按 租 而 度数 来 分 类 等 等 ,是 不 可 
能 的 ， 真实 的 物理 系统 既 不 是 线性 的 ,也 不 是 保守 的 , 亦 不 可 能 有 
有 限 的 自 而 度 ， 因 为 它们 一 般 不 可 能 完全 精确 地 用 数学 关系 式 来 
WS. 因此 , 对 于 真实 的 物理 系统 不 能 进行 任何 一 种 严格 的 划分 
和 分 类 . 只 有 对 抽象 的 模型 《数学 模型 ) 才能 进行 这 种 严格 的 划 
分 ， 而 这 种 抽象 模型 是 我 们 对 真实 物理 系统 的 性 质 作 了 一 定理 想 
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化 的 结果 . 

特别 地 ,在 一 般 教科 书 中 所 讨论 的 那些 系统 ,并 不 是 什么 特别 
的 “线性 双 统 ”, 可 以 把 它们 和 我 们 要 讨论 的 “ 非 线性 系统 ”严格 地 
加 以 区 分 。 在 一 些 不 同 的 情况 中 , 我 们 讨论 的 常常 是 同一 些 真实 
的 物理 系统 , 不 过 采用 了 不 同 的 理想 化 方法 而 已 。 我 们 已 经 指出 
过 ,理想 化 的 特性 不 仅 决定 于 系统 本 身 的 性 质 ,而 且 还 决定 于 所 所 
问题 的 内 容 ,由 于 这 种 理想 化 的 结果 ,使 我 们 能 够 把 系统 划分 为 线 
性 的 和 非 线性 的 、 保 守 的 和 非 保守 的 ,并 且 能 从 非 线 狂 非 保守 系统 
中 分 出 一 类 自 振 系统 , 最 后 , 还 可 以 把 自 振 系统 分 为 连续 的 [包括 
“汤姆 名 (Thomson) 型 的 ”] 和 “不 连续 ”的 . | 

进行 了 这 种 分 类 以 后 ， 我 们 总 会 对 某 类 系统 的 性 抽取 得 一 定 
的 结论 ; 但 是 , 应 注意 到 , 表征 系 绕 的 这 些 性 质 是 理想 化 的 姓 质 . 
这 也 很 自然 , 因为 ,具有 这 些 性 质 的 系统 的 分 类 , 只 有 在 作 过 某 种 
理想 化 以 后 才 有 可 能 ， 例 如 , 当 我 们 讲 到 自拔 系统 会 以 不 变 振幅 
振动 任意 多 久 这 一 性 质 时 , 那 末 , 当 然 这 个 性 质 必须 看 成 是 理想 化 
的 。 在 真实 的 自拔 系统 中 ,振动 并 不 能 持续 “任意 多 久 ”; 当 钟 的 发 
条 完全 变 松 了 时 , 钟 的 振动 就 停止 了 , 当 屏 极 电 字 或 灯丝 电池 用 完 
TH, 电子 管 振 葛 器 中 的 振荡 也 就 停 正 了 。 在 我 们 说 振动 可 以 延 
续 “ 任 意 多 久 ” 时 ,这 意味 着 ,我 们 将 排除 上 述 情况 ( 钟 的 发 条 中 或 
电子 管 振荡 器 电池 中 的 能 景 储备 是 有 限 的 )， 完 全 同样 地 , 只 是 在 
近似 的 意义 下 , 才 可 以 断言 ， 所 有 的 自 振 系 统 ,例如 无 线 电 技术 中 
的 发 射 机 。 有 着 形成 某 一 确定 状态 的 倾向 , 亦 即 , 在 这 种 发 射 机 中 
ла ЧЕ" 和 周期 是 不 变 的 ( 当 参 数 固定 时 )， 不 难看 出 ， 
事实 上 ,由 于 总 是 存在 着 不 大 的 外 作 江 和 不 可 避免 的 起 伏 扰动 , 扳 
幅 及 局 期 总 是 在 某 一 个 通常 是 很 小 的 范 轩 中 变化 的 。 此 外 , 很 显 
然 ,对 真实 系统 来 说 ,甚至 局 期 运动 这 个 概念 也 是 理想 化 的 。 正 象 
我 们 已 经 多 次 指 册 过 的 ,在 进行 任何 研究 时 ,我 们 强调 真实 物理 系 
绕 的 那些 对 解决 所 提问 题 起 重要 作用 的 性 质 ， 而 忽 路 另 一 些 对 于 
解决 所 提问 题 说 来 是 次 要 的 性 质 . 

在 研究 这 些 非 线性 问题 时 ,我 们 将 企图 回答 些 什么 河 题 踊 ? 
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在 研究 动力 学 系统 的 性 状 时 ， 我 们 首先 感 兴趣 的 是 系统 的 所 
谓 定 态 运 动 ?, 因 为 正 是 这 种 运动 最 能 在 长 时 间 内 表征 系统 的 性 
状 . | 

ЕВГ ВНЕ ЕН „НЕЕ SBsS ETE? (为 确 
定 起 见 , 我 们 现在 只 闭 虚 机 械 系统 的 动力 学 模型 ). 

首先 这 可 能 是 平衡 状态 ， 此 时 描写 系统 性 状 的 微分 方程 所 确 
定 的 速度 和 加 速度 都 等 于 败 . 加 速度 等 于 零 的 条 件 , 等 价 于 在 系 
统 上 没有 作用 任何 规则 力 , 这 些 力 是 列 微分 方程 时 必需 考虑 的 
但 是 在 所 有 的 物理 系统 中 ,除了 这 种 规则 力 以 外 ,还 作用 着 微小 的 
不 规则 力 ,例如 共有 起 伏 性 质 的 力 ， 由 于 这 些 力 的 存在 ,系统 无 论 
何 时 都 不 会 严格 地 处 于 平衡 状态 ， 它 将 在 平衡 状态 近 旁 作 微小 的 
运动 [布朗 (Biown) 运动 ]， 但 是 在 平衡 状态 近 旁 , 系统 上 已 经 有 
了 规则 力 (只 有 当 严格 下 处 于 平衡 状态 时 ,它们 才 等 于 零 ), 这 些 力 
可 以 使 系统 或 者 回 到 平衡 状态 , 或 者 更 远离 平衡 状态 ， 在 前 一 种 
情况 中 , 将 有 稳定 的 平衡 状态 , 在 后 一 种 情况 中 , 得 到 不 稳定 的 平 
衡 状况， 很 明显 , 为 了 研究 系统 的 人 性状, 不 仅 要 会 求 出 平衡 状 态 ， 
而 且 还 要 决定 平衡 状态 对 坐标 和 速度 的 短小 改变 的 稳定 性 。 这 个 
意义 下 的 稳定 性 ， 是 系统 能 处 在 平衡 状态 近 旁 任意 多 久 的 必要 条 
Ф. | | 

系统 中 还 可 能 有 的 一 种 定 态 运动 是 周期 运动 、 的 确 , 除了 周 
期 送 动 外 ,在 振动 系统 中 ,还 可 能 有 其 他 定 态 的 振动 过 程 ,例如 , 概 
周期 运动 。 但 是 ,在 单 自 由 度 的 自治 振动 系统 ( 亦 即 未 受到 变 作用 
力 的 系统 ) 中 ”, 经 过 对 这 些 问 题 的 详细 讨论 , RIDEN, 只 有 最 
简单 类 型 的 定 态 振动 过 程 一 周期 过 程 , 才 可 能 存在 . 


D вины Ем а ий. 说 到 定 态 运动 ,我 们 也 这 样 地 
理解 静止 状态 ， 也 就 是 把 静止 状态 看 成 是 定 查 运动 的 特殊 情况 .将 定 坊 运动 和 
所 调 的 比 克 荷 夫 CBirkholf》 递归 返 动 ,忠和 相等 同 后 , 就 可 以 给 出 它 的 严格 
数学 定义 . 对 于 单 自由 度 系 统 , 只 有 平 窒 状态 与 周期 运动 可 以 是 递归 运动 ,对 于 
更 … 般 的 系统 ,递归 运动 可 以 是 更 复杂 的 运动 ,例如 概 周 期 运动 ， 

2) 不 显 含 时 闻 的 微分 太 程 所 拖 写 的 系统 ,我 们 称 之 为 自 苔 系统 . 因此 ,在 研究 自治 
系统 时 , 特 认 为 外 作用 力 不 依 痪 于 时 间 ， 
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但 是 在 真实 物理 系统 中 ,: 并 非 所 有 襄 能 的 定 态 运 动 都 可 能 存 
在 ， 为 了 使 定 态 过 程 能 够 在 真实 物理 系统 中 延续 随便 多 入 , 必须 
A: 在 不 可 避免 的 偶然 冲击 下 ， 系 统 将 作 充 分 接近 于 给 定 定 态 运 
动 的 运动 ,并且 不 会 显著 地 远离 它 、 这 个 要 求 和 对 平衡 状态 的 要 
求 完全 相似 : 要 使 周期 过 程 能 够 持续 随便 多 和 久 ， 它 对 于 坐标 和 速 
度 的 微小 改变 应 该 是 稳定 的 。 因此 , 我 们 不 仅 必 须 求 出 系统 中 可 
能 存在 的 周期 过 程 ， 而 生还 要 解决 此 过 程 对 微小 偏离 的 稳定 性 问 
题 。 同 样 地 ,我 们 亦 将 关心 系统 运动 和 参数 的 依赖 关系 ,这 些 参 数 
含 于 系统 的 方程 中 , 它们 可 取 某 些 国定 利 ( 如 电阻 .电容 等 )， 研 究 
这 些 关 系 ,使 我 们 能 够 回答 一 AIA RRITE, 振动 的 中 断 等 
基本 问题 . 

要 使 定 态 拟态 能 名 在 真实 系统 中 持续 存在 ， 它们 不 仅 应 该 对 
坐标 和 速度 的 微小 改变 是 稳定 的 ， 而 且 对 描写 系统 的 微分 方程 的 
微小 变形 也 应 该 是 稳定 的 ， 微 分 方程 的 这 种 微小 变形 表示 荐 其 所 
描写 的 系统 性 质 的 相应 的 微小 变化 。 因 为 ,一 方面 ,我 们 总 也 不 可 
能 利用 数学 工具 绝对 精确 地 拱 写 真实 系统 : 另 一 方面 , 任 一 真实 系 
统 , 当 其 中 有 过 程 进行 时 ,也 不 可 能 是 绝对 不 变化 的 ,所 以 , 找 写 真 
实 系统 的 微分 方程 的 形式 可 能 有 币 小 变化 应 该 是 允许 的 > 。 

如 采 我 们 在 研究 某 一 具体 的 问题 时 ， 给 予 所 有 参数 一 些 完全 
国定 的 数值 ,这 只 有 当 参 数 的 微小 变化 ,不 会 使 运动 特性 发 生 很 大 
的 变化 并且 理 想 模型 的 性 状 仍 然 能 保持 着 我 们 感 兴趣 的 特点 时 ， 
才 有 意义 。 当 微分 方程 和 参数 有 微小 改变 时 , 模型 的 性 状 不 能 保 
持 航 那些 特点 ,是 没有 实际 意义 的 ,因为 它们 不 能 反映 三 实物 理 系 
ЗЕЕ. 当 微 分 方程 有 微小 变形 时 , 最 本 质 的 特性 不 改变 的 系 
统 , 我们 称 之 为 " 粗 系统 ”, 它们 是 真实 物理 系统 的 理论 模型 ,在 本 
书 中 我 们 要 研究 的 主要 就 是 这 种 系统 .但 是 我 们 对 系统 的 微小 改 

D 关于 系统 的 这 些微 小 变化 ,或 黎 分 方程 的 这 些 短小 变形 ， 初 步 地 我 们 将 盆 没 是 

这 样 的 ,它们 将 不 数 改 变 原 微 分 方程 的 阶 次 (或 者 , 当 我 们 仅 研 究 一 阶 方程 组 时 ， 

аа РЕМНЕ). ЛИ ЖЕ, АПРА 


系统 的 微小 变化 是 这 样 的 ， 它 科 不 至 于 使 我 们 必须 放弃 对 白 由 度数 自 所 作 的 再 
жа. 
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变 所 加 的 限制 一 一 使 得 有 这 种 改变 时 由 由 度 不 增加 , 换 名 话说, 方 
程 的 阶 次 不 增加 ,是 非常 重要 的 . 实际 上 ,从 某 种 移 理 上 可 以 证 实 
НУЖДА, 如 果 新 出 更 的 高 阶 导 数 的 系数 充分 小 的 话 , 方程 的 
“微小 变形 " 亦 可 以 理解 为 微分 方程 阶 次 的 升 遍 。 使 方程 的 阶 次 和 天 
元 的 微分 方程 的 “微小 变形 ”是 车 感 了 系统 基 些 新 的 自由 魔 ,以 及 
和 考虑 了 其 些 寄生 ”参数 的 结果 例如 ,在 图 8 所 示 电 路 的 情况 中 ， 


REBRE L, ACHAR , А 
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KEDALAM R, NURS 
BARH CERED 参数 时 ， ， 
我 们 得 到 二 阶 微分 方程 、 此 
外 。 如 果 还 考虑 线 疾 绕组 间 的 
A FE” AA, BER С, 以 

及 导线 的 “寄生 ”电感 , 即 电感 L MEARKE MIR, MEN 
MIE. BERA C 和 L 是 小 量 , 这 个 四 阶 方程 就 可 以 看 威 是 
原来 的 二 阶 微分 方程 的 微小 变形 . 

这 种 升 高 微分 方程 阶 次 的 “微小 变形 ”, 我 们 可 以 继续 作 下 去 ， 
因为 当 我 们 想 更 完全 地 描写 系统 时 ， 总 将 会 得 到 越 来 越 大 的 自由 
度 . 

在 解决 了 关于 其 一 定 态 运动 的 稳定 性 问题 以 后 ,严格 地 说 ,我 
们 还 应 该 证 实 , 当 微分 方程 的 阶 次 升 高 时 , 该 运动 不 会 消失 , 也 不 
АНИ. 实际 上 , 如 果 当 只 考虑 基本 参数 时 平衡 状态 是 
稳定 的 ,而 自 于 微小 寄生 参数 的 影响 方程 阶 次 升 高 以 后 ,平衡 状 态 
便 说 失 了 稳定 性 , 那 末 , 这 意味 着 , 这 个 平衡 状态 实际 上 是 不 稳定 
的 。 因此 , 提出 平衡 状态 应 对 方程 的 这 种 变形 是 稳定 的 要 求 是 很 
自然 的 ,不 难 证 明 ,对 于 动力 学 系统 ,要 想 建立 这 样 的 理想 模型 ( 提 
出 这 种 类 型 的 微分 方程 )、 即 便 是 在 方程 组 中 引入 了 有 更 高 阶 导 
数 的 项 (这 些 导数 有 着 任意 小 而 不 等 于 零 的 任意 解析 系数 ), 使 系 
统 的 平衡 状态 永远 稳定 ,这 是 不 可 能 的 ， 由 此 可 知 ,不 能 对 动力 学 
系统 的 理想 模型 提出 这 样 的 一 般 要 求 ,使 得 出 现 新 自由 度 时 , 定 态 
运动 的 性 质 仍然 不 变 .( 和 动力 学 系统 的 微小 改变 不 引起 新 自由 度 
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图 8 


RPE НН КИНОДО mi ЗАВЕТЕ ВЕ ЖЗИ 95 S ВЕНЕ КИЗ 
况 下 , ЖЕНА. СЕВАН, 其 “ 稳 
定性 ”实质 上 并 不 是 决定 于 真实 系统 的 性 质 ,而 是 决定 于 我 们 没有 
考虑 的 某 些 自由 度 ， 

， 人 得 是 , 在 这 方面 我 们 不 能 不 显得 无 能 为 力 , 否则 的 话 , 我 们 应 
该 能 够 检查 而， 增加 方程 阶 次 的 一 切 可 能 的 小 寄生 套数 是 否 会 破 
坏 给 定 状态 的 稳定 性 。 可 是 我 们 永远 亦 不 能 检查 到 底 , 因为 在 任 
一 系统 里 ,这 种 寄生 参数 的 数目 非常 之 多 ,此 外 ,以 后 将 指出 ,可 能 
出 现 这 样 情况 , 寡 生 参数 的 影响 是 不 同方 面 的 , 就 是 说 , 为 了 检查 
巨 们 的 影响 ,不 仅 要 假定 这 些 参数 是 存在 的 ,还 应 沪 知 道 它 们 由 的 
数量 关系 ,但 是 寄生 参数 的 大 小 我 们 一 般 是 不 知道 的 ， 因 此 ,真实 
系统 中 其 一 状态 的 稳定 性 问题 ,我 们 解决 得 是 否 正确 , 正 依 任 一 其 
他 理论 研究 的 结果 一 样 《 其 中 不 可 避免 地 将 对 所 研究 之 系统 的 性 
质 进行 理想 化 )。 只 有 用 实验 的 方法 来 检验 ， 

对 于 我 们 感 兴趣 的 问题 ,我 们 在 寻求 其 解答 时 所 采用 的 形式 ， 
在 不 疝 情况 中 是 不 相 局 的 ， 如 果 我 们 知道 了 表征 系统 状态 以 及 表 
征 这 些 状 态 变化 的 函数 ,对 于 所 有 发 生 的 问题 ,我 们 就 能 够 加 以 解 
决 、 为 了 确定 系统 的 性 状 ,我 们 必须 研究 的 这 些 函 数 , 例如 , 电流 
强度 或 电压 和 时 间 的 函数 关系 ， 是 册 稚 述 给 定 系统 的 微分 方程 所 
决定 的 ,并且 不 可 能 有 其 他 求法 只 有 在 丰 多 的 一 类 情况 中 ， 例 
如 ,对 于 常 系数 线性 微分 方程 , 才 可 能 将 寻求 这 种 漳 数 的 问题 归结 
为 其 他 更 篇 单 的 问题 , 例如 , 解 代数 方程 , 求 微 分 方程 中 所 含有 之 
盖 数 的 积分 等 、 

所 以 必须 学 会 ,直接 地 从 微分 方程 本 身 , 就 能 得 到 这 些 方程 所 
决定 之 函数 的 性 质 和 形状 (简称 性 状 ). 

此 时 首先 出 吏 何 题 ， 利 用 求 所 谓 的 积分 曲线 “ 即 微 分 方程 定 
义 的 曲线 ) 的 几何 方法 , 来 求 币 上述 函 数 的 最 有 特点 的 性 质 , 如 所 
谓 的 定性 性 质 . 这 种 方 话 我 们 将 称 之 为 微分 方程 的 定性 积分 ， 如 
梁 我 们 能 够 定性 地 积分 亡 研 究 的 向 分 方程 , 那 末 ,就 得 到 了 在 所 研 
究 系统 中 存在 的 一 切 可 能 物理 过 程 的 定性 图 得 AEN, AAE 
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大 实际 意义 的 问题 正好 具有 这 样 的 定性 性 质 , 例 如 ,稳定 平衡 状态 
是 否 存在 的 问题 ,稳定 周期 过 程 的 存在 性 问题 ,关于 软 状态 和 硬 状 
态 问 题 等 等 . 

定性 积分 在 很 大 程度 上 减轻 了 定量 积分 的 工作 ,精确 些 说 , 减 
轻 了 求解 振动 物理 中 的 定量 问题 的 工作 。 归根 到 底 , 振动 理论 对 
沙 数 在 其 一 特定 瞬时 的 值 并 不 感 兴 趣 ， 而 主要 地 只 对 那些 能 够 在 
很 长 一 段 时 间 上 ,表示 此 函数 变化 情况 的 定量 特性 有 兴趣 ， 例 如 ， 
在 局 期 章 数 的 情 次 中 , 感 兴趣 的 是 它 的 周期 . 展 为 富里 埃 级 数 时 的 
系数 什 、 函 数 且 富里 埃 积分 表示 时 的 频谱 等 

但 是 ,为 了 有 求 出 这 些 邦 信 (《 例 如 频谱 ), 在 振动 理论 由 , 作为 中 
间 阶 段 , 背 常 还 是 要 对 自 变 数 的 某 些 个 别 值 , 求 出 葬 数 数 乱 . 状 通 
的 近似 定量 积分 方法 (如 等 倾 线 法 、 万 格 - 库 增 法 ) 可 以 用 来 解答 这 
些 何 题 ,很 明显 ,这 些 方法 亦 是 要 直接 处 理 微分 方程 的 。 知 道 了 给 
定 微分 方程 的 定性 图 得 ,使 近似 定量 方法 的 应 用 更 加 有 效 , 更 加 可 
靠 ,并 且 能 够 更 台 理 地 配合 使 用 各 种 近似 方 靶 等 等 . 

以 后 我 们 还 要 介绍 给 读 孝 一 些 数学 工具 ， 它 们 是 研究 非 线 性 
微分 方程 定义 的 函数 所 必须 的 。 由 于 我 们 在 这 里 只 限于 研究 单 自 
由 彰 系 统 ， 那 末 这 些 函 数 也 就 是 由 一 个 不 高 于 二 阶 的 微分 方程 或 
不 多 于 两 个 的 一 阶 微分 方程 组 所 定义 的 函数 . 

为 了 易于 掌握 这 种 数学 工具 ， 我 们 先 阅 述 熟 知 的 一般 线 性 问 
题 , 这 里 常用 到 的 术语 及 方 讼 (下 述 非 线性 问题 方法 中 的 一 部 分 )， 
今后 将 以 更 一 般 的 形式 被 用 来 解决 更 加 复杂 的 非 线性 问题 。 


第 一 之 线性 系统 


$1. 无 阻尼 线性 系统 GERT) 


我 们 首先 讨论 最 简单 的 自治 捧 动 系统 ， 其 运动 是 由 线性 微分 
方程 
, x + ох = Ü (1.1) 
来 措 述 的 ,此 系统 在 物理 中 称 为 谐振 子 . 
例如 ， 质 量 为 普 的 物体 在 耳 信 弹 移 的 作用 下 阅 杆 作 水 平 运动 
时 ,就 是 这 种 系统 的 一 个 例子 《在 相应 的 假设 下 ) (BB .为 了 把 
这 个 系统 的 研究 化 为 我 们 感 兴趣 
的 情况 , 我 们 作 以 下 的 简化 假 
о. Ж— РЕЛЕ 
- БЕЈЛЕН РЯ) 
位 移 x, 实际 .上 ,只 有 当 位 移 充 分 
小 时 ， 此 假设 才 在 一 定 精确 庭 上 
被 满足 (只 有 当 变 形 小 时 , 弹 管 才 骤 从 虎 克 定律 )， 第 二 , 假设 系统 
运动 时 未 受到 阻力 ( 既 未 县 空 气 阻力 , 也 未 受 支 杆 的 摩擦 , ЗН АЫ 
没有 内 凑 擦 )。 当 然 , 这 个 关于 系统 中 没有 阻力 的 第 二 个 假设 , 对 
于 真实 的 物 副 系统 来 说 ,精确 的 程度 更 机 差 些 。 在 所 作 的 假设 下 ， 
这 个 系统 的 运动 可 由 以 下 的 二 阶 线性 微分 方程 来 描述 : 
f më Ах = 0, (1.2) 
Н РНЕ КЎК, 令 k/m = оо, RIENE 
振子 的 方程 (1.17， 


D 其 他 简化 圾 设 在 帝 论 中 已 齐 过 了 ,这 里 不 再 担 肥 ,今后 也 不 再 蛋 乞 ， 
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由 电容 C 和 自 感 工 组 成 的 振荡 回路 是 这 种 类 型 的 电 系统 的 例 
子 (图 10); 为 了 简便 ,将 这 样 的 回路 称 之 为 汤姆 还 回路 *?。 为 了 
得 到 无 阻尼 线性 系统 的 情况 .当然 ,我 们 还 应 
该 将 这 个 回路 的 性 质 加 以 理想 化 。 普 先 应 该 
假设 , Жани ВЕНЧА, 亦 就 是 说 , 回路 | 
中 的 导线 没有 电阻 ， 在 介 电 质 中 没有 能 基 耗 
散 , 最 后 , 亦 没 有 电磁 能 的 辐射 。 在 实际 的 系 
统 中 ,这 些 候 设 的 精确 度 总 不 会 是 十 分 高 的 ， 图 10 
如 下 的 一 个 事实 就 能 证 明 这 一 点 :在 任 -一 回路 中 ,振动 都 有 着 或 强 
RENER, 而 且 在 任何 稍 况 中 , 衰减 亦 部 是 非常 明显 的 (如 果 我 
们 观察 外 当 长 时 间 的 话 )， 把 振 落 回路 理想 化 为 无 能 量 损失 的 系 
统 、 我 们 就 不 能 表达 所 有 真实 系统 中 的 一 个 最 典型 的 特性 一 一 固 
有 振动 的 衰 诚 ; 这 种 意义 下 的 关于 无 能 量 损失 的 假设 要 比 回路 
的 线性 假设 更 为 理 息 化 得 多 ， 因 为 不 少 真 实 系统 都 相当 接近 于 线 
竹 的 。 租 是 这 样 的 理想 化 还 是 可 己 相 当 满 意 地 回答 振动 理论 的 某 
些 基 本 问题 , 例如 , 关于 固有 据 动 的 频率 与 形式 的 间 题 (当然 只 是 
对 振动 衰减 甚 小 的 情况 而 言 )。 此 外 ,还 必须 假定 电容 器 的 电容 
不 依 禹 于 充电 量 ,而 线圈 的 电感 工 世 不 依赖 于 通过 它 的 电流 强度 ， 
诈 了 这 些 假 设 后 , 电 系统 也 可 用 (1.1) 型 的 方程 来 拱 述 ; 亦 即 , 若 以 
а 表示 电容 器 的 电量 , 则 得 : 

Là + 2 = 0, (1.3) 


四 


# - ow 我 们 又 导出 了 谐振 子 的 方程 (1.1). 
现在 我 们 重 述 -下 谐振 子 的 运动 特性 。 如 所 周知 。 微分 方程 
(1.1) 的 通 解 是 : 
x = A созгоц tt В sin togt, (1.4) 
其 中 4 和 B 为 积分 常数 , 它们 决定 于 初始 条 件 ， 若 + 一 0 时 ， 


D 以 后 讨论 到 其 他 系统 “ 非 汤姆 带 回路” 时， 就 会 知道 这 一 专门 名 词 的 来 源 ， 
ЗЕЕ ВТА А ЕЕ. 
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x == x £ = 0, Uj; 


Zo o 
х = совой 十 - 20 sin togt; 
0, 


£ = — хо, sin ioa 十 СОГЫ, (1.5) 
这 个 解 还 可 以 写作 
x = Kreos Не); Ф = — Kosintwrt а), (1.6) 
其 中 
А — #1 
КА ВР + Da h 
a 
K 
tau 一 一 有 (1,7) 
A ол 
(cosa = sina = — -Ë ). 
to K 


我 们 看 到 , 位 移 或 电量 对 时 间 的 关系 (振动 波形 图 ) 可 以 表示 
безди саак СЕО 11)。 为 了 表征 这 种 “正弦 的 "或 简 谐 的 振 

动 ,必须 给 定 三 个 量 : K— EKRE 

或 振幅 ,or 一 -在 2= 秒 内 的 振动 次 数 
: ”或 加 频率 ,以 及 a 一 -所谓 的 振动 的 初 

相位 ， 当 我 们 同时 考虑 几 个 振动 过 程 

时 ,。 初 相位 起 着 极其 重要 的 作用 。 实 

际 上 、 因 为 振动 的 相位 完全 决定 于 计 
算 时 间 的 初 习 时 。 如 果 计 算 时 间 的 初 有 时 已 由 某 一 其 他 过 程 给 定 
了 ， 那 末 这 个 过 程 的 初 相位 便 不 能 随便 选取 了 。 但 是 当 我 们 只 研 
究 一 个 “孤立 的 ”过程 时 。 振动 的 相位 便 不 起 任何 实际 作用 了 ， 总 
之 ,谐振 子 作 的 是 周期 正弦 ( 谐 ) 运动 (由 此 得 名 )，、 只 有 在 xs 一 
及 各 一 0 的 情况 中 , 即 当 振子 在 初 瞩 时 处 于 平衡 状态 时 , 才 不 会 产 
生 振 动 ;在 这 个 情况 中 ,振子 将 一 直 保 持 静 出 ， 谐 振动 的 振 收 与 相 
位 决定 于 初始 条 件 。 区 频率 , 因 之 派 动 的 周期 , 却 和 初始 条 件 无 
关 , 它 们 决定 于 振动 系统 的 参数 . 
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图 11 


方程 C1.1) 所 决定 的 系统 作 什么 运动 的 问题 , 公式 (1.5) 或 
(1.6) 5 (1.7) 给 出 了 精确 的 定量 解答 。 这 些 公式 使 我 们 能 够 “由 
现在 确定 未 来 ,也 就 是 说 ,如 果 知 道 :二 0 ç x 与 4 的 值 ,我 们 便 
能 够 算出 * 和 + 在任 一 膀 时 z 的 数值. 


52. 相 平 面 的 概念 .谐振 子 的 所 有 运动 
“在 相 平面 上 的 表示 


1. 相 平面 令 半 一 ?我们 来 研究 谐振 子 在 <, y 平面 上 的 
运动 ,这 里 * 和 ?是 笛 卡 儿 直 第 坐标 .系统 的 每 一 个 状态 ,坐标 z 
与 速度 y 的 每 一 对 数值 ,对 应 着 r, y 平面 上 的 一 个 点 。 反 之 ,xr，》 
平面 上 的 每 一 个 点 对 应 于 且 仅 对 应 于 系统 的 一 个 状态 ,x, 3y 平面 
称 为 状态 平面 或 相 平 面 , 它 表示 着 系统 的 所 有 可 能 状态 的 集合 . 
相 平 耐 上 每 一 个 新 的 点 对 应 于 系统 的 一 个 新 的 状态 ， 这 样 , 可 以 
用 一 个 点 在 想 平 面 上 的 运动 ,来 表示 系统 状态 的 变 屁 ,这 个 点 我 们 
称 之 为 “入 点 "或 “代表 点 "。 这 种 相 点 的 轨迹 称 之 为 相 轨 线 (或 称 
HR) 不 要 把 相 轨 线 和 运动 的 真正 轨迹 想 混 湛 。 入 点 的 速度 称 
之 为 相 速 度 , 仍然 不 要 把 它 和 实际 的 速度 混淆 起 来 。 相 点 在 全 部 
运动 时 间 (从 :一 一 о 81 ¿= + 00) РВЕ АНЕ, ВИП 
зня. 

知道 了 谐振 子 微分 方程 (1.1) 的 解 ,不 难 求 出 相 平 而 上 的 轨 线 
的 方程 ， 方 程 

х = Kcostot + а}; y= — Kosin Cint -+ æ) (1.6) 
就 是 相 轨 线 的 参数 方程 ;从 这 些 方程 中 消去 1, 便 求 得 胃 线 的 坐标 
* Е ВНЖ HR A, 而 在 工程 应 用 上 通常 用 “ 相 迹 ” 译 者 广 ， 
D 用 给 定 2# 统 空 间 中 的 一 个 点 ,来 表示 7 自由 魔 之 系统 状态 的 这 一 方 守 ,在 物理 

中 早 就 蔽 应 用 了 ， 这 个 系统 状态 (和 禄 ?的 Za 维 空 间 被 称 之 为 相 空间 .“ 祖 空间 ”， 

特别 是 " 粗 平面 ?的 名 词 穗 是 由 此 处 转借 到 振动 理论 中 来 的 。 

АБ ЕД Лу ЗАС НЕЕ (ваше) 171, ВЕ 
ВЕН ГЕН, 采用 了 在 此 装置 的 相 空 间 里 构造 积分 曲 钱 和 极限 


环 的 方法 【和 但 未 再 极限 环 的 名 词 , ER., ЗЕНОН T. 
作 ' 3， 可 惜 , 洛 竺 的 出 色 的 工作 .到 后 来 几乎 完全 被 进 写 了 - 
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方程 : 


2 2 
Z+ l], <1.8) 
к? К? 


К, НДС ААО ЕЕ ВУЗЈЕ, На 
а БЕ, 有 一 个 朋 只 有 一 个 稻 图 ", 这 个 权 俩 对 应 于 一 定 的 
下 值 , 即 一 定 类 型 的 初始 条 件 , 也 即 系统 总 能 量 的 同一 个 初 值 ， 除 
NS + = 0, y = 0 ДЯК СХ ИНО, 退化 为 一 个 点 ),， z, y 
ЕЕ АНАУ 
Ж. 

Бтз н 
点 的 运动 新 线 .我 们 来 看 。 
АЕ — 
圆 运动 的 。 不 难看 出 , 对 
手 我 们 所 选 的 坐标 轴 的 方 
向 而 论 , 相 点 永远 是 ( 沿 任 
Е) EAEE 
的 , 因为 在 上 上 半 平 面 中 ， 
# = y >> 0, И z КИВИ óJ; ИЕ ГЕН z = y < 0, 因 之 
х 随时 间 而 减 小 . 

X TRH RBE, 锭 通常 在 力学 中 所 作 的 那样 ,引信 要 向 径 : 

r = lx + jy. 

这 祥 一 来 , 相 速 度 可 表 为 : 


dr 
v = — = iz + 
d: jy 


图 12 


或 按 (1.6) RA: 

у = {— Konsin Сола) РИ -- соз lou te, (A.9) 
不 难看 出 ,除了 上 一 "的 情况 , 租 速 度 永远 不 等 于 零 , НЕТ 
НН Ага TE. 


D) 在 其 他 更 复杂 的 例子 中 能 发 生 这 梯 的 情况 , 从 相 执 线 的 参数 方程 中 消去 时 间 +， 
得 到 的 不 是 一 个 , 面 是 儿 个 相 轨 线 的 华 标 方程 . 
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RTRA THEBREE, ЕЗ8, EIRE ЕАН 
(ERITA AE Wari ЕТ А 对 应 着 系统 的 周期 运动 ， 
相 点 沿 闭 轨 钱 以 不 等 于 零 的 相 速 度 而 转动 《图 12), 在 То 2x/ om 
的 时 间 单 位 内 绕 行 一 局 。 相 平面 上 退化 成 一 个 点 的 相 轨 线 对 应 于 

现在 假设 ,我 们 并 不 知道 系统 运动 的 特性 ,但 是 通过 蘑 种 方法 
却 知道 了 相 轨 线 的 特性 和 相 泪 度 的 大 小 .能 不 能 仅 利 用 这 些 知 
Я, 对 这 些 曲线 所 表示 的 渗 动 作出 一 些 论断 电 ? 下 面 我 们 将 会 看 
到 ,运动 的 一 般 性 质 积 它 的 一 些 定性 特点 ,已 经 在 相 轨 线 的 特性 里 
显示 出 来 了 ， 被 相 康 线 所 划分 的 相 平面 , 能 给 出 动力 学 系统 的 一 
AETR EZR: 相 平面 立即 提供 了 一 个 可 能 ,使 得 一 眼 就 可 
HEB: 在 各 种 初始 条 件 下 能 够 发 生 的 全 部 运动 . 

对 于 所 讨论 的 谐振 子 情 况 , 我 们 从 谐振 子 方程 的 现成 解 
《1.6)。， 得 到 了 相 平面 的 图 象 ， 但 是 ,也 可 以 不 利用 这 些 解 ,直接 由 
方程 《1.1) 得 到 关于 相 点 在 粗 平 面 上 运动 的 某 些 结论 . 正 是 这 一 
第 二 途径 ,具有 特殊 的 意义 ,因为 可 以 不 知道 原 方 程 积分 的 分 析 表 
达 式 , 就 能 够 获得 关于 运动 任 质 的 其 些 结论 , 因而 , 在 不 能 求 得 象 
(1.6) 那样 的 分 标 表 达 式 的 情况 下 ,我 们 将 采用 这 个 方法 ， 

2. 不 含 时 间 的 方程 。 为 了 不 积分 原 方 程 (1.1), 而 直接 让 这 
个 方程 就 能 求 得 胡平 面 的 图 象 , 可 以 按 下 面 的 方式 进行 。 PL FUE 
的 两 个 等 价 的 一 阶 方 程 来 代替 原 末 的 二 阶 方程 : 


dr у, ФУ a 
dt y; dr L a (1.10) 
将 此 二 式 相 除 之 ,得 微分 方程 : 
ФУ ат 2 
A > (1.11) 


这 个 方程 确定 着 所 谓 的 积分 曲线 一 这 样 的 曲线 ， 其 上 每 一 
点 之 切线 的 斜率 ( 角 系 数 dy/dx), 可 以 按 方程 (1.11) 来 计算 . 可 
以 看 出 ,此 时 x 与 * 的 关系 是 以 二 阶 微分 方程 表示 的 ,但 是 y 与 x 
的 关系 却 是 由 一 阶 微分 方程 表示 的 。 积分 方程 (1.11)。 我们 就 会 
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得 到 积分 曲线 的 方程 ,这 时 它 已 经 不 是 微分 形式 , 和 而 是 有 限 形 式 
T. 在 给 定 的 最 简单 的 情况 中 , 不 难看 出 , 积分 曲线 与 相 轨 线 重 
A. 但 是 今后 我 们 必须 区 分 钦 分 曲线 和 和 相 轨 线 , 因为 可 能 发 生 这 
种 情况 ,一 条 积分 由 线 可 以 不 是 由 一 条 相 轨 线 ,而 同时 是 由 几 条 祖 
ПЕКАТ ВН. 

3. 奇 点 ,中 必 在 相 平面 的 每 一 点 上 ，, 方程 (1.1) 直接 地 决 
定 着 通过 该 点 之 积分 曲线 的 .唯一 的 切线 方向 ,但 原点 х==0, y=0 
是 例外 , 在 这 一 点 上 ， 场 线 方向 是 不 确定 的 。 从 微分 方程 一 般 悍 
论 , 我 们 知道 , 通过 满足 柯 西 定理 ?条件 的 那些 点 《其 中 包括 条 件 : 
微分 方程 能 给 出 积分 曲线 切线 的 确定 方 疝 ), 有 一 条 和 且 人 入 有 一 条 税 
分 曲线 ; 对 于 积分 曲线 切线 方向 不 确定 的 ,因而 柯 西 定理 条 件 不 满 
是 的 那些 点 ,已 经 不 能 再 肯定 (根据 该 定理 ), 膛 过 这 样 的 点 有 一 条 
ВОН 99977 48, 切线 方向 不 确定 的 这 些 点 , 称 之 为 给 定 微 
分 方程 的 奇 点 ， 但 是 , 根据 柯 西 定理 , 我 们 亦 不 能 正确 的 断定 , 38 
过 奇 点 的 积分 曲线 多 于 或 少 于 一 条 ( 即 。 或 老 一 条 也 没有 , 或 者 很 
5). 但 是 ,对 我 们 将 常常 遇 到 的 最 简单 的 奇 点 《一 次 奇 点 ) 来 说 ， 
十 述 反 推 沦 是 正确 的 。 也 就 是 说 ,在 研究 这 些 奇 点 时 ,我 们 将 能 确 
信 , 通 过 一 次 奇 点 ,或 者 没有 ,或 者 有 多 于 一 条 的 积分 曲线 ， 

一 般 来 说 , 一 个 微分 方程 可 以 有 许多 琳 点 。 在 我 们 研究 的 情 
wE, 只 有 唯一 的 奇 点 : х 0, y= 0. 根据 奇 点 近 旁 积分 曲线 的 
性 状 ,可 以 将 奇 点 分 成 不 向 的 类 型 。 在 所 讨论 的 情况 中 ,没有 一 条 
积分 曲线 通过 奇 点 ， 在 这 种 孤立 奇 点 近 旁 的 积分 曲 钱 都 是 没有 宵 
ERRER, рп, TIERE BE PRA AM ЗНА 
点 我 们 称 之 为 中 心 。 以 后 我 们 研究 其 他 例子 时 , 还 会 遇 到 其 他 类 
型 的 最 简单 的 奇 点 。 目前 我 们 只 指引 , 急于 系统 的 不 同类 型 的 运 
动 对 应 于 不 同类 型 的 积分 曲线 、 所 以 奇 点 的 分 类 和 系统 在 奇 点 近 
FIERE НЕ НУ. 

4. FRR RE РЕЛЕ ЕЛЬ. 


Т) 为 了 研究 积分 闸 线 的 人 性状 ， 今 后 我 们 还 要 进 到 柯 西 定理 及 其 麻 尺 (参看 下 于 附 
Жо. 
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只 要 作出 等 倾 线 族 ", 就 不 难 解释 这 个 切线 场 的 性 质 了 , 在 上 述 情 
癌 中 ,等 倾 线 是 一 些 通 过 坐标 原点 的 直线 事实 上 ,我 们 可 以 在 相 
平面 上 寻找 所 有 这 样 的 点 , 通过 它们 的 积分 曲线 的 斜率 都 等 于 


(2 = <)， 这 时 ,根据 (1.11), 这 条 等 倾 线 的 方程 为 ; 


х 
— 24 — = к № у = ох, 
y 


其 中 


(1.12) 


ЖА, C4 o 国定 时 , 给 = 以 不 同 的 值 ) 所 研究 的 切线 场 , 是 
负 一 些 对 称 于 轴 * 与 了 的 元 线 正 所 组 成 的 ,这 些 元 线 有 自 逐 渐 地 ( 随 
EFRA E = 的 改变 ) 从 水 平方 向 ( 活 7 轴 , 这 时 < 上 一 0) 政变 成 
HEHE С x 四 ,这 时 上 一 co), 
但 是 , 方程 (1.112 并 不 能 回答 相 点 在 相 平面 上 向 那个 方向 和 
以 多 大 的 速度 而 运动 的 问题 。 而 方程 1.10) ЕН ЕЮ К 
小, 也 能 确定 相 速 度 的 方向 ;实际 上 ， 
у == 15 -Ь рр == 1у 4 }(—— оёх), (1.13) 
如 果 注 意 到 方向 , 则 以 问 量 场 5 吏 14) КЕ R (E 13), 进行 


1) 等 倾 线 一 一 是 这 样 的 级 ， 其 上 各 点 的 积分 昌 线 都 具有 相同 的 寿 率 ， 亦 郑 它 们 的 
切线 和 模 币 成 相同 的 尖 前 ， 
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研究 时 将 更 为 有 利 , 向 量 场 不 仅 能 表征 该 点 积分 此 线 的 切线 方向 。 
还 能 够 表征 出 没 相 和 轨 线 的 运动 方向 . 

ERREZ HI, HAR e 二 MY 十 ок 内 在 毕 标 原点 
ОВА АРЕ, | 

看 了 图 13 和 14 以 后 , 不 难 确 信 , ERARE m, 利用 等 
颁 线 方法 立刻 就 可 得 到 关于 相 平 而 上 轨 线 性 质 的 已 知 概念 .当然 。 
出 于 在 所 研究 的 最 简单 的 情况 中 , 原 微分 方程 (1.11) 可 以 分 离 变 
量 , 困 之 很 容易 积分 ,应 用 等 颁 银 方法 未 必 有 什么 优越 性 。 SE 
上 ,积分 以 下 方程 : 


хах + Е ydy = ü, 
ü 
我 们 得 到 : 
x? у? 
2 Z 


Хт БЕА Е: 
хина 
к Кип 
Жаа, ЖИЕ РН © Аан RHE 
知道 微分 方程 (1.1) НУ, ТЕН, 类似 于 (1.11) 的 方程 
不 能 积分 时 , 尽 敌 积分 酌 线 的 分 析 表 达 式 并 不 能 求 出 , 用 等 烦 线 
法 ,仍然 可 以 得 到 关于 相 平 面 上 积分 曲线 性 质 的 相当 精确 的 概念 ， 
以 后 可 以 看 出 ,在 这 些 更 为 复杂 的 情况 中 应 用 等 倾 线 法 ,会 带 来 很 
大 的 好 处 . 

5. 平衡 状态 与 局 期 运动 在 这 一 节 开 始 的 研究 中 , 我 们 是 
在 知道 运动 、 知道 x 与 + 之 关系 的 情况 下 , 寻求 租 平 面 的 性 状 的 ， 
现在 进行 与 此 相反 的 探讨 ， 试 看 一 下 , AE TEEM ЕН 
的 特性 , 并 且 知 道 了 相 速 度 的 表达 式 , 对 于 运动 的 性 质 , 我 们 能 知 
BEHA. 

第 一 : 我 们 可 以 断定 , 在 这 一 情况 中 , PERH (退化 成 一 
ХАЙ х == 0, у 一 0 除外 ) 都 对 应 于 周期 运动 。 实际 上 , 所 有 


. 28 = 


ВНЕ, 亦 即 , 闭 曲 线 ， 如 果 相 点 沿 闭 曲 线 适 动 , 并且 如 
果 经 过 一 段 时 间 “ 绕 了 一 周 ” 后 , 又 回 到 了 相 平 面 上 的 同一 点 , 亦 
ВО, 相 点 经 一 段 时 间 后 重新 具有 原来 的 位 置 和 原来 的 速度 , BK, 
以 后 的 运动 将 和 以 前 的 运动 完全 相同 ， 运 动 过 程 亦 将 重复 地 持续 
下 去 . 

不 难看 出 ,* 返 回 时 间 ”, 或 者 ,运动 周期 的 值 是 有 限 的 ， 因 为 ， 
梢 加 的 周 长 是 有 限 的 ; 另 一 方面 ,相近 度 在 沿 椭 贺 运动 的 任何 瞬 
时 , 都 不 趋 于 零 (因为 只 在 坐标 原点 才 等 于 零 , MARREK 
标 原点 )。 因 此 相 点 在 有 限时 间 内 绕 整 个 禄 圆 绕 行 一 图 , КБ, 过 
程 的 周期 是 有 限 的 ， 

第 二 : 我 们 可 以 断言 ， 退 化 的 雪线 + 一 0, y= 0, REXA 
点 x = 0, у 一 0, 对 应 于 平衡 状态 ， 实际 上 , 点 + = 0, y 一 0 的 
相 速度 等 于 零 , 相 点 若 在 初 瞬 时 处 于 原点 ,并 且 如 果 没有 任何 偶然 
伪 离 和 冲击 使 相 点 离开 点 * 一 0, y 一 0 的 话 , 它 将 一 直 停 留 在 原 
А. 

一 般 而 论 ， 相 平面 上 同时 有 2z/d: = 0 与 dy/dt = 0 的 点 对 
应 于 平衡 状态 ， 这 不 难 从 物理 观点 来 理解 。 例 如 , 在 力学 上 ， 
dx/dt = 0 说 明 速 度 等 于 零 ， 而 /ai 一 0 说 明 加 速度 (或 者 力 ， 
亦 是 一 样 ) 等 于 零 . | 

一 般 来 说 ， 相 平面 上 积分 曲线 方程 的 奇 点 对 应 于 动力 学 系统 
的 平衡 决 态 ;反之 ,平衡 状态 也 对 应 于 奇 点 2 

这 禅 , 在 还 不 知道 所 有 可 能 运动 的 定量 性 质 的 情况 下 ,我 们 就 
知道 了 这 些 运动 的 定性 幅 质 ， 无 阻尼 线 作 系 统 (谐振 子 ) 的 定性 研 
究 结果 ,可 以 总 结 如 下 : АЕРА Т ЕАР 


+ w фея s 


оо“ 


1) ЗЕНОН бху = Р(х, yy, dyjdi = Ох, y) ВИНЕ, ПЕ 
Р(х, у), Q(x, у) 有 等 于 零 的 公 因 于 ,就 可 能 出 坝 ЕР КА, 它们 不 是 要 
分 曲线 方程 dy/dx = их, yP, y) ПРА, WH PO, y) 及 Q(z, y) 有 
这 桩 的 公 因 于 , 它们 在 积分 此 线 方 程 的 奇 点 上 尾 丁 无穷 ВЖЕ, 这 些 奇 点 也 可 能 
不 是 平 痪 状态 ， 
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恰恰 对 应 于 平 街 状 态 的 情况 ， 
$3. 平衡 状态 的 稳定 性 


我 们 可 尺 直 观 地 了 解 平衡 状态 的 稳定 性 "这 一 词 的 含义 ， 但 
是 , 直观 的 概 您 当然 是 不 够 的 , 必须 使 它 成 为 一 个 严格 的 概念 ,以 
便 我 们 能 够 在 今后 应 月 它 . 

先 从 对 一 个 最 简单 例子 的 研究 开始 : 设想 有 一 个 天 阻尼 的 数 
FEH 15). 显然 , 摆 可 能 有 二 个 平衡 状态 : 1) 把 摆 放 在 最 低 点 


до “而 不 给 它 初 冶 速度 的 状态 ; 2) 把 押 放 在 最 高 点 A 
00 样 也 不 给 它 初 给 速度 的 状态 。 亦 很 明显 , ИЕН 
态 是 稳定 的 , 而 高 的 是 不 稳定 的 . 实际 上 , 如 果 摆 位 于 
: b 点 ,任意 小 的 冲击 (即使 蛋 设 开始 时 氛 恰 恰 位 于 5 点 
‚ E 都 足以 使 所 加 速 地 由 5 点 开始 运动 , 并且 远 离 6 
! 点 的 邻 域 、 静 正在 о 点 的 摆 的 情况 就 完全 不 一 样 了 . 
2 — 搜 受 到 冲击 后 便 以 逐渐 碱 小 的 速度 开始 运动 ， 并 且 冲 


击 越 小 , 离开 a 点 的 距离 也 越 小 , 然后 , 返回 来 并 在 a 
点 附近 振动 。 在 充分 小 的 冲击 下 , 摆 不 会 跑 出 a 点 附 
近 的 任意 给 定 的 区 域 ， 而 且 速 度 也 不 会 超过 任意 给 定 
КИН. 

Bx Pi, BARAJAN STARE EA 
念 , 我 们 着 手 给 平衡 状态 的 稳定 性 下 一 个 定义 。 设 所 
研究 的 系统 位 于 平衡 状态 ， 这 时 相 平面 上 的 相 点 静止 
地 位 于 积分 曲线 方程 的 一 个 奇 点 上 。 如 果 现 在 我 们 使 
系统 离开 平衡 状态 ,例如 ,给 它 某 一 个 冲击 2, 则 相 点 将 离开 奇 点 并 
开始 在 相 平面 上 运动 为 叙述 简单 起 现 , 将 相 点 “ 涂 ” 成 黑色 , 奇 点 
а (图 16). 我 们 可 以 人 这样 表 征 找 述 稳定 平衡 状态 的 特 


图 15 


Г) 在 稳定 性 理论 中 , AANI E "Кро ме, НЕ ЕН НА 
ARHAR R, MAJUS M. УКВ, ВЕСЕ АЕ РЕНН ИУ. R ЖЗИ 
击 的 一 个 理想 化 
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TE: 如 果 初 始 位 移 充分 小 时 , 黑 点 永远 不 会 远离 和 白 点 : 则 特点 是 稳 
定 的 平衡 状态 ”. 

显然 ,这 种 拱 述 是 不 完整 的 。 第 一 ,如 果 沿 某 一 些 方 间 的 初 位 
移 不 会 使 黑 点 远离 白 点 ,而 沿 其 他 方向 ,无 y 
沦 初 位 移 多 小 ,都 会 使 它 远离 白 点 ,我 们 是 
否 遂 和 白 点 是 稳定 的 呢 ? 自然 地 , 这 样 的 白 。 
点 是 不 稳定 的 ;可 以 说 ; 当 不 允许 某 类 型 位 
移 时 , 外 点 仅 是 “条 件 ” 稳定 的 ， 对 于 稳定 
人 性， 必须 要求 : 任何 方向 的 充分 小 的 初 位 
移 ,部 不 会 使 黑 点 远离 白 点 ， 

第 二 ,也 是 最 重要 的 ) 不 远离 "“ 停 
留 在 附近 等 等 , 都 不 是 完全 确定 的 术语 ， 很 明显 ,“ 近 ”和 “ 远 " 的 
概念 与 问题 的 具体 物理 条 件 有 关 。 因此 ,“ 远 "和" 近 ”二 词 的 含义 
不 是 别 的 ， 而 是 指 : Е 
出 环绕 与 点 的 某 一 给 定 区 域 ， 并 
且 : 这 一 区 域 可 大 可 小 , CRAT 
问题 的 条 件 . 

因此 ， 最 后 我 们 得 到 这 样 的 
EAI: 如 果 任 意 给 定 一 个 


ив 


16 


图 17 


w * + + > + 
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这 些 定义 和 所 研究 的 系统 的 相 平 面 概念 有 着 密切 的 联系 .但 


ЖТА ВОК: 如 果 充 分 小 的 扰动 永远 保持 是 微小 的 话 ， 则 平衡 状态 是 
稳定 的 ， 
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是 ,也 可 以 不 和 用 想 平 面 的 概念 ,给 出 这 个 定义 。 

还 可 拟 把 稳定 性 的 定义 写成 数学 不 等 式 的 形式 , 以 x(D 和 
yG) 表示 初始 偏离 后 恶 点 的 运动 、 并 为 简单 起 见 , 假设 允许 偏离 
的 区 域 & 是 一 正方 形 ( 图 18)。 于 是 我 们 的 定义 可 以 写成 这 样 ; 如 
果 先 给 定 一 任意 小 的 =(в > 0)， 可 以 找到 这 祥 的 9(5), E” A 
i= 人 0 时， 

[xt07 — < 62] y(0)] < 5, 
Mj ог оо 时 ,有 : 
lel — | < ам (| < s, 


图 18 


峙 平衡 状态 * = к, у = 0 称 为 稳定 的 .这 禅定 义 的 稳定 性 , 我 们 
称 之 为 “ 按 李 亚 普 诺 夫 的 稳定 性 .今后 为 简单 计 ， 凡 说 到 稳定 性 
时 , 指 的 就 是 这 种 稳定 性 .后面 我 们 还 将 介绍 稳定 性 的 其 他 定义 ， 
以 及 李 亚 普 湛 夫 的 工作 中 在 稳定 娃 理 论 中 的 意义 ， 

现在 我 们 来 分 析 谐 振子 平衡 状态 的 稳定 性 。 在 这 一 分 析 中 ， 
顺便 地 可 以 请 晰 地 说 明 , 为 什 系 定 义 稳 定性 时 ,必须 谈 到 与 8 这 
两 个 区 域 . | 

不 难 确信 , ЧАН ОҸЛ Fi en 44k s. 设 给 定 了 
一 个 任意 小 的 区 域 ,例如 一 个 正方 形 ( 图 18 HERRA). M 
环绕 奇 点 的 闭 曲 强 中 ， 选 择 一 个 切 于 给 定 正 方形 而 完全 位 于 此 下 
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方形 之 内 的 闭 曲线 5. ”顺便 地 指出 , 不 论 奇 点 邻 域 中 的 闭 积 分 曲 
线 是 椭 贺 还 是 其 他 形状 的 , 这 总 是 可 以 作 到 的 。 为 了 有 这 种 曲线 
S 存在 , 仅 要 求 存在 着 闭 曲线 连续 统 , 而 且 这 些 闭 曲 线 没 有 奇异 性 
质 , 并 且 是 层 层 祖 大 的 ,并 可 政 缩 为 一 点 ;在 中 心情 况 中 ;总 是 这 样 
№). 5 内 的 区 域 ( 双 震 线 部 分 ) 就 是 абе) 域 ,因为 ,如 果 黑 点 的 初始 
位 置 位 于 这 个 区 正之 内 【4 点 ), 则 无 论 什 么 时 候 , 它 都 不 会 越 出 
Е в, 并 将 绕 平 衡 状态 作 周 期 运动 。 当 然 , 我 们 可 以 在 曲线 S 
内 ,选取 任何 其 他 区 域 作 为 6 域 ,例如 ， 选 取 除 了 顶点 可 以 在 曲线 
$$ 上 之 外 ,所 有 点 都 在 曲线 3 内 的 正方 形 ?。 这 样 ,我 们 可 以 断言 ， 
中 心 型 的 平衡 状态 是 稳 室 的 平 征 状 态 。 


$š 4. 有 阻尼 的 线性 振子 


为 了 回答 工 尼 起 着 重要 作用 的 问题 ,对 于 我 们 研究 的 谐振 子 ， 
必须 将 上 面 所 作 的 一 个 理想 化 的 特点 已 一 一 去 掉 ， 并 
保留 其 他 理想 化 .假定 阻力 与 速度 成 正比 .这 个 假设 亦 是 一 个 理想 
化 , 那 就 是 ,真实 阻力 规律 的 理想 化 , 当 速 床 不 大 时 ,对 于 液体 阻力 
或 气体 阻力 , 这 一 理想 化 和 实验 是 很 符合 的 。 任何 其 他 阻力 规律 
都 将 破坏 谐振 子 的 线性 性 质 ,同时 旧 前 我 们 只 限于 研究 线性 系统 . 

在 上 述 鞠 于 阻力 规律 的 假设 下 ,运动 方程 可 写 为 : 

mË x dx 

m = h + Ах = Ü, (1.14) 
其 中 二 是 阻力 系数 , 亦 即 ,单位 速 麻 时 的 阻力 В. ИХ HE da pH М) 
“汤姆 渤 加 路”"。 是 相似 于 这 种 具有 正比 于 速度 的 阻力 的 和 机械 系统 
的 电 系 统 。， 这 种 回路 的 方程 是 : 


Lä 十 Ra 十 二 一 0, (1.15) 


1) ИБН, ЖЕН s PL BL ДЕ AOO РЖ, 因为 当 所 有 黑 点 的 初 位 置 在 8 区域 
ATÆ S ZRASTI, anl ir B X CEI 18), 那 末 黑 点 必 将 越 出 # 区 域 ， 
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电阻 及 电容 . | 
令 b/m = 2h; k/m = o СЛАВНЕ R/L = 2h, 1/LC = w) 
可 将 方程 (1.142 5 (115) 写成 普通 的 形式 : 


£ + 2hz + ok = 0. (1.16) 
如 所 局 知 ,这 个 方程 的 解 的 形式 是 ?中 

х = Чем! 4 Berr, (1.17) 
На 5 2, д РУКИ: 

А+ 25) + w = 0. (1.18) 


ЗЕТА, A >> oq Ч, ЗНН Фр SE, ПОЗА А —< об 时 ,是 复 
的 .因此 ,很 所 如 一 о АЈ AS, 我 们 分 别 地 得 到 两 种 类 型 的 
解 和 两 种 不 同 的 过 程 ， 当 大 < 中 时 , 得 到 衰减 的 振动 过 程 , 当 
В? > esa Ва ВИНЕ. 

LERRO SMER, 即 < oç f, 特征 方程 
(1.18) 的 根 为 : 


Даз = — à јо, 
其 中 
o= + Мы, j= V 1, (1.192 
而 方程 (1.16) 的 通 解 为 : 
x = eAcoswt + B sin o), (1.20) 
其 中 4 与 B 电 初始 条 件 决 定 。 Е c= Q Bf, х = ro £ = š, Ш 


- £, + Ах. 
z == е7 fes cos wt 十 22—770 gin оў, 


(1.21) 


“ht 


wiro 十 Afa . 
£ = ё 51 20$ р, 


{соя (0 — Ри 
В (1.20) 还 可 以 写成 如 下 形式 : 


д == K et cos (ви + a), 


其 中 


І) BRR TETERE b° = w ЯК, 
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— m " 2 
K + VZ |а (t any, 


ра — B £a H Axy (1.22) 
A EE 
(сова = 25 sina = — 2 240 + haa) 
к? mK ' 
对 速度 也 可 得 出 类 似 的 表达 式 : 
i= — Kue sin lot + a + 9), (1.23) 
其 中 8 由 下 列 关 系 式 决定 : 


Ё == т 2, } (1.24) 


60 = ¿mne cos Š, 


公式 (122) 5 (1.23) 决定 一 种 类 型 的 衰减 振动 , 即 振动 地 衰减 过 
程 ,其 振幅 是 按 指数 规律 衰减 的 . 
得 到 的 函数 z 0) 及 函数 * (二 ， 都 不 是 周期 函数 ， 实 际 上 ,如 


所 周知 ,如 时 对 于 函数 (0), IEEE r, 使 得 对 于 自 变量 
:的 任意 信 , 都 有 


JG: + z) = Қо) 
Ер, ПЛЕНА ЕС) 称 之 为 局 期 国 数 . Bz j 6 r НЕК ргә 的 周 
HB. 函数 (1.227 和 (1.237 都 
不 符合 这 个 定义 ; 因为 上 述 
条 件 不 是 对 任意 自 变量 * 的 
Е. 因此 , 在 严格 
的 意义 下 ， 周 期 在 这 情况 中 
是 不 存在 的 。 然而 系统 相继 
酒 次 通过 平衡 位 置 之 僻 (在 
相同 的 方向 ) 的 时 间 , 或 在 相 
继 二 个 最 大 帆 离 (同一 侧 ) 之 


间 的 时 间 是 常数 并 等 于 了 一 笠 .这 个 时 间 间 隔 , 我 们 称 为 赛 减 振 
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动 过 程 的 "条件 局 期 ”。 坐标 允 时 间 的 关系 如 图 19 РКО. 

所 三 究 的 振动 过 程 衰减 的 速度 可 以 用 量 A, 即 所谓 的 衰减 指 
数 来 表征 。 的 数值 与 所 选 的 时 间 单 位 有 关 ， (BE, 可 以 另 取 一 
个 不 依赖 于 时 间 单 位 选择 的 特征 量 来 表示 过 程 的 衰减 . 

取 两 个 同 山 的 相继 极 值 之 比 , 例 如 两 个 最 大 值 之 比 : 


ғ 
Ermar, 


= sål m a 
М = р = e А 
Ата 


这 个 量 的 对 数 , 或 者 说 , 两 个 相继 最 大 值 的 对 数 之 差 , ИЖЕ 
城 的 对 数 减 缩 4, HA: 
А 


d= АТ = 29%. (1.25) 
ГЕН 


АУЕН УАТАН а 的 物理 意义 ,可 看 出 ,倒数 
i/d 等 于 条 件 周 期 的 个 数 , 经 过 这 样 的 时 间 后 , 振幅 碱 小 到 1/e Се 
是 自然 对 数 的 底 )?, 

不 难看 出 ,得 到 的 振动 衰减 规律 ,和 对 阻力 规律 所 进行 的 理想 
北 有 着 紧密 的 联系 。 只 有 假设 了 阻力 正比 于 速度 , RAET RA 
比 为 =“ 的 几何 级 数 规律 而 减 小 。 另 一 方面 ,很 明显 ,只 有 在 这 种 
ЖТ, 袁 减 的 对 数 茂 缩 的 概念 才 有 确定 的 音义 , ЕВЕ 
规律 使 得 两 个 相继 极 大 值 之 比 不 再 是 常数 时 ， 对 数 减 缩 便 失 去 了 
意义 ， 因 而 , 没有 特殊 附加 条 件 的 话 , 棚 减 的 对 数 城 缩 这 一 概念 ， 
只 能 用 于 线性 系统 。 衰减 的 对 数 减 缩 , 可 以 按 图 19 所 示 的 曲线 ， 
或 者 按 宙 此 蛙 线 得 到 的 ,在 半 对 数 坐 标 ( 用 最 大 仿 离 的 对 数 代 营 沿 
纵 轴 的 偏离 ) 上 表示 的 极 值 对 时 间 的 关系 求 出 。 在 后 一 情况 中 ,得 
到 的 关系 是 一 条 直线 , HARMER л, RERA T, 
TEGERAK OEE, 实际 上 , 常 党 用 按 共振 曲线 确定 


1) МЕРЕ, RA CO Ще СЕ НИЛ) 时 的 时 间 , Hi qta BI SSE TRES 29 
TFR EHA, FAHA, 亦 即 , 不 在 这 两 个 时 间 值 的 中 点 上 , rI tA 


ERÈ, Eh SRETAN 4.20. 


2) Plin АФ d = 0.02, 则 这 意味 着 , 经 过 50 个 条 件 周 期 后 , RERE e 
BAA DHAR 1/3, 
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衰减 的 更 方便 的 方法 ,来 代 赫 这 种 直接 方法 >. 
我 们 看 到 ,衰减 振动 可 用 四 个 量 来 袁 征 : 条 件 周期 了 (或 对 应 
的 条 件 图 疾 率 wm)、 误 诚 的 对 数 减 缩 d, 振幅 天 及 入 位 =, 
振动 的 短 件 剧 捧 与 衰减 的 对 数 戚 缩 决 定 于 系统 的 性 质 ; ИН 
幅 与 由 位 仍然 是 任意 的 ,它们 决定 于 初始 条 件 . 
2. 束 减 振动 过 程 在 想 平面 上 的 表示 。” 现在 进一步 研究 所 芝 
卡 的 系统 的 相 平 列 ,并 作出 表示 杀 统 的 全 部 可 能 运动 的 图 象 ， 
知道 了 微分 方程 《1.167 МИ, 就 可 以 求 出 棚 轨 线 族 的 方程 。 
根据 《1.22)， 相 平面 *, y 上 之 轨 线 的 参数 方程 为 ; 
x = Ke сов + 0), 
y= — Ket [ # cos (ое + а) + sin (вог + ej]. 
УМЕНЯ, АН K Е F LL] ХЗ. АННЕ . 
为 了 达到 这 个 目的 , 利用 对 坐标 作 线 性 变换 的 方法 一 一 以 后 
我 们 常常 要 用 到 这 个 方法 。 由 变量 x+, y FRAIER: 
wr, P = y + Ах, (1.27) 
а а у ЕН ЛАЯ ИОНОВ 
的 “积极 "和 解释?). 显然 如 果 记 aK = C, MB 


l (1.26) 


н = Ce соѕ(ог t e), s = — Ce sin Cot + o), 
AHIR HIR p № plu = осоѕф, v = posing), u, o Ш Е, 9, 
线 的 方程 具有 更 简单 的 形式 : 

o = Ce™, Фф == — (о + а), 
或 者 ,消去 时 间 ， 
p= Ces? (1.28) 


(这 里 C Се 是 新 的 任意 常数 ). 


1) 坐标 变换 的 “积极 ” НН: 将 变换 # = n(x, у), # = s(=, y) 看 成 是 革 
一 点 变换 的 规律 , 此 变换 抒 х, y FERAS СВ КЛОК м, r, BAA 
应 的 周 晓 变形 的 另 一 平面 . 
在 我 们 这 里 的 线性 齐 次 变换 (1.27) 的 捕 况 中 ,图 形 的 上 实 形 只 是 简单 的 转动 ， 
APRI НУ ЕВ УЗИ КАНН. ЖЕ, ху 平面 上 之 每 一 条 通过 
条 标 原点 的 直线 ,经 谈 拘 1,27) 后 ,仍然 是 通过 坐标 原点 的 直线 ,同时 , 在 这 些 
真 线 上 上 ,对 应 点 到 出 标 原 点 的 距离 【分 别 在 xy EER s, z Ш К) 互 成 正比 。 


+ 37 。 


这 样 , 相 轨 线 在 #, v 平面 上 就 是 以 坐标 原点 为 浙 近 点 的 对 数 
螺 线 族 (图 20). 在 这 种 情况 下 , 由 于 FP 随时 间 而 减 小 , 而 当 
| :一 十 00 В, р->0, 于 是 相 
AE и, о 面 上 沿 螺 线 移动 . 并 
返回 到 =, у. 注意 到 : 
=u + ° 
= w + (y + Рх)? 
= у? + 2Àxvy + сих, 


ф = arctg 全 一 arag TAE, 
# wr 


到 20 
HI (1.28) 我 们 可 得 到 相 轨 线 的 坐标 方程 (消去 时 间 司 ?为 : 
у? + 25xy + сбх? = c: БЫ ЕЙ (1.29) 


ОТЕ ТЕА СМ ы, о 到 x, у), АУЕ ТВЕРК Н 
ХЕЕЕ ГА, 那 末 我 们 可 以 断言 : х, у 面 上 的 相 轨 线 族 (1.29), 也 是 
ДАЈ ИИ АВ. 

关于 这 些 螺 线 的 性 质 ， 可 以 提 
出 下 列 几 点 ， 当 hw 不 大 时 , ВОЗЕ 
УХУ К ЮУ, Г R R 
(1.28) 的 每 一 转 都 其 控 近 于 相应 的 
Ë] и Но. 经 线性 变换 (1.27) 
JA, КЛАВА у’ 十 Axy + 
одл? 一 常数 ,由 此 , 我 们 可 以 得 到 
结论 当 #/iw 不 大 时 ,我 们 所 研究 的 
IRAR (1.29) 在 每 一 转 的 伸 谨 上 , 都 
甚 接近 于 椭圆 《具有 适当 选择 的 常 
数值 ): 


十 28ху 十 ix? = 常数 ， (1.30) 
在 图 21 上 ,表示 出 了 我 们 研究 的 螺 线 一 xz， y 面 上 的 相 轨 线 
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№. 相 点 党 任 一 螺 线 运动 时 ， 都 将 浙 近 地 【 当 г» + co) RHE 
为 平衡 状态 的 坐标 原点 。 相 点 的 向 径 在 每 一 转 语 都 将 减 小 { 近 长 
E). 

我 们 来 计算 经 过 半 转 ,一 转 等 等 之 后 ,向 径 长 度 减 小 的 量 . 为 
此 ,在 x,y 面 上 作 通 过 坐标 原点 的 任意 一 条 直线 ;并 这 forir’ 
记 这 条 直线 与 某 晶 线 (1.29) 的 交点 到 举 标 原点 
的 距离 (图 22). 在 变换 (1.27) 下 ,所 作 直 线 连 
同上 述 交 点 , 仍 将 变 为 通过 坐标 原点 的 直线 ,加 
时 ,如 前 所 指出 过 的 : 

К Ра 0 

其 中 以 os о or e ERE u, s 面 上 之 变换 后 
的 交点 到 坐标 原点 的 距离 

由 此 可 知 , 在 х, y 面 上 , ИЗВНЕ (1.29) 运 图 22 
动 之 相 点 的 向 径 ”每 半 转 ,也 对 应 于 as v 面 上 之 向 径 p 的 半 转 
( 症 此 半 转 中 ,也 前 在 时 间 和 疗 隔 =/= = 1/2 М, М/Ж =), 根 
据 (1.28), 显然 有 Ë 


я 
Pi — рос, 
дя 


бо = бе “++ 
因为 距离 fas fis Ра" Д ор Pis 92. `" ` БЕН, ЖА, x, y 面 
БАА E Se pl qe a, 等 于 : 


zA а 


Fr = fae “ = хе $, i (1.31) 
£#6—⁄ ДН, ЧЕ: | 
n= me n = yet, 
而 = 转 之 后 ,等 于 : 
Fan == r e "T (1.32) 


可 这 看 到 ,向 径 是 按 前 已 求 出 的 指数 规律 减少 的 , НЕЕ 
ЖКН АЈ d == T. 
这 样 ,我 们 就 痢 明 了 相 轨 线 的 性 质 ， 还 可 以 阐明 ,通过 相 平 面 
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上 的 每 一 点 , 有 一 条 且 仅 有 一 条 螺 线 , 它 对 应 于 一 定 的 常数 值 C， 
KE, 对 应 于 一 定 的 初始 条 件 。 整个 平面 充 渍 了 层 层 卷 选 的 
SAR, 相 点 沿 着 这 些 蝇 线 汤 近 地 СЦ :> + co) 趋向 于 坐标 原点 . 
例外 的 只 有 平衡 状态 (点 z = 0, y = 0), 它 应 看 成 是 一 条 单独 的 
和 轨 线 ， 当 相 点 沿 螺 线 运动 时 , 相 速 度 无 论 何 时 都 不 等 于 零 , 只 是 
随 着 转动 渐渐 地 减 小 ,同时 ,每 转 的 时 间 是 不 变 的 , 它 等 于 了 一 六 ， 
对 于 轨 线 * = 0, y 一 0 所 表示 的 “运动 ", 相 速度 全 等 于 零 

3. 微分 方程 的 直接 研究 — 我 们 在 相 平面 上 研究 了 有 阻尼 
(阻尼 与 速度 成 正比 ) 的 线性 振子 的 运动 性 质 ,并 阑 明了, 相 点 梁 以 
坐标 原点 为 渐 近 点 的 螺 线形 相 轨 线 的 运动 ,对 应 于 小 衰减 吧 <o) 
过 程 . 在 此 情况 中 , 坐标 原点 就 是 平衡 状态 。 但 是 , 相 平面 上 的 图 
象 是 从 已 经 求 出 的 解 (1.20) 得 到 的 。 不 知道 解 (1.20)。 我 们 也 能 
ВЕЖА (116) 得 到 这 一 图 每， 

象 以 前 那样 ,以 下 列 两 个 等 价 的 一 阶 方程 , 代 蔡 原来 的 二 阶 方 
程 (1.16), 它们 是 : 


7» 

dy ， 2 

J 25у Р (1.33) 
二 者 相 除 , 便 得 到 积分 曲线 的 微分 方程 : 

Jr — — 25у oe (1.34) 

dæ y ` 


不 难看 出 ,和 方程 (1.11) 一 样 ,这 个 方程 在 相 平 面 上 决定 某 个 切线 
场 , 而 与 方程 (1.33) 一 起 , 决定 基 个 有 唯一 桨 点 x 一 0, у — 0 9 
ЕЕ. 
НН ЗЕЕ RA РАНЧО А, £ LRA ЕҢ 
В № к НУВ о Ол у: 
— Zy — вх 
y 


=r W у = gx, 


w 

к +Z 
亦 即 , 在 此 情况 中 , 等 倾 钱 也 是 通过 坐标 原点 的 直线 ， 例 如 , 给 出 
充分 多 的 、 一 系列 的 上 值 
(ЦА ТРАЕ А Бо, 
НА), Rae 
倾 线 族 ， 利 用 它们 就 能 作 
出 向 量 场 ， 并 可 以 精确 到 
需要 的 程度 ?。 | 

图 23 上 表示 出 了 用 
一 些 等 贷 线 作出 的 这 种 向 
Е, АТН 
预测 积分 曲线 的 特性 了 ， 

消去 时 间 后 所 得 到 的 
方程 (1.34) 可 以 积分 , Ч 
为 它 是 齐 次 方程 . 

按 普 通 规 则 积分 之 
(E z = у/х), 在 此 情况 
ЕН СА? < 8), 得 到 积分 曲 
线 的 方程 为 : 


(1.35) 


9 = — 


y+5=x 
шх 


rË aret 
Pn Е 


у + 2йху + иж = Се > 
这 个 方程 我 们 已 经 研究 过 了 2. 现在 我 们 是 在 不 知道 方程 (1.16) 
的 解 的 情况 下 , 用 另 一 种 方法 得 到 了 这 一 方程 的 。 从 方程 (1.13) 
及 《1.33) 可 求 出 相 速度 的 表达 式 : 
v = iy + К 24% — их) 


№ 
(vl? = at + 4holyy + (1 + 482), (1.36) 


1) 我 们 应 指出 , 等 烽 级 法 不 仅 是 一 个 这 局 的 数值 积分 方法 , ПВН ЯВ, 
严格 地 证 明 关 于 积分 曲线 的 各 种 论断 . 
2) 表达 式 CI-.29) 中 的 正 积分 常数 С", 这 里 用 C 来 表示 . 
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利用 这 个 方法 , 几乎 不 用 任何 计算 , 我们 立即 就 可 以 看 出 , 除了 在 
坐标 原点 * = 0, y = 0 以 外 , 相 速 度 无 论 何 时 都 不 等 于 零 , 但 是 
相 速 度 随 着 相 点 向 坐标 原点 的 趋 近 而 减 小 .， 

知道 了 相 平 面 上 积分 曲线 的 特性 和 相 速 度 的 表达 式 ， 对 于 系 
统 运 动 的 特性 ,可 以 作出 什么 结论 呢 ? 

第 一 : 可 以 断言 , 所 有 相 轨 线 都 对 应 于 振动 的 、 衰减 的 、 Ва 
向 于 平衡 位 置 的 运动 (除去 沿 轨 线 к = 0, y 一 0 557). Ф 
实 上 , 所 有 这 些 轨 线 都 是 螺 线 , 因为 当 相 点 沿 螺 线 运动 时 , 系统 的 
坐标 及 速度 多 次 地 通过 零 值 ， 所 以 相 平面 上 的 时 线 反映 着 振动 的 
过 程 。 而 且 沿 螺 线 运动 的 相 点 的 向 径 每 经 一 转 都 要 减 小 , 这 就 意 
味 着 运动 是 商 威 的 过 程 ,4 与 二 的 极 大 值 都 一 转 转 地 减 小 。 第 二 : 
显然 , 奇 点 x = 0, y = 0 对 应 于 平衡 状态 . 

分 析 相 平面 上 的 运动 特性 所 得 的 结果 。 可 以 氢 述 如 下 : 除去 


和 


在 所 研究 的 情况 中 , 积分 曲线 族 只 有 一 个 奇 点 , 它 是 所 有 积分 
曲线 的 渐 近 点 ， 这 种 奇 点 , 所 有 层 层 卷 迁 之 曝 线 形 积 分 曲线 的 渐 
о 和 近 点 ,我 们 称 之 为 焦点 。 

现在 来 说 明 ,在 此 情况 中 , 焦 
点 型 的 奇 点 是 否 稳 定 的 问题 .， 注 
意 到 ， 相 点 沿 所 有 积分 曲线 都 作 
趋 近 于 奇 点 的 运动 ,很 容易 证 实 ， 
前 面 所 讲 的 平衡 状态 的 稳定 条 
件 ,在 此 情况 中 ,是 满足 的 。 实际 
上 ,我 们 总 可 找到 这 样 的 8 域 (图 
24 中 的 双 和 斜 线 区 ), 使 得 相 点 不 
臻 越 出 。 区 域 ( 单 斜 线 区 ) 的 边 
я. 因此 , 在 我 们 所 研究 的 情况 
中 ,平衡 状态 是 稳定 的 ， 而 奇 点 是 稳定 焦点 。 焦点 型 奇 点 的 稳定 
性 ,显然 路 积分 曲线 是 卷 拢 的 还 是 展开 的 有 密切 关系 ,而 卷 拢 及 展 
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开 是 按 相 点 运动 方向 决定 的 。 因 为 相 点 运动 的 方向 单 值 地 决定 于 
众 标 的 选择 ( 相 点 应 该 沿 顺 旺 针 方向 运动 )*, ЯВЖ СЕ АНЕ ААТ 
方向 是 不 变 的 ?就 可 单 值 地 确定 毒 点 在 所 研究 之 情况 中 的 稳定 性 . 
反之 ,如 果 螺 线 是 展开 的 (假定 沿 同 一 方向 ), 那 末末 点 就 是 不 稳定 
Bg. 很 容易 证 实 ,例如 ,根据 方程 C1.28), 积分 曲线 卷 拢 的 条 件 为 
x > 0, WARAS AMA, AMRAH ARED, 向 径 才 减 
Jx. 

这 样 , 一般 来 说 , 焦点 型 的 奇 点 可 以 是 稳定 的 , 也 可 以 是 不 稳 
定 的 《和 中 心 型 奇 点 不 同 , 正 租 我 们 见 到 的 那样 , 中 心 总 是 稳定 
的 >， 在 所 讨论 的 情况 中 , 焦点 是 稳定 的 , Ed А >> 0, 这 一 稳定 
条 件 的 物理 意义 是 明显 的 : 阻力 应 该 是 正 的 , 亦 即 ,应 该 阻止 运动 
市 且 消 耗 能 量 ， 这 种 阻止 运动 的 .而且 视 耗 功 的 正 阻力 ,不 会 引起 
不 稳定 ,并 且 , 车 在 无 阻尼 时 (在 谐振 子 中 ) 系 统 的 平衡 位 置 是 稳定 
的 , 则 它 在 有 正 阻 力 时 ,仍然 是 稳定 的 。 在 以 后 的 研究 中 我 们 会 遇 
到 不 稳定 焦点 型 的 奇 点 ， 

我 们 研究 过 的 稳定 焦点 比 前 节 研 究 过 的 中 心 上 其 有 “更 强 的 * 稳 
定 福 。 实 际 上 ,在 稳定 焦点 的 情况 中 ,不 仪 能 满足 李 亚 警 诺 夫 稳定 
的 条 件 , 而 且 还 能 满足 现 强 的 要 求 ， 这 就 是 , 在 任意 初 偏离 下 。 经 
过 充分 长 的 时 间 闻 冯 之 后 , 系统 取 将 任意 地 接近 平衡 位 置 。 这 种 
使 初 偏离 不 仅 不 增加 , 相反 地, 反而 衰减 的 稳定 性 , 我 们 称 之 为 绝 
对 稳定 性 ， 在 我 们 所 研究 的 线性 振子 的 情况 中 , 焦点 是 绝对 稳定 
的 . i 

4. FARA 现在 研究 特征 方程 之 根 为 实数 的 情 
W АНА А2 >> ое КА. У, < 

4 = А/В ой, (1.37) 


ЗЕЕ ЖЕНЫ 23: 
Ау == -— А Ф = — g, Аз == — В — g = — qg: (1.38) 
+AA PESTS ВЕНЕ, ДНО PEI Pr. CARTER, HA 
у= x; ЖЗА y = — x, ВА ARE Нарва E tE, 
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(2; >a, > 0). МИ, АЕ (1.16) 的 通 解 可 写 为 : 
к = Четчи + Нет, } (1.39) 


£= — фе — zB e mt. 
其 中 4 与 B 决 定 于 初始 条 件 。 亦 就 是 , 若 r = 0 B], хло, t= to 
则 : | 


+ = # 9250 goat + За Фо о-в, (1.40) 
. 927 gi Ф — 9 
我 们 的 任务 荐 研究 所 有 可 能 运动 之 特性 和 初始 条 和 件 之 依赖 关 


系 . 

第 一 ,显然 ,在 任何 初始 条 件 下 ,运动 者 是 衰减 的 ,因为 g: 宇 0 
与 @ > 0, RERE, 34 :一 + co hj z (0) 一 0， 为 了 更 详细 地 说 
ARRIJ E, 我 们 求 出 与 х E + ЖЕ ВЕН C3ƏRED 
ЧН ЛЕНУ ARER). ЯН (1.40), ЯК FARE в 35 
总 的 方程 ; 


9 一 1 == Ža + ахо 一 1 AC 一 q) А (1.41) 
# 十 Фәх ža 十 ха 

2692791) = ks E qua) — 1 + to 92 一 4) а (1.42) 
ФС 4х9) т, 十 gaxo) 


由 这 些 方程 立刻 可 以 奢 出 ,每 个 方程 的 恨 孝 不 多 于 一 个 ; ЖЕ, Я 
动 式 的 衰减 是 不 可 能 的 ,我 们 得 到 了 所 谓 的 非 周期 过 程 . 

我 们 来 说 明 , 何 时 决定 的 方程 没有 一 个 正 根 . 在 此 情况 中 ， 
运动 单调 地 衰减 , 渐 近 地 趋向 于 每 。 从 二 的 表达 式 《1.42 可 以 看 


1) 当 Prei В а ОЕ t а (1.16) 的 解 ,常常 会 更 方便 些 ; 通 
解 的 形式 为 
хе "СА ch az + B sh as), 
Tü Wie g der, £ = ОУ, х = xe, š = Xa 的 解 为 : 


Ža = ях sh а). 


x= e" t fæ ch a: + 
А . 
ё = е [s ch g: 一 о + Ро sh в). 


Ака 1.21 НЕКОЕ НАА, Жое 8 
到 的 ， 
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В, А 


—— 一 0， (1.43) 
Жи + gto 


便 有 这 种 情况 ， 25 中 表示 了 初始 条 忻 满 是 这 一 不 等 式 的 区 域 
《区 域 ID. 对 于 其 余 的 初 值 57 С + вхо > 0 一 一 决定 n 的 方 
程 有 正 根 ;这 意味 着 ,位 移 А 
ЛЕВА НИО v, MEE 
先 绝对 值 增 大 ， 员 有 在 达 
HEDRE, AFi 
k A. НИНЕ РА. 
mA, 根据 决定 4 的 方程 
ВНАЕМ, ХНА 
区 分 两 种 精 况 ,如 果 没 有 
这 样 的 正 祖 ， 则 位 移 在 整 
个 运动 斯 间 内 (0 —<;< co) 
不 变 号 ; 系统 离开 平衡 位 
Еі, Gs l: T KER 
离 ， 然 后 单调 地 趋 近 平衡 | 
位 置 (但 是 不 通过 平衡 位 置 )。 根据 (1.41), 24 
0 
£ + ха 

时 ,就 会 发 生 这 种 情况 ,图 25 中 的 第 工区 就 表示 会 发 生 这 种 类 型 
运动 的 初 值 区 ， 

如 果 决 定 и 的 方程 有 一 个 正 很 , ВА, 系统 超 初 趋向 平衡 位 
置 ,在 :一 通过 平衡 位 置 , ХЗу г.у, Е БАНН ИНЕ. 
АЕ FI AAB 85, 最 后 单调 地 趋 近 于 平衡 位 置 , 但 是 , 在 有 限 
时 间 内 不 能 和 到达 平衡 位 置 >. 


> 0 (1.44) 


1) ЖЕНЕ (1.41) 55 (1.42) Н, 79.0040 == q q. 成 立 ,因此 ,必然 有 
ma > ú, 
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25 中 的 第 证 区 对 应 着 会 发 生 这 种 运动 的 初 值 区 ， 7 
运动 特性 与 初始 条 件 邮 的 关系 还 可 以 用 作 图 方法 表示 成 其 
А, 那 就 是 , 对 所 有 三 种 情形 I, И, HL， 都 作出 位 移 与 时 间 的 
关系 : 即 如 图 26 所 示 ， RERA ii, БЕГ ху2>0, 


S. 非 周期 过 程 在 相 平 面 上 的 表示 MAXMA Ra x, 
у (у= х) СКАНЫ. 方程 (1.39) 是 所 考 瑟 情况 中 祖 辆 线 的 参 
煞 方程 ,从 中 请 去 时 间 2, 不 难 求 得 积分 曲线 的 坐标 方程 : 
(у + = C(y + gx), (1.45) 
ГИЗО ВА, 再 作 线 性 变换 : 


yqa = s; у 1 gpx = н, 


Ту pim. JORET., MAE (1.395 ДЕН Ae -at з Be- "421, 便 得 到 : 
y + gx = Он ао) Ве tt. y+ фах = (q: gde, 
求 出 第 一 式 的 9 М, 第 二 式 的 a, А, 然后 ER BN E RR. 便 得 到 
(1.45). 
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变换 后 ,在 新 变量 中 方 各 (1.455 具有 简单 的 形式 : 
v= Cas, На = 2 > 1. (1.46) 
把 «与 vz Е ЖА, Тя, азау И” 
族 ,并 且 , 电 于 a > 1: 1) 所 有 积分 曲线 , 除 对 应 于 C = co 的 曲线 
外 , 都 在 治标 原点 和 a НЫ), 因为 de/de = Саи", PEL (dof 
Чи) = 0; 2) 35 C = 0 5 C = 0 时 ,积分 申 线 退化 为 直线 : 当 
= ОЖ, A e = 0, Вр = gh; М C = co BF, # x = 0, BB = ghs 
35 积分 曲线 都 以 凸 面 对 着 = НО, v 
REPR A E e 增加 而 单调 
增加 *， 图 27 ERETZA p 
#36. 
现在 回 到 x, y E. e, e mE 
Ао Рх, у 面 上 的 直线 
y + qar = 0; # 轴 对 应 于 直线 
y + 9x 一 0. 其余 的 积分 曲线 , 或 
更 确切 地 说 , 族 (1.45) 的 其 他 曲线 ， 
在 x, 了 区 上 是 切 于 直线 yy 一 一 ах 
(原来 的 "= ЯНУ Е E T ОИ 
<. 为 了 作出 这 个 曲线 族 的 图 , 还 
必须 考虑 下 列 情 况 : 1) 这 族 的 曲线 
在 与 直线 y = — каза (аи + 42) Гач»/ (а, + а) 之 qn] 相交 的 点 
上 ,有 水 平 切 线 ; 2) 这 族 曲 线 在 与 x 轴 的 交点 处 , 有 镍 登 的 切线 ; 
3) 与 x 轴 相 交 的 曲线 的 斜率 , 在 由 平衡 状态 到 х НО — В РЯ 
Нр п, 它们 从 一 9 增加 到 十 co ; 4) 这 族 曲 线 有 据 物 型 的 无 究 
支线 , 其 轴 平 行 于 家 线 y = 一 фа СНЕ ОБИИ, Hr 
率 dy/dx > — 9)， 这 个 曲线 族 如 图 28 所 示 . 


1) веж 2 = 9-9 
г н 


ж “R| SS КАЈА 39 a ВН e 增加 而 单调 地 增加 ?, 其 中 的 “ 随 a? 应 改 为 " 随 “ 的 绝对 
É" — ЕЯ. | 


图 27 
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和 上 上 一 情况 类 做 ,在 此 情况 中 , 我 们 不 积分 方程 C1.16), 而 以 
两 个 与 之 等 价 的 一 阶 方程 来 代替 原来 的 二 阶 方 程 ， 并且 从 中 消去 
时 间 , 岂可 以 得 到 相同 的 结 素 . 我 们 得 到 和 前 一 情况 相同 的 积分 
曲线 方程 : 


Jy — = Zy — wi (1.34) 
dx y И i 


НН НЕКИЕ НЕЕ A x = 0, y = 0, 它 对 应 于 系统 的 平 
衡 状态 . 在 此 情况 中 , 等 倾 线 也 是 直线 ,它们 决定 于 方程 《1.357 。 
担 是 因为 这 时 А2 ооо, 所 以 等 倾 线 的 位 置 将 有 些 不 同 《 图 29). 在 
所 研究 的 情况 中 , 有 两 条 积分 曲线 是 通过 泽 慰 原点 的 直线 . 为 了 
求 出 它们 , 把 直线 方程 y = вх 代入 积分 曲线 方程 C1.34>。 于 是 得 
到 决定 此 二 直 积分 曲线 的 角 系 数 g 的 方程 : 82 288 + об = 0, 
ТОКРО Сла) А), АЯН, БВУ: 8 一 一 0 
8; = — 4, ЖЕ, Ну = — тх I y == — qzx 者 将 是 积分 曲线 ， 
这 样 并 刻 就 排除 了 存在 环绕 坐标 原 点 之 螺 线 形 相 轨 线 的 可 能 性 ; 
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ПЕНЯ Е A ñE ee НО ВЕНА 50. 

完全 类 做 地 ,在 将 方程 《1.347 进行 积分 时 , 令 z = y/z, 我 们 
得 到 《因为 4? > at) 和 上 一 情况 不 同 的 结果 , ИГ, 得 到 “抛物线 
型 ”积分 曲线 族 的 方程 : ， 
Т 


в Уна 


+ ñ + x 52 — коё 


y7 + 2Аху + ojx == C 


或 
(y + тх) = Су + gr)’, (1.45) 

其 中 人 == ñ — hb? — 6, Ф = h + Ау M 一 6, 这 个 方程 和 前 面 
ЗЕ НЕЕ СН 
Е BJ МН р 18 8] 
的 结果 完全 一 样 ， 

至 于 相 点 运动 的 方 
向 ， 可 用 和 前 一 情况 相同 
的 想法 来 确定 , 即 根据 
y = x >- 0 Ë x 应 该 增加 
的 条 件 来 确定 . 因为 , Я 
分 团 线 的 切线 与 #h[a) 3 
BEEE, ЕЯ х 轴 
相交 时 才 变 一 次 号 ， 所 以 
立即 可 以 看 出 。 相 点 将 党 
积分 曲线 , 按 图 28 所 示 之 
花头 所 指 的 方向 运动 , 亦 即 ,永远 向 坐标 原点 欧 近 ， 宁 点 运动 的 速 
度 也 象 上 情况 一 桩 ,只 有 当 同 时 有 兰 一 和 及 了 一 0 时 , 即 只 在 所 讨 
С РЕНН Е, РЕ. 

正 象 早已 说 过 的 那样 : 我们 将 要 区 分 积分 曲线 与 相 轨 线 这 二 
名 词 的 厌 同 ,因为 一 条 积分 曲线 可 己 对 应 于 几 个 完全 不 同 的 运动 ， 
或 换 句 话说 , 儿 条 不 同 的 相 轨 线 ， 例 如 , 在 所 讨论 的 情况 中 , 给 常 
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图 29 


数 C 以 确定 的 值 ， 我 们 还 不 能 定 出 唯一 的 相 轨 线 ， 因 为 在 此 情况 
中 ,每 条 积分 曲线 都 通过 奇 点 ,因而 它 是 由 三 条 想 轨 线 所 组 成 的 
《其 中 两 条 对 应 于 浙 近 地 趋向 于 平衡 状态 的 运动 ,第 三 条 就 是 平衡 
状态 )， 在 此 情 帝 中 ,所 有 积分 曲线 邦 通过 奇 点 ， 这 种 所 有 积分 曲 
线 都 通过 的 奇 点 , 象 气 物 线 族 ， 一 Cr(a > 0) 通过 坐标 原点 屠 
样 , 称 之 为 结 点 。 不 难看 出 ,在 此 情况 中 ,对 应 于 奇 点 《 结 点 》 PJ SE 
衡 状 态 ,是 按 李 亚 普 请 夫 稳定 的 ,因为 相 点 沿 所 有 积分 时 线 都 是 赵 
向 于 坐标 原点 和 而 运动 的 、 对 应 于 稳定 平衡 状态 的 结 点 *, 以 后 我 们 
将 称 之 为 稳定 结 点 .今后 我 们 会 确信 , 结 点 也 可 以 是 不 稳定 的 ,为 
ERES AARET. 象 焦点 的 情况 -- 样 , 这 个 情况 的 物理 意 
XET: 如 果 一 自由 度 无 阻尼 系统 的 平衡 状态 是 稳 定 的 ， 那 末 加 
以 正 阻力 , 即 加 上 要 消耗 功 的 阻力 以 后 , 不 会 破坏 它 的 稳定 性 (其 
实 还 更 强 些 一 一 正 阻力 使 平衡 状态 绝对 稳定 )， 

再 仔细 地 讨论 一 下 图 26 所 示 的 三 种 类 型 的 非 周期 运动 的 物 
理 特点 。 首先 ,如 果 初 速度 与 初 位 移 同 号 ( 亦 即 相 点 位 于 图 25 上 
的 第 工区 内 ), 则 系统 起 初 将 远离 平衡 位 置 , 旦 其 速度 将 逐渐 减 小 
( 初 动能 用 于 增加 势能 及 克服 阻力 而 减 小 )。 当 速度 减 鞋 叫 (5 点 ) 
后 , 系统 开始 作 返 回 平衡 位 置 的 运动 , 同时 速度 亦 开 始 增加 , 因为 
这 时 恢复 力 大 于 阻力 .但 在 运动 中 ,阻力 开始 增加 (因为 速度 在 增 
加 ), MRE JER RREFERA), 所以, AER 
(图 26, 1 上 的 点 5) 开始 ,速度 于 此 时 到 达 极 大 值 后 ,又 将 重新 减 
小 。 其 后 系统 将 渐 近 地 趋 近 于 平衡 位 置 

在 另 一 种 情况 中 ,当初 速度 与 初 偏离 异 号 时 , 即 当 初 冲击 和 初 
偏离 反 疝 时 ,产生 两 种 不 同类 型 的 运动 OAN, 如 果 初 冲击 远 
较 初 偏离 为 小 时 **。 则 由 于 存在 着 大 阻尼 。 系 统 不 会 穿 过 平衡 位 
置 , 它 将 渐 近 地 趋向 于 平衡 位 置 (曲线 ID)， 如 有 果 初 速度 相当 地 大 。 
则 系统 于 某 肯 时 4 通过 平衡 位 置 曲线 Ш) H, 还 具有 革 一 离开 


ж РЕ ДЕРИНИ, КОЛЕЯ И, 
** ВХ: афа ЛЬНА ВОК АРУ РА Иа E- СЕНЕ, Bz ph; 31 
ERTER) AREKE, ЖЕН ВЕЕ, 
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平衡 位 置 的 速度 , 即 具 有 使 系统 继续 产生 偏离 的 速度 ， 此 时 ,又 成 
为 已 经 考察 过 的 第 【 型 的 运动 + 系统 达到 其 个 最 大 偏离 以 后 渐 近 
地 趋向 于 平衡 位 置 。 这 样 , 第 HI 型 运动 只 在 其 第 一 阶 民 《na 点 之 
前 2 Г, 与 第 1 型 运动 有 所 不 同 。 在 点 之 后 , 第 II 型 的 运动 和 
ВЕНСАН. ВЕ, 第 1 型 运动 在 ”点 以 后 与 第 工 弄 
运动 相同 。 所 以 实际 上 ，, 相 点 沿 通 过 所 有 1, ú, Ш 三 个 区 域 的 相 
曲线 站 例 如 , 沿 图 28 中 字母 4 所 表示 的 曲线 ) 的 运动 或 属于 于 型 ， 
或 属于 1 型 ,或 属于 1 型 ,这 取决 于 相 点 初 姐 时 所 在 的 区 域 ， 

对 临界 情况 《当归 = w 让 ,我们 将 不 进行 详 纸 的 讨论 ,而 只 作 
一 简 握 的 说 明 , 因 为 这 种 情况 (但 亦 象 系统 参数 | 可 有 精确 关系 的 其 
НИНЕ), 在 物理 系统 中 不 会 精确 地 实现 的 , 它 只 有 被 奢 作 二 
种 不 同 的 衰减 过 程 (振动 的 过 程 和 非 周 期 的 过 程 ) 的 边界 时 , 才 有 
意义 .在 如 一 mi 的 情况 中 ,如 所 周知 , 原 微分 方程 C1.16) 的 解 必 
须 按 下 列 形式 去 寻求 : 

z = (4 + ВЮ, 

在 此 情况 中 , 也 可 以 不 求解 二 阶 微分 方程 , 而 求解 决定 积分 曲线 * 
的 一 阶 方程 (1.34)。 在 此 情况 中 , 我 们 也 得 到 抛物 线 型 的 积分 曲 
线 及 稳定 结 点 型 的 奇 点 ,因此 ,从 积分 曲线 的 性 闫 及 奇 点 类 型 的 秀 
度 来 看 ,临界 情况 应 该 归 人 六 二 o НЯ ИЖЕ А, 1 < оё 8 
情况 .没有 物理 意义 的 中 一 品 情 况 ,对 设计 工作 来 说 述 是 有 一 定 
的 兴趣 的 , 因为 选择 系统 的 阻尼 , 使 得 я’ Beyt о, 常常 是 有 利 
的 . 一 方面 ,这 样 可 以 消 纵 系统 中 的 振动 ,而 当 A? BB NF oq f, Pg 
动 是 不 可 避免 的 ; 另 一 方面 ,使 系统 非 周 期 地 回 到 零点 的 速度 这 时 
是 最 大 的 《比值 很 大 时 为 大 》。 正 是 这 一 条 忻 , 对 于 一 系列 的 测 
量 仪表 , 例如 , ИУ, 是 最 有 利 的 、 但 是 当 系 统 参 数 有 任意 小 
的 改变 时 ,这 一 临界 情况 将 变 成 前 面 所 讨论 的 二 种 情况 的 一 种 ， 
所 以 它 没有 物理 意义 , 也 不 反映 均 实 物理 系统 的 特性 临界 情况 
仅 起 边界 的 作用 , 它 在 形式 上 把 系统 分 为 振动 的 与 非 周期 的 ， 但 
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荐 必须 看 到 ,把 系统 分 为 振动 的 与 非 局 期 的 ,这 在 线性 系 绕 的 情况 
F, 轧 然 可 以 进行 完全 严格 的 数学 处 理 , 但 实质 上 , 却 没 有 很 大 的 
物 至 意义 ,因为 当 值 很 大 ,但 如 还 没有 达到 值 点 时 ,系统 就 已 经 
形 失 了 最 有 特征 的 “振动 特点 ” 了。 实际 上 , mA 如 仅 略 小 于 oi 
则 系统 的 误 减 是 那样 的 厉害 ， 初 偏离 后 的 第 二 个 极 大 值 实 际 上 已 
经 完全 署 不 出 来 了 。 同样 地 , 共振 现象 一 一 非 自治 振动 条 统 的 最 
有 特征 的 现象 之 也 不 明显 了 . 

这 样 , 最 然 形 式 上 情况 如 一 š CEAR, 但 是 振动 过 程 与 非 
周期 过 程 的 边 措 实际 上 是 模糊 的 , 不 能 明显 地 给 出 . 顺便 我 们 还 
应 指出 ,对 于 某 些 非 线性 系统 (例如 ,有 ЧЕР" FO FERKA 
统 ,或 有 "平方 ”阻力 的 系统 ,我们 将 要 看 到 ,振动 的 与 非 户 期 的 这 
种 区 分 失去 意义 ， 


55. 小 质量 的 振子 


1. 1⁄2 自由 度 的 线性 又 统 讨论 有 阻尼 的 线性 振子 时 ,我 
们 假设 了 所 有 振子 上 的 三 个 参数 -质量 〈 电 感 )、 查 尼 系 数 〔( 电 
阻 ) 和 弹 竹 系数 (电容 的 倒数 ) 一 -起 着 同样 重要 的 作用 ,并 且 对 系 
统 的 特性 和 性 状 都 有 着 显著 的 影响 .在 小 阻尼 的 情况 中 , 正 象 我 们 
已 经 讲 过 的 ,在 回答 阻尼 起 次 要 作用 的 问题 中 , 可 以 完全 不 计 阻 尼 
对 系统 运动 的 影响 .如果 阻尼 很 大 >, 那 末 , 将 产生 另 一 种 情况 ,其 
他 二 个 “振动 ”参数 之 -一 -质量 或 弹性 系数 (电感 或 电容 的 倒 
数 ), 由 于 其 值 很 小 ,而 起 次 要 的 作用 . 

我 们 现在 讨论 在 强 阻力 介质 中 、 小 填 蜡 的 物体 在 弹 筑 作用 下 
的 运动 (这 种 情况 对 以 后 将 研究 的 所 谓 的 “不 连续 "振动 ,有 着 很 大 
的 意义 )， 除 去 以 前 在 提出 有 阻尼 的 线性 振子 问题 时 ,我 们 所 作 的 


D 第 1 与 第 2 小节 是 Н, 总 ， 热 列 佐 夫 改 写 的 ,第 3 与 第 4 小 节 是 他 新 写 的 . 

2) 我 们 说 “小 * 和 大” 并 没有 推出 和 什么 相 比 蒋 。 正 象 在 绪论 中 已 经 指出 的 ,这 
ЖЕЛЕ КЕТИ АТР ЧЕ. аА БАНЕ аа, BD 2; Н У 
ЕНАХ. 
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а, 我 们 还 将 忽略 运动 物体 的 质量 . 于 是 运动 方程 可 
写 为 一 阶 微分 方程 的 形式 : 

ht + Ах == 0 (1.47) 
《和 以 前 一 样 , 此 处 z 是 相对 平衡 位 置 的 位 移 , АКН 
性 系数 及 阻尼 系数 )， RE, 在 所 讨论 的 情况 中 , 我 们 得 到 了 1/2 
自由 度 的 系统 。 为 了 单 值 确定 系统 的 状态 , 对 于 单 由 由 度 的 系统 
必须 给 定 两 个 值 ,而 现在 对 于 1/2 自由 度 系统 ,给 定 一 个 值 就 够 了 
《例如 , 坐标 х), 因而 , 1/2 自由 度 系 统 的 相 空 间 是 一 维 的 , 它 已 
经 不 是 平面 而 是 一 条 线 Г. 

如 所 周知 ,方程 (1,4?) 的 和 解 有 下 形状 : 


_&, 
x= Ae’, 


或 者 ,如 果 引 人 初始 条 件 : ! — 0 时 z д, 可 写成 


_š, 


x= xs ° , (1.48) 
EAr 二 0 是 平衡 状态 ; 对 于 所 有 其 他 初始 条 件 (хо з 0), 无 质 
ВЕ ГРЕЕ НЕ р, НИ РО, — + Уи. 
E phe RYE BL 26 x 一 一 的 运动 时 , 我 们 得 到 同样 
HEAR (图 302， 华 标 原点 是 平衡 状态 ; 相 点 由 其 他 状态 向 着 平衡 
状态 运动 < 因为 在 右边 z > 9 而 在 左边 则 之 0), 


图 30 图 31 图 32 
由 电阻、 电容 组 成 的 (RC 回路 ,图 31) 或 电阻 、 电感 组 成 的 
CRL 回路 ,图 32) 电路 ,也 是 17 自由 度 的 系统 ， 当 然 , 这 亦 是 理 
D 现在 ,我 们 不 能 不 考 碰 给 定 的 хо, 就 任意 地 给 定 初 速度 名 (对 于 所 作 的 理想 化 
因为 速度 二 取 坐 标 * 的 值 之 间 ， 存 在 着 单 信 的 关系 式 : 方程 (1.47》, 此 方程 我 

们 息 定 在 任 柯 膀 时 刻 ,部 是 正 移 的 〔 当 上 一 0 时 ,得 各 一 - САРА). 
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想 化 的 系统 .是 从 相应 的 真实 电路 得 出 的 ,但 是 在 回路 的 所 有 各 种 
性 质 中 , 只 考虑 一 些 基 本 的 .对 所 讨论 的 那些 问题 极为 重要 的 性 
质 ,而 忽略 了 组 成 回路 之 某 些 元 件 的 ,特别 是 小 的 (寄生 的 ) 电 感 或 
电容 。 这 种 回路 的 运动 方程 , 对 RC 回路 (q 是 电容 器 电量 可 以 
FA 


Rå +- = о, (1.49) 
对 于 RL 回路 G 是 回路 中 的 电流 ) 可 以 写 为 
LŽ L Ri 0. (1.50) 
dt 
它们 的 解 显然 是 
一 pe", ¿= e Е. 


产生 这 样 一 个 何 题 ， 把 所 讨论 的 物理 系统 表示 为 1/2 自由 度 
系统 ,其 “合法 ”或 合 至 的 程度 如 何 ? 亦 即 一 阶 微 分 方程 (1.477、 
(1.49). (1.50) 及 其 解 ,反映 这 些 真实 系统 之 运动 的 精确 程度 如 
何 ? 自然 ,这 里 谈 的 仅 是 物理 系统 的 那些 运动 ,它们 的 出 发 状态 和 
相应 的 1⁄2 自由 度 系统 运动 方程 是 相 容 的 (在 一 定 的 精确 度 上 )?»， 
ЕЛЕ УЖЕ (1.47), (1.49) 或 (1.50) 得 到 的 结果 和 试验 数据 相 比 
较 , 我 们 就 能 得 到 上 述 问 题 的 解答 .这样 的 比较 说 明了 ,用 1/2 А 
由 度 的 系统 来 反映 相应 的 物理 系统 的 运动 ,是 合适 的 “合法 的 ”, 

现在 我 们 下 分析 方 法 来 说 明 , 考虑 振子 的 小 质量 时 ,并 得 不 出 
什么 全 新 的 东西 , 亦 即 ,如 果 质 量 其 小 时 ,在 所 讨论 的 问题 中 , 它 便 
不 是 重要 的 参数 ， 计 人 振子 的 小 质量 ,并 把 小 质量 振子 的 较 " 完 
的 ”方程 : 


mä + bë + 4х = Q (1.14) 
的 解 《 其 中 很 小 , 但 不 等 于 零 )， 和 一 阶 方 程 C1.47) 的 解 进行 比 
+5, 给 定 初始 条 件 : t = 0 时 ， £ = x, £ == #o, 根据 C1.40)， 解 的 


1) 正 象 结论 中 所 指出 的 那样 ， 采 用 性 柯 给 定 的 理想 化 系统 村。 我 们 只 能 讨论 真实 
系统 的 某 些 运动 (这 些 运 动 县 从 理想 化 方程 所 允许 的 状态 开始 的 运动 )， 
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а раа нра аена, 


9: Ф. Ф fi 9: — E 
(1.51) 
其 中 
广 一 一 一 一 
= b _ JP К Ё. + _ x 
а Im V+: pz 2 2 + Am? т’ 


为 便于 比较 起 见 , 方程 (1.145 НИИ (1.51) 用 近似 解 0 И 
В, 使 得 ar (2) 与 z(t) 之 差 以 及 其 导数 名 与 4 之 著 , ШРИ 
得 充分 小 ,可 以 任意 地 小 (对 :+ 一致). 


利用 根 式 的 展开 式 
Ел +...) 
4т зе 2m b: 2m 

不 难得 出 : 


_*, 2%, mo ё. 5, 
и = n e | нет, (1.52) 


可 以 指出 , ЛЕМ E FS X. ЕН, 那 就 是 , 无 论 s 
多 小 , 总 可 以 找到 如 此 小 的 m, 使 得 对 于 区 向 0 =< ; = 十 加 下 的 
所 有 ғ 值 ,都 有 ?+: 
|а С) «| < 8, АС — (2) | < ë, 
现在 来 比较 (1.43) -5 (1.52). храни, 并 使 完 
全 方程 ?的 解 和 一 阶 方 程 的 解 ,了 到 相同 的 坐标 初 值 ,我 们 得 到 : 


я Е 
na — ZG) = GER + Ане” же š (1.53) 
РА È 
1) KTE sn m AAH, SE XT FET PJ z 值 ,都 能 用 不 等 式 ; 
Ее - |<, r - |<, ќа) 
Ө 


来 代 蔡 这 些 不 等 式 的 ， 世 是 ， ЕВА, 选择 充分 小 的 my 
就 可 以 使 不 等 式 (о) Ш. 
D 所 亩 完全 系统 与 完全 方程 ,是 考虑 了 质量 的 振子 下 其 方程 的 简称 ， 
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EL a ВЕРЕ: 


л ааа ÀN r a 
z (t) ўс) = б + P ze) е г йе? (1.542 


因为 现在 我 们 仅 讨论 这 样 的 运动 ,它们 的 初始 状态 和 方程 
《1.4 了 是 租 容 的 (以 某 种 精确 度 );, 亦 即 , 对 这 些 初 始 值 ta z САР) 
= 0 或 接近 于 零 , 那 末 ,立即 可 以 从 过 (1.53) 5 (1.54) A 218 
xG) rC) 9-0, ELE «Ф- ха 50) 00), 
X m АВ БАРАМЕ, 可 以 任意 地 小 , 同时 对 # (对 所 有 0 =< ; < 
+ со) —šk, BE (1.48) М (1.51) 相 接 近 的 条 件 , 显然 , wE TA 
不 等 式 : 
m р? 
z4 < 1 EË т < 元 


换 多 话说 , 如 果 系 统 的 初始 状态 和 一 阶 方程 (1.47) 相 容 《或 接近 
于 和 该 方程 相 容 的 状态 ), 那 必 , 一 阶 方程 就 可 以 足够 精确 地 (质量 
僵 小 傅 精确 ) 反 映 小 质 员 振子 的 返 动 。 在 此 情况 中 ,考虑 质量 只 能 
得 到 不 大 的 定量 上 的 修正 ,而 不 会 得 出 任何 全 新 的 现象 ;振子 的 质 
量 如 果 甚 小 , 它 便 不 是 主要 的 参数 ,因而 ,把 小 质量 Cm < ИК) Hu 
子 表示 为 1/2 自 出 度 的 系统 ,家 示 为 无 质量 的 系统 ， 是 完全 应 该 
的 . 

2. 初始 和 性 与 理想 化 ”现在 讨论 小 质量 振子 的 初始 状态 
CA E <, 与 各) 5 М В (1.47) Ж НЕ Е Wa, ZF BI) z, == 
— САР» 因而 页 + СИР 并 不 很 小 的 情况 在 此 情况 中 , 254 
然 ， 我 们 不 能 期 竺 一 阶 方程 能 够 完全 反映 这 种 振子 的 整个 运动 过 
程 ， 因为 这 个 方程 在 初 瞬 时 必定 不 能 满足 尽管 这 种 振子 的 质量 
甚 小 (质量 可 以 任意 小 ) ,在 研究 这 种 运动 时 ,我 们 还 是 应 该 利用 与 
初 条 件 相 容 的 二 阶 方 程 《1.14)， 

为 了 研究 现在 这 种 情况 中 的 小 质量 振子 运动 的 特点 ， 我 们 将 
方程 【1.142 ХАН (1.52) 与 一 阶 方 程 的 解 进 行 比较 。 由 
(1.53) 我 们 可 看 到 ， 和 前面 一 样 . 当选 择 充分 小 的 wm 时, ЕН 
aG) =) М ха) — х@) 对 于 所 有 0 <: + о 可 以 任意 


a > 


地 小 , 尽管 现在 m L СКВ) 并 不 小 。 但 是 不 难 指出 , 对 于 速度 ， 
情况 却 不 是 这 样 。 实 际 上 , RE (1.54), 对 于 固定 的 小 普 与 小 的 ; 
ОМ: «С ту/Б), EE в (0 — #GD 接近 于 а + СИР 【这 是 完 
全 应 该 的 ,因为 200) 一 和 并 且 #00) = 一 xoCh/8)]， 这 个 值 并 不 
依赖 于 m, 所 这 通过 选择 小 的 吉 并 不 能 使 它 变 小 , 然而 ,研究 一 下 
表达 式 《1.54) 的 结构 ,并 注意 到 , 对 于 固定 的 :之 0, НОЯ 
小 。e ” 将 迅速 碱 小 , 便 可 以 得 到 下 面 的 结论 ， 对 于 所 有 的 t ДА 
某 一 任意 小 但 完全 确定 的 瞬时 + > 0 开始 (对 于 所 有 的 + < í < 
+ 00), 选取 充分 小 的 m, 总 可 以 使 得 不 等 式 
lald С) | < £ 或 ЈС) — ЖС | < s 

满足 (这 里 ,和 以 前 一 样 , e 是 预先 给 定 的 任意 小 的 正 量 )。 

这 样 ,在 运动 的 开始 阶段 中 C о < , < z), 小 质量 振 于 的 速 
BEIRM EHE 友 变 化 到 接近 于 由 方程 (1.47) 之 解 所 得 的 什 
(质量 越 小 ,变化 越 快 ) .在 此 时 间 间 隔 * 内 ,坐标 的 变化 ,当然 也 和 
т 一 起 趋 近 于 零 (或 者 说 与 mm 一 起 , 亦 是 一 僚 J0， 十 分 明显 。 在 此 
运动 阶段 上 ,有 迅速 速度 改变 的 ( 因 之 ,有 很 大 加 速度 的 ) 小 质量 振 
子 的 运动 , 不 能 用 一 阶 方程 (1.47) 来 描述 ,因为 质量 纵然 很 小 ,但 
它 仍 起 着 重要 的 作用 (尽管 sw 很 小 , mz 并 不 比方 程 (1.143 中 的 其 
他 项 小 得 多 )。 只 有 经 过 时 间 г, 在 振子 到 达 接 近 于 和 方程 (1.47) 
相 容 的 状态 以 后 (这 正 说 明 mz 变 得 很 小 了 ), 振 子 的 速度 不 再 迅速 
变化 , 而 其 运动 就 可 以 用 一 阶 方程 (1.47) 来 描述 了 Се ИР ВАЛА, 
越 精确 ). 

为 了 解释 以 上 所 说 的 ,我 们 讨论 小 质量 拨 子 在 初始 条 件 : ==0 
时 ,x = x, # = 0 《这些 初始 条 件 当 然 和 方程 (1.47) 是 不 相 容 》 
下 的 运动 。 在 * 很 小 的 时 候 , be 项 不 起 作用 。 因 而 由 完全 方程 
(1.14) 可 知 ,加 速度 近似 地 决定 于 表达 式 


D 和 运动 开始 阶 筑 的 长 短 r, WARRE REDEA CR R, А mii 同 最 级 的 : 
在 时 间 a 76 Pa, С1.54) 的 第 一 需 , 晤 主要 项 , 减 小 成 < 分 之 1 (222.7), 而 
经 过 时 间 5 m fb, КЖ 150 分 之 上 
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ЖЕ m iB J. ME НК ах. 
阻力 也 随 之 增 太 , 月 来 克服 阻力 的 那 部 分 弹 得 力 亦 越 来 越 大 ， 因 
k. 系统 的 加 速度 僵 来 全 小 ,最 后 , mx 项 不 再 起 显著 的 作用 . 系统 
以 后 的 运动 , 已 经 可 以 满意 地 用 一 阶 方程 (1.47) KRST. kkh 
速度 具有 这 样 的 值 , 它 和 坐标 的 值 满足 方程 (1.47), 因为 当 т 项 
消逝 后 ,建立 起 了 Ах 和 (一 好 ) 项 间 的 近似 等 式 ， 这 样 ,从 与 方程 
(1.47) 不 相 容 的 状态 到 与 该 方程 相 容 的 状态 的 急剧 过 渡 就 完成 
T. 到 二 我 们 利用 完全 的 二 阶 方 程 《1.14) 及 其 解 (1.52), 用 分 折 
方法 研究 了 这 个 过 渡 过 程 ， 

同时 ,我 们 证 实 了 , 如 果 六 充分 地 小 , 那 末 加 速度 起 初 很 大 ,而 
且 速 度 迅 速 地 变化 : AAEREN, Riase 
方程 相 容 的 《当然 在 一 定 的 精确 度 上 ) 状态 , 并 且 这 一 时 | 间 间 隔 是 
那么 小 ,尽管 可 还 麻 很 大 ,但 系统 的 坐标 还 没有 来 得 及 有 多 少 显著 
的 改变 . 

3. 跳跃 条 件 ”正如 我 们 见 到 的 , НЕ вок 
态 的 过 渡 中 ,系统 的 速度 变化 得 很 快 ,而 系统 的 坐标 几 平 是 保持 不 
变 的 。 但 是 如 果 过 渡 本 身 是 很 快 的 话 , 我 们 往往 对 它 的 纪 节 就 不 
感 兴趣 ， 我 们 可 以 把 这 种 使 的 过 小, 当 作 是 一 个 朋 时 赋 跃 来 研究 ， 
并 和 且 仅 仅 限于 确定 系统 所 “了 腕 ”到 的 最 终 状 态 , 也 就 是 系统 的 性 状 
开始 由 一 阶 方程 (1.47) 来 描述 的 状态 ， 因 而 , 我 们 可 以 把 系统 看 
成 是 没有 质量 的 , 但 是 应 该 用 别 的 方法 来 研究 整个 过 程 : 除了 一 
阶 微 分 方程 之 外 ,应 该 补充 这 跳跃 条 件 , 用 这 个 条 件 可 以 确定 系统 
急速 地 .“ 瞬 时 地 ”过 济 到 的 状态 , 亦 即 一 阶 方程 开始 生效 的 状态 ， 
从 而 这 一 条 件 将 能 代替 前 面 对 运动 的 那个 暂 短 的 初 阶段 所 进行 
的 讨论 ， 这 个 跌 蜂 条 忻 ,实质 上 ,就 是 考 虚 那些 在 运动 的 初 阶段 
起 重要 作用 之 小 参数 (在 这 里 讨论 的 情况 中 即 振子 的 小 质量 ) 的 
独特 形式 ,这 个 条 件 , 或 者 是 在 研究 计 人 小 的 重要 参数 之 系统 的 
基础 上 建立 的 ,或 者 是 以 某 些 物理 概念 或 实验 数据 为 基础 而 建 
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在 我 们 所 讨论 的 情况 中 , 跳跃 条 件 显然 可 以 叙述 如 下 ， 如果 
系统 的 初始 状态 (给 定 +, +) 不 满足 一 阶 方程 (А7), WAH 
路 地 到 达 和 该 方程 相 容 的 状态 , 存 跳跃 中 ,系统 的 速度 + 作 瞬 时 的 
改变 , 潭 坐标 * 保持 不 变 . 经 过 这 样 的 跳跃 ,系统 开始 按 方程 (3.47) 
作 连 组 的 运动 ， 应 注意 到 , 我 们 这 里 提出 的 跳跃 条 件 , 实质 上 , 是 
根据 对 二 阶 方程 (1.14) 进行 讨论 所 得 到 的 结果 建立 起 来 的 , 我 们 
的 假设 只 是 这 些 结果 的 一 个 简化 的 叙述 而 已 ， 

研究 “完全 "系统 在 极限 情况 m->0 下 的 相 平面 被 相 轨 线 的 划 
分 , 亦 可 以 得 到 跳 牙 条 件 (图 33)。 象 往常 一 样 , 记 之 一 y,“ 完 全 ” 
系统 的 运动 方程 可 写成 形式 
#=y, у= ЧЕ . (1.55) 


EHEH r, y Е, 1/2 BHEE 
系统 Cm = 0) 的 相 线 是 直线 

kx + Бу == 0, (1.56) 
显然 ， 在 这 条 直线 以 外 相 平 面 
的 任何 点 Cx, у) Earthy 
的 点 上 ), 24 m — 0 Ist y — оо 
CT ж MAR MEER (1.56) 
Zik RARA АЕА АЧАЕ ДЕ. ВВА sb aE SER SK E 
4 GERE y ЕК АЕ (0). ЖЕ (1.55), 9: 


图 33 


Ay „_ Ка Ру 
dx my ` 


因此 ,在 直线 kr + by 一 0 以 外 , и — ОВ, dy/dx -> оо, 相 轨 
врея Cx = Д). НАНЕС m — 时 ， 
具有 趋 近 于 无 穷 的 相 速 度 ; 跳 脆 时 z 不 改变 ) 走 向 1/2 自由 度 系统 
D 类 个 的 方法 一 -- 引 人 个 设 以 代替 对 某 种 过 程 的 详 角 讨论, 是 常常 应 用 的 方法 。 
桐 好 ,在 为 学 中 讨论 碰撞 | 问题 时 , 通常 不 研究 物体 相 擅 的 过 得 本 身 , ПК Z Pl 


TAR” RETRAS, 这 时 应 附加 某 些 假设 , Я АХ SE RISI EI AR t 
程 的 细节 , 斌 能 米 求 出 物体 在 相 撞 后 之 妥 时 所 处 的 状态 . 
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的 相 线 (走向 直线 (1.56), 多 为 在 这 条 直线 的 上 部 , Ах t by >> 0 
В т 9 Куж — оо, 而 在 这 条 直线 的 下 部 , y— + оо, 因为 
ВЕЛНЕ ЗР ВЕ ВЕТА А8 Ка + by = 0, 所 以 , 相 
点 以 后 的 送 动 都 是 沿 此 直线 进行 的 ( 沿 趋 向 平衡 状态 的 方向 }， 类 
似 的 求 跳跃 条 件 的 方法 , 在 今后 研究 “不 连续 ” 振动 时 , 还 常 要 用 
到 . 

下面 利用 图 形 来 直观 地 靖 明 我 们 前 面 引 人 的 距 跃 条 件 的 意 
义 . 因 为 在 所 讨论 的 情况 中 , WBE PS EK В а 25, 那 末 , 我们 将 把 
m 天 0 情况 中 (二 阶 方程 ) 的 速度 -时 间 图 , 和 = 0 情况 中 (一 阶 
Зуп ЕВЕ REFIERE- 
间 图 加 以 比较 . 

初 瞬时 可 以 任意 给 定 * 和 
2. Я, 设 : 一 0 时 x* 一 x 
Ga > 0), z 一 0. 由 二 阶 方程 
未 难得 出 速度 与 时 间 的 关系 ， 
如 图 34, 4 Ят (fE ES PP 3 
m EER. ВЕН — W 3 
H, 那么 , 初 什 x = x, 自动 地 
给 出 初 值 x == 一 САБ), El 
后 ,速度 随时 间 的 变化 如 图 
34, В Вт. ВЕНЕ 
= x, £ 一 0 与 一 阶 微分 方 
PERITA, WE 34, p rh qp 00, 所 示 . 

很 容易 署 出 图 34, 4 与 吾 的 相似 性 ; 这 一 相似 性 的 物理 意义 ， 
BER 2 小 节 中 说 明了 ， 

4. 其 他 例子 ”现在 讨论 RC R RL ак, НА 
”的 状态 不 满足 相应 的 一 阶 方程 : 


ка 十 £ = 0 (1.49) 


图 31 


х 


或 
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r + рі = 0, | (1.50 
it 

为 了 讨论 这 样 的 振动 , 我 们 应 访 , 或 者 , 采用 相应 真实 电路 的 另 一 

页“ 完全 ”的 理想 化 , 计 人 必需 和 布 重 要 的 小 参数 ", 或 者 , 对 方程 

(1.49) 或 《1.50) 附加 以 相应 的 跳跃 案件 。 

BAIRR: = 0, RC 回路 中 给 定 了 这 样 的 电量 的 初 值 m 与 
电流 的 初 什 do 而 在 RL 回路 中 一 一 电流 值 o 5 (40), 它们 
不 满足 这 些 回 路 的 一 阶 方 程 【 例 如 , 初始 状态 : g = 0, q = 0 K 
io = 0, (41/017), = 0, HE 35 及 36 折 了 示 之 电路 中 的 开关 闭合 时 ， 
就 得 到 这 样 的 初始 状态 )}， 为 了 得 到 和 给 定 初始 条 件 相 容 的 系统 ， 
在 RC 回路 情况 中 , 计 和 人 电阻 及 连接 导线 所 具有 的 小 电感 3 而 在 
RL 回路 情况 中 , 计 和 信 自 感 线圈 ,电阻 和 联接 导线 所 具有 的 小 电容 ， 
把 这 些小 的 寄生 电感 和 电容 视 为 集中 的 , 全 得 到 图 37 与 38 所 示 


i P 


图 37 图 38 


1) ЕАУ НЕ НТ, 取决 于 真实 系统 中 给 定 的 初始 状态 。 
在 一 切 情 况 中 ， 秀 讶 这 些小 邦 教 而 得 到 的 理想 模型 ， 应 该 和 给 定 的 初始 杖 六 是 
相 容 的 ， 
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的 线路 【其中 工 , 55 C, 是 小 的 审 生 电感 与 电容 )， 现在 图 37 中 所 
示 电 路 的 振动 方程 可 以 写成 : 
Lað + Ед + = = 0, 


而 对 图 38 所 示 的 电路 可 以 写 为 
CLR i y L р 0, 
ай dr 

亦 即 最 高 阶 导 数 共 有 小 正 系数 的 二 阶 线性 方程 的 形式 ， 它 们 和 小 
质量 振子 的 返 动 方程 (1.14) 完全 相似 ,后 者 在 本 节 第 2 小 节 中 ,已 
经 进行 了 详细 的 分 析 ， 

ЕЕ Е, ТИ ЕЕ: 在 运动 的 初期 在 
RC 回路 (有 小 的 电感 Lo 中 ,电流 强 魔 i 一 4 将 发 生 迅 速 的 变化 
《电容 磊 上 的 电量 9 在 此 期 间 儿 乎 不 改变 ) ,而 在 RL 回路 (有 小 的 
电容 Co rh, di/d 或 自 感 电动 势 , 将 发 生 迅 速 的 变化 【此 时 电流 
几 平 不 变 ). 电流 {在 第 一 情况 中 } 或 自 感 电动 势 (在 第 二 情况 中 ) 
迅速 变化 的 结果 , 使 得 系统 在 量 级 与 L./R 或 СК 相同 的 微小 时 
间 闻 胡 内 ,达到 接近 于 和 一 阶 方程 (1.492 或 (1.50) 相 容 的 状态 . 
一 阶 方程 可 以 满意 地 措 述 其 后 的 运动 (在 第 一 司 况 中 的 Lv C R: K 
在 第 二 畏 况 中 的 C R /L 比 1 小 得 越 多 , 则 越 精确 )"， 

如 果 我 们 对 这 些 迅 速 变化 的 细节 不 感 兴 趣 的 话 、 就 可 以 不 沙 
E КС 回路 中 的 小 电感 Lo 以 及 RL 回路 中 的 小 电容 Co, 引入 租 
应 的 踏 隆 条 件 , 以 代替 对 还 动 开始 阶 康 的 详细 分 析 . 

对 于 RC 回路 ,我 们 应 该 苑 许 , 当 电容 器 的 电量 了 不 变 时 电 访 
i ПЛАН, ШХГ RL (186, ЧЕ z 不 变 时 , 自 感 电动 势 ( 或 
dif dh) ARER. 

如 果 在 有 自 感 的 电路 中 ， 我 们 人 允许 电流 强度 的 瞬时 变化 ， 亦 
BD, TERRY 22722 = со, WR, 我 们 也 就 应 该 允许 在 自 
RRA O m, TEETER HRAD (06/00). 另 一 


1) 在 同一 相似 性 的 基础 上 ,可 以 断言 : 当初 始 条 忻 利 相应 的 —Bt ЕА 1 - 
些小 的 寄生 电容 和 电 辐 ,对 回路 中 的 振动 来 说 ,都 是 无 关 重 要 的 次 坚 参 数 ， 
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方面 .如果 我 们 人 允许 了 电容 器 和 极 板 上 电量 可 以 有 瞬时 变化 , ЯЖ, 
我 们 也 就 不 得 不 允许 在 回路 中 可 以 产生 无 限 大 的 电 访 《因为 如 果 
а ВЕБЕ НИ, 则 далан = i = co)， 所 有 这 样 的 变化 , BERII 
ВКК ВЕ ДЕВЕТ ВЕТЕНО. 

应 注意 到 ,在 讨论 过 的 三 个 例子 中 ,我 们 遇 到 的 都 是 保守 的 跳 
EK, 亦 即 , 卡 卫 时 系统 的 能 量 不 变 。 记 实 上 , 在 无 质量 据 子 的 情况 
中 ,系统 的 全 部 能 量 都 是 弹簧 的 势能 , LEF hzxzy2《【〔 动 能 等 于 零 ， 
НЕ У m= 0). ЗЕРЕН < 保持 不 变 , 因而 能 最 也 不 变 ， 
完全 相同 , 在 RC 回路 中 , 系统 能 量 就 是 电容 器 中 的 电场 能 (能 量 
ЗТ 47/26); 在 玉 工 回路 中 就 是 自 感 线 图 中 的 磁场 能 (一 工 ?727， 
妍 然 跌 跃 时 :在 第 一 情况 中 ,电容 器 电量 & 不 变 , 而 第 二 情况 中 , 电 
流 i 不 变 , 能 重 当然 也 就 保持 不 变 . 

但 是 ,不 能 就 此 认为 ,保守 性 对 于 任何 跳跃 神 是 正确 的 必然 的 
条 件 。 在 力学 里 ,研究 磁 撞 时 ,就 常常 需要 采用 非 保守 碰撞 的 概念 
СЕКРЕТ евр). ПРАГЕ, 
BJBSEK ЧЕХ КЕ rH, 系统 的 能 量 会 发 生疏 
变 (在 钟表 理论 中 , 区 及 有 /特性 的 电子 管 
振荡 器 申 )， 现 在 我 们 只 举 一 个 有 非 保守 跳 


Р 


Же. Š А 
分 析 图 39 所 示 的 线路 在 开关 闭合 后 ° 

的 那 一 瞬时 ,系统 的 状态 (电阻 上 的 电流 与 电 

容器 C, БН ЕЕ, 电容 器 C, 上 的 电 


£ 


EFF Е) 显然 是 和 电容 为 C = C, + C, BJ РЦ . 39 


RC 回路 的 方程 C1.49) RREN, 18696. 

С, ) 和 连接 电容 器 C 及 C, 之 导线 的 电阻 与 电感 不 计 。 我 们 
应 该 假 没 , 开关 闭合 后 , 沿 联 搂 电容 的 导线 上 有 无 限 大 的 电流 通 
过 , 因此 电容 器 C, № C, 上 的 电压 和 通过 电阻 的 电流 有 号 跃 式 的 
变化 ， 在 这 个 “瞬时 ” 跳 餐 终了 时 ,二 电容 上 的 电压 应 该 相等 5( 记 此 
Ту 显然 ,从 回路 的 个 刑 元 件 上 之 电流 和 电 甘 的 有 算 性 的 候 设 ， 亦 可 以 得 到 以 前 所 

Я. 当然 ,这 一 般 设 不 是 一 阶 方程 的 推论 ,而 是 附加 的 物理 很 设 .。 
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和 电压 为 wo), 而 通过 电阻 号 的 电流 应 等 于 ую. 为 了 求 出 vo В 
ERS, н Rh EBAN, 8, 75 Е Эб 
H.E 2 , Ч ХНЫК BJ B, да а АУ. 
这 样 : 
C, + ü + С E = (C, + Се, 
由 此 
GE 
ас, 
电流 .电容 器 的 电量 和 电压 经 过 这 样 的 跳跃 之 后 , 当 两 个 电容 器 上 
的 电压 变 成 机 等 时 ,连续 的 运动 便 开 始 了 ,这 个 运动 ,显然 ,决定 于 
方程 C1.49) 其 中 c = c, + Сс). 很 容易 计算 , ЧЕХ, 
ЖӘЕ й у. WE, ERRARE CE2 SDK 
KAREE CC, + COx/2, 显然 有 : 
C, Б? Ё? 
REZANE Y ЯВ, m — ТОКЕ. A 
Are BLR SE (对 于 方程 (1.49) 的 ) 这 个 假设 为 依据 的 ， 通过 
对 和 给 定 初 始 状 态 相 容 的 更 “完全 ”的 系统 进行 讨论 ,也 可 以 得 到 
РА 癌 样 的 结果 ; 例如 , 取 这 样 的 一 个 系统 ， 
在 其 中 计 人 了 联结 电容 器 之 导线 的 小 电 
F G сш ВН R СА 40), ЈУТАРА, Ë 
ХЕ ЕЕВС Н УВК Е 26 Е. 
对 于 那些 系统 ， 其 运动 是 由 二 阶 线 
a 10 性 微分 方程 (二 阶 导数 具有 小 正 系数 ) 所 
描述 ,列举 的 移 子 已 足以 说 明 前 面 对 它 们 所 说 的 一 切 . 
正 象 我 们 已 看 到 的 ,在 运动 的 最 初 阶 般 中 ,这 些 系 统 的 状态 可 
能 发 生 迅 速 的 变化 (在 相应 的 初始 条 件 下 ), 其 后 ,运动 就 可 以 相当 
满意 地 由 相应 的 一 阶 方程 来 描述 了 .。 当 状 态 作 迅速 变化 时 , 某 些 
小 参数 起 着 重要 的 作用 ,只 有 计 人 这 些小 参数 , 亦 即 求解 相应 的 二 
阶 方程 ,才能 对 状态 的 迅速 改变 进行 彻底 的 分 析 , 虽 然 在 状态 的 这 
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t'a 


r. + Cs = 


жр, Жее Н-П УВЫ а Н НАН. 
但 是 ,如 果 我 们 对 运动 的 这 个 开始 的 , 极 短 暂 的 阶段 的 细节 并 不 感 
兴趣 ,就 可 以 不 研究 二 阶 方程 , MRZE: TAR, BEE 
式 地 、 建立 起 与 一 阶 方程 相 容 的 状态 ， 这 时 我 们 应 引 人 新 的 假设 
(号 牙 条 件 ), 此 假设 可 以 确定 系统 网 路 后 应 达到 的 状态 , 旦 由 这 个 
状态 开始 ,系统 的 运动 将 由 相应 的 一 阶 方程 来 描述 . 

关于 系统 状态 的 跳跃 式 变化 的 概念 , 在 以 后 研究 “不 连续 ” 振 
动 系统 时 ( 见 第 十 章 ), 我 们 还 将 广泛 地 用 到 ， 


$6. 有 “ 负 阻 尼 ” 的 线性 系统 


在 一 般 的 有 粗 尼 的 系统 中 (前 面 我 们 已 经 研究 过 这 种 系统 的 
BUT), ЖЬ 一 5/2m ВАЖЕН) h = R/2L) 永远 是 正 量 , 因 
为 阻力 总 是 阻碍 运动 的 , Am 2 > 0 (АМН А > 0)， 正 阻力 系 
数 和 正 电 嚼 意味 着 克服 咀 力 (或 电路 中 的 电阻 ) 票 消耗 能 量 ， 实 际 
上 ,如 果 在 运动 方程 


+ Ах = 0 (1.142 


p РН Jm ЕЗД а/а, 然后 在 某 一 由 0 至 7 的 时 | 间 区 间 上 取 
积分 , 则 得 到 : 


а= dx at [| (ра (4 йо. 
g d 


积分 后, 便 有 : 
m (4х lA dx ү ; 
ЕЕЕ | =f e (SEY a, (157 
左 端 各 项 表示 在 下 0 == т 的 时 间 内 系统 动能 与 势能 的 变化 ; 
显然 其 和 决定 车 系统 总 能 量 在 这 一 时 间 间 了 而 内 的 变化 ,如果 
ó > 0, 则 右 端 之 积分 是 正 的 ,能 量变 化 为 负 , ЭКГ, 系统 的 能 量 在 
НР. КЛЕВЕР, НРА РЕН НЕ ПЕНН. 
如 果 “以 及 它 决定 的 上 是 负 的 , 则 系统 的 能 量 将 会 增加 , 在 这 
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个 情况 中 ,阻力 * 便 是 一 个 能 源 . 很 明显 ,在 本 身 不 共有 能 源 的 系 
绕 虫 ,这 是 不 可 能 的 ,因而 上 以 用 并 总 是 正 的 。 恒 是 如 果 系 统 具 有 
HERRA, 那 末 一 般 说 来 , 可 以 允许 上 < 0, 并 且 系 统 的 能 
量 可 以 人 靠 " 阻 力 ”" 或 “电阻 ”而 增加 。 当然 , 这 已 经 不 是 普通 意义 下 
的 阻力 或 电阻 了 。 但 是 ,既然 它 是 由 微分 方程 的 ,和 普通 阻力 一 样 
的 项 所 表示 的 , CRES dr/ de 的 项 表示 的 , 那 末 , ZE 2 29 4889 
情况 中 ,我 们 仍 将 采用 名 词 “ 妞 力 "和 “电阻 ”, 并 且 称 之 为 * 负 阻力 ” 
和 "人 负电 阻 ”, а АВЕ”, f 
1. ЖЖ SF bu 3 41 表示 的 机 构 , 是 这 种 机 械 系 统 的 
景 简单 的 例子 ,在 此 系统 中 ,“ 摩擦” 在 某 一 范围 内 是 负 的 。 在 以 等 
PË m 返 动 的 皮带 上 , 放 着 一 个 以 弹 
ЗЕ А, T А, са ЕН Я Е. 
РЕВ), ВИЖ, Е 
度 带 和 物体 间 的 相对 速度 的 、 相 当 
复杂 的 函数 ， 如 果 以 * 记 重 物 的 位 
#5, x 记 其 速度 , 则 作用 于 质量 mw 上 
ОРЕЛ, 是 相对 速度 sz 一 vw 一 z КАЖ, 并 可 以 写作 :; К). 
如 果 蓉 刘表 示 “ 总 ”的 弹性 系数 , 并 假定 作用 在 此 系统 上 的 所 有 其 
他 阻 厄 (例如 空气 阻力 与 弹 筑 约 内 摩擦 ) 都 是 和 还 度 的 一 次 方 成 正 
让 的 , 则 质量 产 的 运动 方程 可 写作 : 
mä + bè + kx = Fln ~ #), (1.58) 
其 中 , WEAR, FO) = PCw 一 i) ЕЕ НАННЕ 
r 之 疗 关系 的 函数 , 换 各 话说 ,表征 着 靡 党 的 特性 .我 们 将 不 仔细 
HARAR Ftw — t) 的 形状 , 而 仅 在 |#| < ww 的 区 域 中 讨论 
此 障 数 (例如 ,选取 充分 大 的 ey), 在 这 个 区 域 里 ,于 值 vw, 的 近 旁 将 
函数 玉 衣 开 为 级 数 ,并 且 只 取 此 级 数 的 前 二 项 **， 那 未 , РС) 
= РС) — iF Ww, 且 在 此 限制 下 ,运动 方程 可 号 作 : 
mx + [ë + (о) ЈЕ Кх = ЕС), (1.59) 


图 л 


"6 的 选择 应 满足 : Fir) < 0 一 一 译 者 注 。 
= 原 书 为 “前 一 项 ”一 一 译 者 福 。 
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右 端的 常数 项 只 会 引起 平衡 位 置 向 皮带 运动 的 方向 有 一 位 移 
FCD 至 于 的 系数 上 十 FO), 其 符号 和 大 小 依赖 于 摩擦 特 
性 曲线 的 形状 ; Р Соо) 的 大 小 就 是 摩擦 特性 曲线 在 >, S J B A, 
并 且 当 在 摩 按 特性 有 下 降 段 的 情况 中 ，F'Cw) < 0. АНЕ 
性 曲线 在 г, 的 令 域 中 有 很 陡 的 下 降 段 时 , MU 2 + Fo < 0, Ш 
方程 (1.59) 将 描述 一 个 有 “人 负 摩 擦 ” 的 系统 .实际 上 , 这 个 情况 是 
很 容易 实现 的 ,因为 干燥 表面 的 摩 镶 特性 曲线 通常 具有 图 42 所 示 
的 形状 , 亦 就 是 说 , 当 速 度 不 大 时 , 起 初 
几乎 总 有 那么 一 个 相当 时 嵌 的 F PZ Ez. 
在 这 个 区 域内 ， 我 们 的 机 构 便 是 一 个 有 
“HER” PRERA. 1А 
记 , 我 们 只 是 在 |#| < >x KRE, 821 
了 有 有 负 摩 掠 的 线性 系统 。 以 后 我 们 就 会 
着 到 ,这 个 限制 是 非常 关键 的 ,并 且 在 讨 
论 我 们 感 兴趣 的 问题 时 , 它 亦 起 很 重要 的 作用 。 

作为 “摩擦 ”在 一 定 区 域内 为 贷 的 另 一 个 机 械 系 统合 子 , 可 以 
з RATAA A (Fram) 01096500. 皖 的 结构 是 这 样 的 : 在 一 
ВЫ НЕ озунун г, ЕЕ ТН 
Е (В 43), ЛЕЕВ 
摆 的 运动 方程 的 区 别 仅 仅 在 于 : 在 这 个 方程 中 ， 
还 要 计 和 人 旋转 轴 和 挂 有 撑 之 轴承 癌 的 摩 拟 力矩 。 
因为 摩擦 力 依 赖 于 二 请 动 表面 间 的 相对 速度 ， 在 
我 们 的 情况 中 , 就 是 轴 与 摧 之 闻 的 相对 角速度 
(Q — $), WARRT ERT AE A: 

ЕСО — ф). 

ре УЖИНЕ ВЕНЕ, 25 == АН НАЯ 
定 它 是 正比 于 速度 p BJ, 则 摆 的 运动 方程 具有 下 
列 形式 : 

图 4 1$ + bë + mgl зіп ф = ЕСО — $). (1.60) 
平衡 状态 Cq = фо, ф = ФАЕР: 


“zu 


= 


+ 67 + 


трі sin фо == FCO). ` 
我 们 研究 把 在 下 平衡 状态 СВО соз po > 0 КО 附近 的 运动 。 令 
Ф == Pe t ps 
Hp p hE ОНР фф WEDE). EIERE 
数 sinmp K. FO — $) ШОФ RRRA, ЖАНЕ, 
我 们 便 得 到 摆 的 微 振 动 的 线性 化 方程 : 
іф 024 FOO + ті софа - ф = 0, (1.61) 
如 果 FOD < 0, H 32608 в, ШФ ВА Sui ЕТНО. 
ТЕЛЕЕ ЕЕ АНЯ ТЯН EIMH ОДНУ АПН, 34 В ВК 
ВУ, РИД b + FCO ОН, Ра зае 
的 方程 
- X + 24i + wir = 0 


”相似 的 方程 ,不 同 的 是 ; 系数 上 将 是 负 的 , 亦 即 ,我 们 又 得 到 了 负 


ВЕНЕВ. 因此 可 见 ,在 第 一 个 系统 中 ,适当 地 选取 го, 而 
在 第 二 个 系统 中 , 适当 地 选取 Q. 就 可 忆 在 某 一 有 限 区 域 中 , 把 这 
ЯЕ Н АННЕ ВЕТ. 

2. 电 系 统 的 合子 电阻 在 某 一 区 域内 取 负 值 的 电 系 统 , ZF 
是 完全 可 以 实现 的 .电子管 振东 器 ， 
即 含有 电子 管 .振荡 回路 和 “反馈 ”的 
线路 , 可 以 作为 这 种 系统 的 例子 。 为 
确定 起 风 ， 我 们 分 析 一 个 最 简单 的 振 
荡 器 线路 ， 它 在 山路 中 具有 电感 反馈 
MRSE (图 44927, ВИЕ ВЕЛ 
计 ， 选 定 电流 正 向 和 电容 器 的 正 航 
图 44 Ja, ATRA pa PI СЕА 


1) АЖИР Ey bk yy ah ñ: Pa BEA AER IRRATI, 

2) BBB ARENAN ЧИ ВЕНЕ El Ps hu epp 98, JF ТЕН ЗН. 我 们 
ВОНИ н Р ЗАНЕ, 因为 , СКАНЫ S Z КЕНАН 
Ti E SE JE УК Е, ЗОН ЪТ ВЕ, 即 一 个 半 自 由 度 的 系统 , 因而 趋 出 
了 本 节 的 范围 ， 


. Ë . 


定律 ) 写 出 下 列 方程 : 
一 一 CR 
di di dt 


(一 Me 是 流 过 线圈 L, 的 屏 流 对 回路 的 作用 在 回路 中 引起 的 反 
наду) 或 者 


Lc вс po = а (1.62) 

dt? ` d: di : 

忽略 屏 极 反应 , 即 候 定 屏 流 i НАВЕ ws = vz 有关 {对 于 有 高 放 

大 系数 的 三 极 管 , 这 是 相当 精确 的 , 而 对 于 五 极 管 , 更 精确 ), 显然 
有 : | ' 


di, _ di, de dy 
2 a. SCo 1.63 
d du, dt C) de? (1.63) 


其 中 = ан, = 5Са,) 是 电子 管 特 性 的 互 导 , 互 导 当然 是 和 机 
ЊЕ н. AER. Р 45 给 出 了 典型 电子 管 特性 曲线 以 及 特性 曲线 的 
互 导 5 对 ws 的 关系 . 

把 式 (1.63) 代入 (1.62), 得 : 


z 
ас LIRC—-MSCD]1 7 +00, 
й? d: 


(1.64) 
í$ 


这 是 一 个 电子 管 振荡 器 的 非 线性 振动 方 s 
程 , 以 后 我 们 将 对 它 作 详 细 的 讨论 ， 现 | 
在 我 们 只 在 平衡 状态 v = 0 邻近 , 分 析 
tp 


振荡 回路 中 的 微 振动 。 将 电压 о 限制 在 

充分 小 的 区 域内 变化 ,我们 可 以 认为 5 图 5 

是 常数 ， 对 于 充分 小 的 :SCv) 一 5 一 工作 点 处 特性 的 互 5р, 
对 干 这 样 的 微 振动 , 干 是 便 得 到 线性 方程 : 


LCOS? 4 [RC — м] 
dtt dt 


+ o= 0, (1.65) 


НАМЕТ OOP Z г 及 i 的 正方 向 ) 决定 于 线 


- $. 


НГ. 5 L, 的 相对 位 置 ， 设 M > 0, BELS L, ЖА 
时 六 与 ; 按 图 4 所 示 的 方向 流动 G > 0, г, > 0) 时 , 在 线圈 
工 中 产生 的 磁 通 相互 增强 。 在 这 一 情况 中 , УМН < 
时 ,就 可 能 使 RC 一 м5, ХМ. 这 样 ,我 们 得 到 了 由 线性 方程 
ев L ab = 0 (a = RC CMS дц, та 
dr dt 216 LC 
接 述 的 电 系 统 , 同时 上 < 0。 于 是 , 适当 融 选 攻克 的 大 小 和 符号 ， 
就 可 以 在 一 定 的 有 限 区 域内 , 把 这 个 电 系统 看 成 是 有 “负电 阻 ”的 
线性 系统 . 

对 所 有 讨论 过 的 了 系统 , 者 导出 了 线性 微分 方程 , 其 形式 为 
š + Zhi + war = 0， 同 时， 与 前 面 的 情况 不 同 , 此 方程 中 的 是 
ТНУ Соо 仍然 是 正 的 )， 为 了 讨论 系统 的 性 状 , 我 们 可 应 用 前 面 所 
提出 的 方法 .但 是 ,由 于 此 方 洁 的 应 用 与 * 的 符号 无 关 , 我 们 就 不 
再 重复 所 有 的 推 吕 ， 只 简单 地 利用 $4 中 对 A > 0 的 情况 所 得 的 . 
结果 . l 

3. НЕЕ BB 为 了 说 明 在 < 0 情况 中 , 积分 曲线 
在 要 平 面 上 的 性 质 , 只 要 对 前 面 研 究 过 的 线性 振子 的 两 种 情况 (大 
ESNAB, 看 一 下 当 点 改变 符号 时 , 以 前 建立 的 图 象 有 
НАБ Г. | 

X] F А2 < «к, ВО У АУ “ТАВА Је МИ, ВАХ. 
1991 ЗАК, ЕР 


й 
25 arerp Я x 
ш 


yY + 2Аху + одд? = C'e ә ` (1.29) 
或 者 ,在 H. F 平面 上 人 羽 极 治标 表示 之 ,得 
p= Ce“, (1.28) 


其 中 , 象 以 前 一 样 ， 

a = + моў Ё, p = — lott a), 
但是 因为 现在 ñ < 0, KMA p yI ОЧ Ç НИНЕ p ВИК) o 将 
增 大 (图 467, УКП, RRR ERRA A E 4 的 系统 相反 的 方向 . 
因而 , 相 点 沿 积分 曲线 运动 时 ,将 远离 平衡 状态 ( 麻 点 + 一 0, у=0), 
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ERARE, TACERE ЕЖЕ НО ВЕ ла, PH E SB 
的 奇 点 《图 47), р 


图 45 Е 47 


相 点 在 相 平面 上 运动 的 速度 ,和 以 前 一 样 , 仅 在 坐标 原点 等 也 
堆 , 并 且 随 着 相 点 远离 坐标 原点 而 增加 。 北 外 , 因为 这 个 速度 处 处 
都 是 沿 着 积分 曲线 且 指 向 离开 坐标 原点 的 方向 的 。 所 以 当 共 统 对 
平衡 状态 有 任何 (但 不 为 零 ) 初 偏离 时 ,经 过 充分 长 的 时 间 后 ,系统 
将 离开 此 唯一 的 平衡 状态 任意 远 :因此 ,我 们 指 不 出 这 样 一 个 区 域 
DCE), 使 得 初 峰 时 位 于 其 中 的 相 点 , 永远 不 能 越 出 给 定 的 = 区域. 
因而 ,在 此 情况 中 , 唑 一 的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 : 奇 点 是 不 稳定 焦 
点 。 十 分 明显 ,这 种 焦点 的 不 稳定 性 , 正 是 二 < 0 所 引起 的 .于 是 
RITER ER < 中 的 情况 中 ,系统 的 运动 也 是 振动 的 过 程 ,这 和 
有 正 的 小 的 情况 一 样 ， 不 过 过 程 不 蚌 衰 碱 的 而 是 增长 的 。 系 统 
的 极 大 偏离 随时 间 而 增 大 (图 48), 偏离 对 时 间 的 关系 决定 于 形 如 
x 一 Ке cos (wr + a) 的 表达 式 , 其 中 有 << 0, 极 大 值 的 增 大 规 
律 ,是 公 比 为 eT — ce 的 几何 级 数 , 同 时 ,由 于 <<0,- 故 2 一 0 
B = > 1. Ea = 一 4 > 0, 在 此 情况 中 , 称 之 为 振动 增长 的 对 
数 增长 ， 凡 前 对 缩减 所 作 的 附加 条 件 亦 完全 适用 于 增长 : 对 数 增 
长 的 概念 也 只 能 适用 于 线性 系统 . 


. я. 


KER, Н РАА ВАЕН ЕЛА, RAAT = 
限 增 长 的 振动 过 程 . 

PA AIE” < 0, P> wD 的 情况 ， 评 可 以 用 同样 的 
方法 来 研究 积分 曲线 的 性 状 ,这 时 ,积分 曲线 族 决 定 于 方程 (1.45); 
Cy + ах = Cy + 42%, 

其 中 


g, = ñ — w E — оі 


H 


h= h + AE — t, 
А o < 0, 所 以 gq 二 gy 三 0, 这 就 使 得 积分 直线 
y L ar = 0 Ë y + ga = 0 的 位 置 收 变 了 ; 在 此 情况 由。 这 两 条 
直线 都 通过 第 一 和 第 芋 象 限 , 因 为 * уу Ере (图 49), 


我 们 又 得 到 了 “抛物 线 ” 型 的 积分 遇 线 族 , 并 且 所 有 曲线 都 通 
过 位 守 坐 标 昧 点 的 唯一 的 这 点 ,这 是 一 个 结 点 型 的 奇 点 ， 

确定 了 相 点 在 根 平 曾 上 的 运动 方向 后 ,我 们 不 难 丰 信 , 相 点 的 
运动 方向 如 图 中 箭头 所 示 ,。 因 而, 祖 点 沿 任 一 条 积分 曲线 的 运动 ， 
都 是 远离 平衡 状态 的 。 关于 相 点 运动 的 速度 的 讨论 , 和 上 面 所 述 
完全 一 样 。 所 以 , 无 论 系统 离开 平衡 状态 Cx = 0, y = 0) 的 初 仿 
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离 怎样 小 , 经 过 充分 长 的 时 间 以 后 , 系统 将 离 平衡 状态 足够 远 。 这 
表明 ,此 平衡 状态 是 不 稳定 的 ， 在 这 一 情况 中 ,我 们 也 指 不 出 这 样 
的 一 个 有 限 的 初 值 区 域 aCs》, 使 得 相 点 可 友 不 越 遇 给 定 的 = 区 
域 . 

我 们 所 讨论 的 奇 点 是 不 稳定 的 结 点 ， 并 征 它 的 不 稳定 性 也 是 
À < 0 所 3 引起 的 ， 于 是 得 到 了 非 周 期 的 过 程 , 过 程 增长 的 规律 为 : 
х = deh + Ber, Иа, 5 ВЕ. 并且 由 于 我 们 把 系统 看 
成 是 线性 的 , 那 末 这 一 增长 将 无 限 地 持续 下 去 . 

将 系统 看 成 是 线 桂 的 ,在 系统 中 我 们 求 不 到 稳定 的 定 态 状态 ; 
系统 不 可 能 停留 在 和 平衡 状态 邻近 的 区 域 里 ， 线 性 系统 中 偏离 应 
该 是 不 断 增长 的 ， 同 时 ,在 描述 属于 这 些 情况 的 机 械 或 电 系 统 
时 ,为 了 获得 线性 方程 ,我 们 应 该 仅仅 在 充分 接近 于 平衡 状态 的 区 
域 (小 的 * 与 小 的 y) 里 讨论 所 得 到 的 线性 方程 .这 就 是 说 , 一 方 
H, 我 们 应 该 仅 限于 讨论 充分 邻近 平衡 状态 的 区 域 ; 5 УЕ, 在 
这 一 区 域内 讨论 了 系统 的 运动 后 ,我 们 可 确信 ,系统 不 会 停留 在 此 
区 域 之 内 , 它 不 可 避免 地 要 越 出 此 区 域 的 范围 。 换 句 话说 ,只 有 在 
相 平面 上 邻近 平衡 位 置 的 某 一 区 域内 线性 措 述 和 才能 正确 地 反映 出 
相 轨 线 的 人 性状， 但 是 , 另 一 方面 ,所有 相 轨 线 都 要 越 出 这 一 有 限 区 
域 的 边界 。 为 了 研究 其 后 系统 的 性 状 ,显然 , 我 们 应 该 考虑 某 些 到 
ЕЖА, НОЕ НЕЕ 
来 研究 . 

于 是 , 我 们 看 到 , 在 所 讨论 的 情况 中 , 对 于 许多 关于 系统 性 状 
的 问题 ,例如 ,经 过 充分 长 时 间 司 ,系统 将 怎样 运动 的 问题 ,线性 措 
Е ЕКА НЕХ. 

4. 反馈 改变 时 系统 的 性 闫 ”这样 , 我 们 得 出 下 列 结 果 ( 我 们 
仅 对 电子 管 振荡 回 , 鬼 述 这 些 结果 ,至 于 对 运动 皮带 上 的 重 物 和 莫 
罗 特 摆 , 显 然 ,结论 是 完全 类 似 的 ). 


* “系统 的 偏离 是 不 断 增 长 的 ”, 这 样 的 叙述 在 本 书 中 经 常 遇 到 ， 这 仅 是 一 个 简化 
的 说 法 ,其 实在 偏离 趋向 无 限 大 的 过 程 中 , 不 一 定 是 单调 的 , АЧ АЈ р 
译 者 注 。 
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当 芭 馈 充分 小 时 2K 我 们 假定 线 熙 的 方向 选 得 使 好 > 05, В 
在 回路 中 ,或 者 有 非 周 期 的 衰减 ,或 者 有 赛 碱 的 关 动 ,这 决定 于 如 是 
大 于 还 是 小 于 ol 如果 回路 本 身 具 有 很 大 的 电阻, 以 至 产生 非 局 
期 衰减 , 那 束 ,选择 充分 强 的 反馈 ,我 们 就 可 以 作 到 使 这 个 反馈 “能 
补偿 ”回路 的 大 部 分 电阻 , 亦 即 , 4 — CRC 一 M5)/2L 将 是 一 小 
的 正 数 ， 那 未 ,在 没有 过 大 初 偏 离 ( 不 使 系统 越 出 线性 区 的 初 偏离 ) 
的 情况 下 ,就 将 发 生 振 动 的 而 不 是 非 周期 的 衰减 、 再 使 反馈 增加 。 
只 有 通过 RC 一 MS, 一 0 的 位 置 之 后 ,才能 进入 到 RC 一 MS, 二 0 
的 区 域 , 亦 即 ,到 达 这 样 的 位 置 ,此 时 平衡 状态 已 是 不 稳定 的 (因为 
A < 0), 并 且 振动 亦 不 再 衰减 而 是 增长 的 了 . 的 绝对 值 越 大 , 相 
平面 上 的 螺 线 的 螺 蝶 亦 就 越 大 , 螺 线 展开 得 也 越 快 ,而 在 每 一 次 振 
动 中 , 系统 的 极 天 偏离 也 增加 得 越 大 ， 最 后 , ВНЕ, 系统 
通过 站 一 o: 的 位 置 ,而 过 渡 到 e> ol 的 区 域 (现在 已 是 负 的 ). 
在 这 个 区 域 中 ， 又 竺 到 了 非 周 期 的 过 程 ， 但 是 已 经 不 是 衰减 的 过 
程 ,( 象 和 是 大 的 正 数 那样 ) 而 是 增长 的 过 程 了 ， 如 果 1А] BAK B 
RRRA, 则 蛙 征 方程 的 根 д, д, 所 珍 示 的 过 程 增长 速度 ,也 就 越 
K. 

总 之 , 只 要 改变 表征 系统 “电阻 * KIA 6 t (AARE А 
值 , 变 到 大 的 负 植 ), 就 可 以 使 系统 顺 次 通过 五 个 不 同 的 区 域 ,这 
些 区 域 对 应 着 不 同类 型 的 运动 和 平衡 状态 ,它们 是 : 稳定 结 点 , 稳 
定 焦点 ,中 心 ,不 稳定 焦点 ,不 稳定 结 点 、 

下 一 节 里 ,我 们 还 要 介绍 另 一 种 类 型 的 平衡 状态 , 当 系统 中 的 
阻尼 改变 时 , 这 种 平衡 状态 的 类 型 并 不 改变 。 而 前 看 讨论 过 的 五 
种 平衡 状态 秘 此 间 的 差 虱 ， 只 是 在 于 系统 中 阻力 的 大 小 与 符号 有 


D EANET RRA Я да АГАЕ ТЕ И. 因此 ,为 了 政变 适 
БИ, НВ, 例如 , НЕЕ. ЕР 
H ETARE T RPE E TTE ДОН 6, MIE s, МН Ор 5 DR 
的 值 . 由 于 在 讨论 过 的 机 械 系 统 中 ,没有 反 馅 ,所 以 这 类 系统 和 普通 的 电子 管 所 
葛 器 之 间 : 并 不 存在 完全 的 美 似 . WE HERAA A EIR Е 0, AE 
振 藻 器 中 设 有 反馈 ， 扬 尝 是 出 于 工作 点 位 于 特性 曲线 的 下 降息 而 引起 的 (山本 
#97). 
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所 不 同 . 

但 是 并 不 是 所 有 这 五 类 平衡 杖 态 都 具有 相同 物理 意义 的 ， 所 
有 的 平衡 状态 , 除 中 心 G — 0) 以外 ,都 对 应 于 系统 参数 的 有 限 的 
ВР ВВМ. ФЕЙ, АЛЕ 
定 的 有 界 区 域 * 内 的 M 值 ,可 能 和 任 一 个 的 平衡 状态 对 应 ,但 中 心 
除外 ,中 心 只 对 应 于 一 个 唯一 的 临界 值 Meos 此 值 是 由 条 件 M5, 一 
RC 一 0 给 出 的 。 级 然 这 一 条 件 只 受到 一 点 点 破坏 , 亦 就 是 说 , 即 
便 系 统 的 某 个 参数 只 有 一 点 点 改变 ,系统 就 将 进入 到 A>=0 或 4<<0 
的 区 域 ， 这 意 昧 着 ,中 心 型 的 平衡 状态 ,对 于 系统 参数 的 微小 改变 
来 说 , 是 不 稳定 的 。 其 他 的 平衡 状态 , 在 系统 参数 变化 不 大 时 , 将 
保持 其 类 型 不 变 , 亦 即 ,对 于 系统 参数 的 微小 改变 是 稳定 的 。 因 为 
系统 参数 的 微小 变化 总 是 不 可 避免 的 ， 所 以 对 参数 变化 不 稳定 的 
平衡 状态 , 便 不 能 反映 真实 物理 系统 的 性 状 ， 因 此 , 中 心 型 平衡 状 
态 的 物理 意义 仅 在 于 : 它 是 另外 两 类 状态 (稳定 和 不 稳定 焦点 ) 之 
间 的 边界 , ПАРЕНЬ, 52 = o 情况 ,只 具有 作为 优点 与 结 点 的 边界 
的 意义 .但 是 , 正 象 前 面 已 说 过 的 ,这 些 边 界 不 具有 很 大 的 物理 意 
义 。 在 真实 的 系统 中 , зун а клен 
渐 发 生 的 ， 所 以 在 振动 误 威 与 非 局 期 究 厂 之 疗 的 物理 界线 不 是 很 
明显 的 , 因为 当 衰减 增加 时 , 系统 并 不 是 立即 就 昼 失 其 振动 性 质 ， 
而 是 渐渐 地 失去 振动 性 质 的 。 扩 和 句 话说 ,在 真实 系统 中 ,我 们 不 能 
分 辨 出 “ 强 ” 焦点 , 即 记 很 大 的 焦点 《这 时 a 只 稍稍 小 于 ol, 和 
“SB” AA ( 即 А 稍微 大 于 о 的 结 点 ) 的 不 同 。 同 样 .我 们 也 不 能 
区 分 出 很 弱 的 衰 茂 和 很 弱 的 于 长 间 的 差异 ,因为 ,必须 等 待 非常 非 
常 久 的 时 间 , 我 们 才能 发 现 两 个 过 程 之 间 的 差别 . 

上 面 我 们 阐明 了 ,适当 地 选择 反馈 的 大 小 与 方向 ,不 仅 能 够 减 
АЕ ЕВ, 而 且 还 能 使 得 这 些 振动 变 为 增长 的 。 这 
个 现象 移 物 理 意义 是 十 分 明显 的 ， 系统 衰减 的 减少 ,显然 ,是 由 于 


“有限” 二 字 应 改 为 菜 一 ”- 一 译 老 注 . 
“给 定 的 有 界 区 域 " 应 收 为 “人造 定 的 有 界 区 域 ”, 因为 任 冯 一 个 有 兽 区 域 , 可 能 对 
应 一 种 或 儿 种 或 五 种 平衡 状态 ~ 一 译 者 广 。 
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从 外 界 能 源 〈 在 我 们 的 情况 中 是 屏 路 电池 ) 取得 一 些 能 量 , 代 替 了 
回路 中 能 量 的 部 分 耗 散 ， 取 得 的 能 量 部 分 地 补偿 了 回路 中 能 量 的 
损失 ,从 而 前 弱 了 系统 中 的 衰减 .有 反馈 印 强 ,每 个 周期 时 由 电池 馈 
大 回路 的 能 量 亦 愈 多 , 耗 散 中 被 补偿 的 部 分 愈 大 ,从 而 振动 的 哀 减 
EAR. 进一步 增加 反馈 , 流 进 回路 的 能 量 可 能 比 损失 的 能 量 还 
要 多 ， 这 时 园 路 中 的 能 景 将 要 增长 ， 在 回路 中 亦 将 产生 增长 的 振 
动 , 而 再 增 大 流 进 回路 中 的 能 晤 时 , 甚至 会 形成 非 周期 形 的 增长 
至 于 拨 动 的 增长 会 持续 多 久 、 会 不 会 停 由 以 及 何 时 停止， 这 些 问 
题 ,如 前 已 指出 的 ,如 果 只 采用 线 福 观点 的 话 ,我 们 将 得 不 到 解答 .。 

研究 线性 的 方程 ， 我 们 亦 不 能 回答 以 下 问题 ， 经 过 充分 长 的 
HAR, 系统 中 究竟 将 建立 起 什么 样 的 过 程 , 特别 是 , 在 系统 中 能 
否 有 周期 过 程 ， 我 们 只 能 断言 ,在 我 们 讨论 的 线性 系统 中 , 不 可 能 
有 局 期 过 程 。 当 系 统 越 出 我 们 讨论 所 限 的 区 域 时 , 要 回答 关于 真 
实 系统 以 后 之 情况 的 问题 , 显然 , 必须 将 系统 当 作 非 线 性 的 来 考 
虑 。 对 这 种 非 线性 的 研究 , 是 我 们 今后 的 任务 ， 目 前 我 们 只 能 指 
出 ,在 平衡 位 置 附近 不 存在 周期 振动 ,但 绝 不 是 证 明了 : 在 给 定 的 
系统 中 , 周期 振动 是 完全 不 可 能 的 。 特 列 是 ,如 果 平 衡 位 置 附近 发 
生 非 周期 型 的 增长 《不 稳定 绪 点 ), 那 末 , 这 完全 不 表示 在 系统 中 ， 
以 后 亦 不 会 有 周期 振动 过 程 。 我 们 将 要 看 到 , 在 结 点 型 奇 点 情况 
中 ,完全 可 能 存在 周期 过 程 ( 不 衰减 的 振动 ). 

现在 再 回来 探讨 关于 系统 能 量 损 失 的 补偿 问题 。 不 管 对 于 志 
系统 还 是 对 于 机 械 系 统 , 从 这 一 观点 来 看 ,情况 是 一 样 的 、 在 振荡 
器 的 情况 中 ,能 量 由 屏 极 电池 进入 回路 ,电子 管 只 是 以 必要 的 方式 
对 进入 回路 之 能 是 进行 调节 的 机 构 。 而 在 机 械 系 统 中 , 我 们 的 结 
论 亦 爹 部 适用 ,能 源 是 带动 皮带 或 轴 的 电动 机 ,这 一 能 呈 向 振动 系 
统 的 传递 , 则 是 由 摩 氛 特 柱 曲线 的 相应 形式 所 决定 的 ， 就 是 说 , 座 
擦 特性 曲线 的 形状 应 该 是 这 样 的 , 当 皮 带 (或 轴 ) 与 物体 同 向 运动 
时 , 它 对 物体 的 “帮助 ”, 比 相 对 运动 讨 , 对 物体 的 “ 隔 碍 ”要 大 些 ， 
如 果 在 瞩 荡 器 中 ,选择 了 对 应 于 人 久 反 馈 CM < 0) 的 钱 图 耦合 ,或 在 
机 械 模 雹 中 ， 工 作 点 不 是 在 摩擦 特性 曲线 的 下 降 眉 上 而 是 在 上 升 
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段 上 , 那 末 电池 或 电动 机 的 能 量 就 不 会 输入 到 振动 系统 中 去 ,而 相 
反 地 , 部 分 振动 能 量 还 要 消耗 在 辅助 机 构 中 《在 电子 管 中 , 消耗 在 
屏 极 上 ,或 首 , 在 轴 基 中 ,消耗 于 克服 阻力 )， 如 果 反 馈 的 方向 选择 
得 不 正确 ,系统 中 振动 的 衰 威 ,不 仅 不 会 碱 少 ,相反 地 还 要 增加 ， 

最 后 我 们 指出 (虽然 在 本 书 中 我 们 将 不 讨论 这 些 可 题 ), 在 有 
反馈 的 系统 上 作用 善 外 力 的 情况 中 (5 例如, 再生 式 接收 机 中 ), 也 可 
忆 在 线性 理想 化 的 基础 上 ,得 到 某 些 问题 的 管 案 . 例如, # b < 0 
《 即 在 欠 激 再 生机 的 情况) 以 及 旨 信 号 ( 即 这 样 的 信号 ,在 其 作用 下 ， 
系统 不 会 越 出 可 以 把 它 当 作 线 性 系统 来 讨论 的 区 域 ) 的 情 损 中 ,可 
以 认为 反馈 仅仅 使 系统 的 误 减 减 小 (增加 其 灵敏 度 与 选择 姓 》, 而 
不 致 改变 系统 的 “线性 ” 性质， 然而 对 于 相当 强 的 信号 , 这 个 论断 
就 不 再 正 兢 了 . 


$7. 爱 斥 力作 用 的 线性 系统 


迄今 为 止 ,我 们 研究 了 受到 淮 弹性 力作 用 的 线性 系统 ,所 请 准 
弹性 力 , 即 拉 向 平衡 位 置 且 和 系统 的 偏离 (对 平衡 位 置 而 言 ) 成 正 
比 的 力 ， 在 讨论 过 的 所 有 情况 中 ,阻尼 特 狂 各 不 相同 ,但 是 力 总 是 
拉力 。 但 是 常常 遇 到 这 样 的 系统 (从 振 盐 理论 的 观点 而 论 ,这 些 系 
统 亦 有 很 重要 意义 ), 其 中 作用 着 这 样 的 力 , 它 不 是 将 系统 拉 向 平 
衡 位 置 , 相反 地 ,而 是 推 离 平衡 位 置 , 旦 推力 的 大 小 随 系 统 位 移 的 
增加 而 增加 。 在 讨论 这 种 系统 时 ,首先 会 产生 这 样 的 问题 ， 推 力 
和 和 位移 有 : 怪 样 的 关系 呢 ? 下 面 我 们 在 研究 某 些 特例 时 会 看 到 (从 
将 任意 函 数 展开 为 级 数 的 一 般 思 想 , 亦 可 以 看 出 ), 在 偏离 的 充分 
小 的 区 域 中 ,可 流 让 为 推力 与 位 移 是 成 正比 的 。 根据 这 样 的 假设 ， 
我 们 得 到 作用 着 斥 力 , 而 不 是 拉力 的 线性 系统 。 这 些 系 统 的 性 状 
《运动 特性 ), 和 上 上面 讨论 过 的 线 竹 系 统 , 有 着 本 质 上 的 不 同 . 

作为 受 斥 力 的 线性 系统 的 第 一 个 例 于 。 我 们 讨论 数学 摆 在 上 
平衡 位 置 (不 稳定 的 ) 邻 霹 中 的 性 状 、 这 时 ,为 简单 起 网, 我 们 先 假 
ДЕН Зе] је. 61 ЧН, 如 果 解 了 由 上 平衡 位 置 算 起 


. 7] о 


СА 50), 则 摆 的 运动 方程 为 : 


mi = mgl sing. (1.66) 

ПЕРЕБОР, "ЛА КИ sing, 
这 时 方程 可 写成 形式 : f 

ë — p=. (1.67) 


到 


我 们 又 得 到 了 二 阶 线性 微分 方程 ， 这 个 方程 和 在 下 平 
衡 位 置 邻 近 区 城中 所 得 的 方程 一 桩 ,当然 , 它 不 能 描述 
Ф 角 可 取 任 意 值 的 摆 的 运动 ， 而 只 有 对 充分 小 的 9 什 
Го FRY. 

| L 相 平 面 上 的 图 象 ”在 我 们 所 讨论 的 情况 中， 
! 导出 的 方程 可 以 写作 如 下 的 一 般 形式 : 

х — вх = 0, (1.68) 
”其 中 > 0( 对 于 摆 ,» 一 g/D. ATIRE EN 
述 之 系统 的 性 状 ,可 以 任意 选 一 个 前 面 用 过 的 方法 ,也 
就 是 说 ,或 者 先 求 出 方程 (1.68) 的 解 ,然后 把 求 得 的 解 + 一 КО, 
£= РС) 当 作 积 分 曲线 的 参数 方程 来 讨论 , 或 者 , 不 积分 方程 
(1.68)， 队 中 消去 时 间 。 然 后 再 积分 之 ,并 把 积分 所 得 方程 当 作 积 
分 曲线 的 方程 米 研究 。 现在 我 们 应 用 第 二 种 方法 。 2 z = y, 可 
以 币 两 个 一 阶 方程 


8) 22 


图 50 


x = у, ў = ях, (1.69) 
来 代替 我 们 的 二 阶 方程 ,消去 时 间 , ЕН х 和? 的 一 个 一 阶 
方程 ; 


— = п 2, (1.70) 


这 个 系统 的 平衡 位 置 ( 由 条 件 dr/de = 0 5 dy/ dà: 一 0 决定 的 ) 只 

有 一 个 , В: 2—0, у 一 0. 等 倾 线 上 一 OCdy/dx = 0) ЖЕ 

轴 (x 一 0); 而 等 倾 线 £ = so(dy/d= = оо) 则 是 模 轴 O 一 0). 

为 了 精确 地 确定 相 点 在 相 平 面 上 的 轨 线 的 形状 , 必须 积分 方程 
. 38 ， 


(1.70). 分离 变 数 ,积分 之 ,得 : 
у? — пх? = С. (1.71% 

Я ЛАЗНЕ. 3 с 一 0 时 , 我 们 
得 到 曲线 族 的 两 条 斯 近 线 : у Ул K y = War， 它们 都 
通过 坐标 原点 。 坐 标 原点 是 此 积分 曲线 族 的 唯一 奇 点 。 所 有 其 余 
的 积分 曲线 都 是 不 通过 原点 的 双 曲 线 (图 51). .这 种 奇 点 ,通过 它 
的 只 有 两 条 作为 渐 近 线 的 积分 
曲线 其 余 的 积分 曲线 都 是 不 47 y Ут 
РОН), НК ЖЕ 
点 型 奇 点 。 

从 所 得 之 相 平 面 上 的 图 
象 ,我 们 可 以 得 到 什么 结论 呢 ? 
首先 ,考虑 到 : 当 速 度 为 正 时 坐 
标 应 该 增加 , 为 负 时 应 该 减少 ， 
我 们 得 到 的 相 点 在 相 平 面 的 四 
个 象限 内 的 运动 方向 , 如 图 51 
中 的 箭头 所 未。 分 析 一 下 相 点 
运动 的 方向 ,很 容易 确信 ,无 论 
相 点 于 初 瞩 时 位 于 何 处 《除了 
原点 以 及 通过 第 二 和 第 四 象限 
Й ЛЯВ y 一 一 Yn x 上 的 点 
以 外 ), 它 最 后 总 将 远离 平衡 状 
态 , 并 且 运 动 永远 不 会 是 振动 的 , 击 是 非 周 期 的 . | 

在 此 情况 中 , 相 点 运动 的 速度 , НЕРОН НР E 
相 平 面 上 的 其 他 点 上 ,. 相 速 度 都 不 等 于 零 . 这样, 即便 是 相 点 最 初 
涪 某 一 积分 曲线 向 着 奇 点 运动 【第 二 和 第 四 象限 中 的 运动 ), 在 任 
ДИН Г, ГАН у 一 —A n = 运动 以 外 ,最 后 相 点 都 将 性 
意 大 地 远离 平衡 状态 ， 因 而 ,在 我 们 讨论 的 情况 中 ,平衡 状 态 是 不 
稳定 的 ， 因 为 我 们 不 可 能 选 出 这 样 的 区 域 oe, 使 得 初 瞬时 位 于 
此 区 域内 的 相 点 ,最 后 都 不 会 越 出 给 定 区 域 & HAR. Ш.А 
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НИКЕ, НАРА k Ps, р Е 
积分 曲线 的 性 质 有 关 ， 而 和 相 点 洛 积 分 曲线 运动 的 方向 是 无 关 的 
(如 果 运 动 方向 改 为 相反 的 方向 , 奇 点 仍 是 不 稳定 的 )*. 

至 于 沿 渐 近 线 y = —A n x 的 运动 ,它们 是 某 种 特殊 情况 ,这 
时 系统 仅 能 趋 近 于 平衡 状态 。 相 点 以 趋 于 零 的 速度 趋向 坐标 原 
点 ,但 在 有 限时 间 内 不 能 到 达 坐 标 原 点 。 对 于 这 种 称 为 有 限 运动 
的 情况 ,我们 以 后 还 变 详 细 地 进行 讨论 ， 但 是 ,这 科 趋 疝 于 环 称 定 
平衡 状态 的 运动 发 生 的 可 能 性 如 何 ,只 要 简单 地 考虑 一 下 ,就 很 清 
T. 实际 上 , 当 摆 离 并 上 平衡 状态 有 某 一 初 储 离 时 ,总 可 以 选择 
出 这 样 的 .完全 确定 的 初速 度 , 使 得 摆 在 初 明 时 的 动能 恰好 等 于 把 
到 达 平 衡 状态 折 应 作 的 功 ， 如 果 这 个 初 逐 度 是 指向 平衡 位置 的 ， 
那 末 搜 将 向 这 个 位 置 运动 , 旦 应 该 到 达 平 衡 位 置 。 但 是 , 象 区 后 将 
看 到 的 ,如 果 能 够 完全 精确 地 给 定 这 样 选 好 的 初速 度 , 搜 也 只 有 经 
过 无 限 长 的 时 间 , 才 能 到 还 平衡 状态 . 

然而 ,向 平衡 位 置 运动 的 这 一 等 殊 精 况 , 当 然 不 会 推翻 我 们 的 
论断 : 在 此 情况 中 平衡 状态 是 不 稳定 的 。 因为, 对 于 任意 的 初始 
条 件 , 只 要 它 和 专门 选 定 的 .严格 地 符合 渐 近 线 方 程 y == —A/ n x 
的 状态 不 相同 , 系统 总 将 远离 平衡 状态 ， АЕ 
永远 亦 不 会 精确 光 误 地 实现 ,因为 它 对 应 于 一 个 初始 状态 ;而 不 是 
初始 状态 的 一 个 有 限 区 域 ， 这 种 初始 状态 (更 正确 地 说 , 一 条 “ 初 
ARERO 不 构成 初始 状态 的 一 个 有 限 区 域 , 也 不 可 能 在 系统 中 
完全 精确 地 给 定 。 换 句 话说 , 如果 恨 定 所 有 的 初始 状态 都 是 等 概 
率 的 , 那 末 这 种 对 应 于 向 车 奇 点 运动 的 初始 状态 的 概率 就 等 于 零 . 
因此 系统 的 所 有 真实 运动 都 将 使 系统 远离 平衡 状态 . 

现在 得 来 研究 另 一 情况 , 在 此 情况 中 , 系统 内 除 斥 力 之 外 , 还 
有 阻尼 存在 ,并 且 阻 尼 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 ， 在 上 平衡 位 置 
邻近 ,对 受到 与 速度 成 正比 的 阻力 的 摆 的 研究 , 便 属 于 第 一 种 情 


* 如 果 在 将 二 阶 方程 C1.68) 写成 (1.69) FF, Ez: # = 一 yO 二 — пк), 则 将 出 
现 这 里 所 指 的 方向 改变 . 二 种 化 为 一 女方 各 组 的 方法 ， 原则 上 没有 区 别 ， 只 是 本 
фея икея ЕЕ, 
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W. 在 此 情况 中 , 揪 述 系统 运动 的 方程 是 
ф + 2 — п = 0, (1.72) 
其 中 s = g/l, h> 4， 在 上 平衡 位 置 邻 域 中 的 弗 罗 特 摆 的 研究 
《当然 是 在 线性 理想 化 之 下 ), 便 属于 第 二 种 情况 , 亦 即 方程 《4.722 
中 记过 0 的 情况 . 
2. 电 系统 УНЕ, 对 所 请 的 负 阻 管 振荡 器 (图 
52) 进行 研究 时 , 我 们 得 到 和 和 同 的 方程 (1.72; ARATAKE, 由 
于 其 中 的 四 极 管 之 屏 极 特性 曲线 г, = ple) (图 53) RA TER 


(Z < 0 成立 的 那 一 股 ) , 可 能 产生 自 振 对 我 们 研究 之 系统 的 


线路 , 根据 克 希 著 去 定律 ,可 给 出 
i=in He, LË +Ri=E,—u 
dt dt 
或 者 ,消去 电流 i 后 : 


, | 
LEŽ“ 十 [вс + L ра Sg и + Кі, Е,. (1.73) 
ай аі di 


对 于 平衡 状态 有 : de/d 一 0, ија = 0, Edifu 
f н 十 Ri = Es (1.74) 
将 所 得 的 方程 与 四 极 管 特性 的 方程 i = po 联 立 求解 (图 53 中 


E 52 图 53 


D 电子管 的 屏 极 特性 , РОЯ, Aa НВ h Е CHO) БАН, PE 2928 СВЕ 
F], BE s, AIBE HE a ауаз А, РАВЕНУ АНРИ ЯНУ CH PEEB AR Ob EE E, Е 
SARDA TER, АТА ЛЕН Е ДЕГ ГАТР, MRE rh p= E ГРАН 
应 所 致 ， 


$ BÍ = 


给 出 了 图 解法 ); 我 们 就 求 击 所 讨论 之 电路 的 平衡 状态 ;显然 ,对 给 
定 的 四 极 管 特性 , 由 于 是 及 Е, 的 不 同 , 可 能 得 到 一 个 或 三 个 平衡 
状态 +. i 

我 们 假设 与 E, ВЖЕ, E ZE K bk ii ED BJ T Ë Ë 
[p Gy < 01 上 有 平衡 状态 Си = а, з = i), 仅 限于 在 这 个 平 
衡 状 态 附 近 的 琢 振 动 区 域 中 进行 研究 , 令 

ии фи, 
其 中 ”充分 小 ,可 以 把 四 极 管 的 特性 看 成 是 线性 的 ; 

i = -— ФР, | C1.75) 
其 中 % = 一 pCa 是 四 极 管 屏 极 特性 曲线 下 降 眉 上 工作 点 处 的 
训导 的 绝对 值 ， 在 这 一 微 振 动 的 区 域内 , 我 们 显然 可 以 得 到 下 列 
二 阶 线 性 微分 方程 ; 

Le F [вс — 151 2 4 (1 Е)» 0, (1.76) 

а? d: 
象 以 前 各 情况 一 样 ,这 个 线性 方程 , 只 有 在 屏 压 + ВОЙ s 值 
CHI > 充分 小 ?的 有 限 区 城中 ,才能 描述 杀 统 的 振动 ， 

如 果 RS < 1， 则 我 们 得 至“ 普通 的 ”二 阶 微分 方程 , 它 是 一 
个 撕 述 受 “ 拉 力 ” 的 系统 , 并 受到 或 正 或 负 的 阻尼 作用 , 这 取决 于 
RC — 15, КАФЕ. 车 Ra > 1 (回路 电阻 充分 大 ), 则 得到 和 方 
程 (1.72) ЖЕ ГЕ Е АКАНОВА. 

3. 鞍点 型 的 奇 点 总 之 , 我 们 研究 过 的 两 个 系统 一 一 在 上 
平衡 位 置 近 旁 的 择 ( 普 通 拉 或 弗 罗 特 探 ) 以 及 特性 曲线 下 降 自 土 之 
平衡 杖 态 近 旁 的 负 阻 管 振 荡 器 ( 当 RS, > 1), 在 相应 的 简化 之 下 ， 
都 导出 线性 微分 方程 

£ + 25x — nx = 0, C1.77) 


* 图 53 所 示 之 情况 给 出 三 个 平衡 闫 害 , 当 R 及 EE ЕН, Нач Ri, = ЕКЙ 
FAE, 可 能 得 到 愉 有 -一 个 次 点 的 情 帝 ,但 是 东 有 可 能 得 到 有 二 个 移 点 的 情况 
其 中 一 个 是 切 点 7}, 这 时 系统 处 于 临界 情况 ,而 净 界 情况 在 杠 桑 绕 中 不 存在 。 由 
于 本 书 着 置 研 究 的 是 粗 系统 ,所 以 往往 这 种 可 能 情况 不 列 入 可 能 情况 ,今后 常常 
有 这 种 据 法 ,其 用 意 就 是 这 样 -一 译 者 注 . 

D БУН ,在 这 个 情况 中 , 除了 我 们 研究 的 那个 平衡 状态 之 外 , 负 阻 符 振 世 器 还 有 
РИ, 它们 是 稳定 的 结 点 或 眩 点 ， 
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rep aw 


其 中 za>0( 对 于 摆 a= g/1, 对 于 负 阴 管 振荡 器 n==(RS.—1)/ LC), 
而 可 有 任意 符号 . 

微分 方程 (1.772 的 特征 方程 

Д + 244 — m = 0 f 
有 实 根 , 且 此 二 根 反 号 ,这 和 系数 的 符号 无 关 , 它 们 是 
. ¿u == Мн 
《以 下 用 а 记 正 根 ,一 gq; 记 负 和 根 ; 9 及 和 0). МЕ, Л (1.77) 
的 通 解 可 写 为 : | 
r = Дет - Вече, (1.78) 

ТЖ х, y ELE G = z, НМА) 的 积分 曲线 ,从 

等 价 于 方程 (1.77) 的 一 阶 方程 


£= y, $= пу — 25y (1.79) 
中 ,消去 时 间 , 即 用 第 一 个 方程 除 第 二 个 方程 ,得 : 

у од. (1.80) 

ах y 


ЗВ — H, 坐标 原点 〈《x = 0, y = 0) ДЕНЕА {唯一 
ВОР). ХРЕН XJ dy/dx = x ПЗУ, ЦЕ 
Я — 28 + n Z 一 “或 | 

z x 
к 十 F `” 


Ep, SHR к = 0( 亦 好 dy/ dz = 0) 是 直线 


у == (1.81) 


ті 
y = — х, 


2 点 
ПОЗЕ s = ооду ах = оо) ЛЕНЕ (y = 0). 在 这 个 情况 中 ， 
和 结 点 型 奇 点 的 情况 一 样 。 有 两 条 通过 奇 点 的 积分 曲线 一 一 直线 
?一 一 gx 与 ?二 9x。 为 了 确定 其 余 积 分 曲线 的 性 状 , 象 以 前 一 
样 ,积分 方程 C1.80), 得 ; | 
Су — ху = С(у + аа, (1.82) 
ЖЕД y = qx Му = 一 9 为 渐 近 线 的 双 曲 线 型 曲线 族 的 方程 ， 
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图 55 


显然 ,二 海 近 线 分 别 通 过 不 向 的 象限 。 对 所 讨论 的 这 一 情况 ,积分 
曲线 如 图 54 ОР В < 6) ЖИ 55 РА > ORR. 


И 


56 


А 
— = s 


为 了 说 耻 积 分 曲线 的 形状 ， 
可 以 象 前 面 讨论 忽 点 型 奇 点 的 情 
况 那 样 , 引 人 和 人 新 变数 : 
и = у — gx, р = y + 4х, 
并 把 方程 《1.827 化 为 
, = С. 
= 
HH а = а/д; >> 0, 这 个 方程 在 
as 平面 上 上 确定 一 双 曲 线 型 由 线 
BE, НР ХИ E А В СЯ 
56)。 因 此 ,在 x, ?平面 上 ,方程 


(1.32) 也 确定 一 双 曲 线 型 的 曲线 族 , ЖИП у= фк 与 
у = 一 фх, 它们 是 s, и 轴 经 过 道 变 斤 而 得 到 的 直线 ， 

这 样 , 我 们 看 到 , 正 的 或 负 的 电阻 的 存在 , 原则 上 不 改变 受 斥 
Л ИЈАН. яр КЕҢ Р ИКА ЈЕВ, Н ЖаН 
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所 有 的 送 动 , 景 终 都 海 使 系统 远离 平衡 状态 。 但 是 经 过 充分 长 的 
时 疝 问 隔 后 ,系统 将 远离 平衡 状态 任意 地 多 远 , 天 而 , 必定 会 越 出 
我 们 限于 讨论 的 区 域 ( 即 系统 可 以 看 成 是 线性 的 区 域 )， 就 是 说 ， 
在 这 个 情况 中 , 和 负 阻 尼 的 情况 一 样 ( 亦 即 , 一 般 地 在 所 有 具有 不 
稳定 平衡 状态 的 情况 中 )， 只 有 在 一 定 的 时 间 间隔 内 。 且 初 偏离 不 
大 时 ,在 系统 还 来 越 出 “线性 区 域 "之 前 ,才能 用 线性 的 理想 化 来 描 
述 系统 的 性 状 ， 

我 们 以 下 述 对 以 后 极为 重要 的 注 记 ， 来 结束 对 线性 系统 的 讨 
论 ， 在 我 们 讨论 过 的 、 各 种 线性 系统 在 相 平 面 上 的 图 象 中 ,除了 无 
阻尼 的 谐振 子 以 外 《 亦 邯 除了 保守 的 线性 系统 以 外 》, 在 相 平 面 上 ， 
都 没有 给 出 封闭 的 积分 曲线 , 且 所 有 的 积分 曲线 ,都 有 着 趋向 无 限 
远 的 支线 。 同 时 周期 过 程 应 该 对 应 于 相 平 面 上 的 闭 积分 曲线 ， 因 
此 ,我 们 从 对 线性 系统 的 研究 ,可 得 出 下 列 重要 的 结论 : 在 线性 非 
保守 系统 中 ,局 其 过程 根本 是 不 能 存在 的 . 


a #5. 


二 价 “ 非 线性 保守 系统 
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在 进行 宏观 的 研究 时 , 我 们 总 是 遇 到 非 保守 系统 , 亦 即 , 在 运 
动 中 总 能 量 不 保持 常 值 而 有 耗 散 的 系统 但是 在 许多 情况 由 , 能 
量 耗 获 的 过 程 非常 组 慢 , 它 对 系统 运动 性 质 的 影响 又 是 非常 的 小 ， 
以 致 不 著 咏 这 种 影响 ,并 假定 系统 的 势能 和 动能 之 和 是 不 变 的 ,就 
可 网 毅 明 一 和 桑 列 重要 的 问题 进行 了 这 样 的 理想 化 ， 我 们 就 得 到 
关于 保守 系统 的 概念 . 

在 男 一 些 情况 中 , 系统 能 量 耗 散 非 常 地 快 , 以 致 为 了 《在 给 定 
的 精确 度 下 ?回答 某 些 问题 , 即 在 第 一 砷 情况 中 把 系统 当 作 是 保守 
的 就 可 回答 的 问题 ,现在 我 们 已 经 不 能 再 忽略 能 量 的 耗 散 , 而 必须 
把 系统 看 成 非 保 守 的 来 研究 、 我 们 不 只 一 次 地 指出 过 , 把 系统 划 
ПИ одур Е 是 我 们 对 真实 物理 系统 进行 理想 化 

结果 , 而 且 允 许 进行 理想 北 的 那些 特性 , 不 仅 依 赖 于 系统 的 性 
m, 而 且 还 和 我 们 感 兴 趣 的 问题 的 特性 有 关 ， 例如 ,为 了 解决 受到 
TUBE JIRJEES RA EKE ERRAI E HRERS 
ВКШ ЕВ ) LEAK KREA LEA ру, "НАЛ 
地 把 系统 看 成 是 保守 的 , 亦 即 , 认为 动能 与 势能 的 总 和 保持 不 变 . 
如 果 我 们 感 兴趣 的 是 摆 在 非常 长 时 间 内 的 运动 特性 问题 , 那 末 ,再 
把 系统 看 成 是 保守 的 , 便 不 能 对 这 个 问题 作出 正确 的 回答 ,尽管 能 
量 耗 散 得 很 慢 , 经 过 充分 长 的 时 间 记 ,能 量 的 耗 获 战 会 使 系统 中 剩 
RARER EER NARA KAER DED. 同样 地 , 如 果 我 们 
感 兴趣 的 时 间 还 是 不 太 长 的 请, 行星 (如 地 球 ) 的 送 动 亦 可 以 看 作 
是 保守 的 运动 。 在 十 分 大 的 村 间 人 间隔 内 (包含 若干 地 质 了 时 期 }, 为 
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次 阻力 以 后 ,就 不 能 假定 系统 是 保守 的 了 ， 

正 象 已 指出 过 的 ,能 不 能 理想 作为 保守 的 系统 , л Аар КР 
点 及 系统 的 性 质 有 关 的 ， 对 于 癌 一 个 问题 一 一 关 于 摆 在 一 百 个 局 
期 时 间 内 的 送 动 问题 , 如 乐 摆 是 在 有 很 大 阻力 的 介质 中 送 动 的 话 ， 
采用 保守 的 理想 化 ,就 不 能 作出 任何 回答 .在 这 一 情况 中 ,每 一 次 
捍 动 都 要 消耗 掉 初 能 量 的 相当 大 一 部 分 , 因而 在 等 于 109 个 周期 
的 时 间 内 , 摆 的 动能 与 势能 之 和 甚至 不 能 近似 地 认为 旦 常量 

研究 保守 系统 :除了 可 以 直接 给 出 一 系列 问题 的 解答 之 外 ,由 
于 下 列 原 内， 对 我 们 还 有 着 特殊 的 意义 。 第 一 , 对 保守 系统 的 研 
究 , 能 够 相当 深入 地 曾 明 一 些 丢 念 《 相 平面 , 奇 点 ,周期 运动 , 稳定 
性 动力 学 系统 对 参数 的 依赖 关系 等 ), 这 些 概念 对 于 研究 我 们 的 基 
本 问题 一 一 自 振 系 统 理论 ,是 必要 的 ， 第 二 ,研究 保守 系统 所 以 必 
要 ,因为 在 某 些 情况 中 , 所 以 能 够 研究 自 振 系统 , 是 由 于 它们 和 保 
守 系 统 非常 近似 的 级 故 . 

还 应 指出 ,对 于 整个 物理 学 来 说 ,保守 系统 理论 有 着 非常 大 的 
ЭН. 


$2. 最 简单 的 保守 系统 


”我 们 来 研究 最 简单 的 单 自卫 度 自治 保守 系统 : 质点 在 只 依赖 
于 距离 的 力 的 作用 下 沿 直 线 的 运动 。 质点 的 位 置 完 全 确定 于 一 个 
$ А х, 系统 的 力学 状态 可 由 给 定点 的 位 置 x 和 点 的 速 
BE + = y 来 确定 。 点 的 质量 , 为 计算 简单 起 见 , 取 为 一 单位 ; 十 分 


D 首先 是 对 于 物质 结构 理论 。 运 愉 拉 普 拉 斯 时 代 起 , 特别 是 在 能 好 守恒 定律 发 现 
рж, 具 那 时 起 大 们 开始 把 热 当 作 动 能 的 一 逢 形式 来 研究 , 物理 学 家 们 很 定 了 
在 微观 世界 里 作用 着 保守 力 。 活着 这 一 方向 取得 巨 天 成 就 的 有 : 气体 动力 论 ， 
晶 格 理论 等 . 为 了 决定 原子 的 定 态 状态 ,仅仅 在 求 任意 常数 时 假定 一 定 的 步 野 ， 
入 而 所 谓 的 担 量 子 力学 亦 采 月 了 保守 模型 БЕТОН, 虽然 不 承认 对 
个 别 袜 粒 运动 的 时 - 空 拱 述 , 但 在 列 薛 定 请 CSchredinger) 方程 以 前 , ИЕ 
知道 “理想 原 了 模型? 的 哈密 尔 顿 (Hamilton) 畏 数 的 ， 从 某 种 观点 来 看 ,全 部 
原子 力学 的 发 展 可 以 看 作 是 哈密 尔 顿 保守 力学 的 发 展 . 
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二 定律 ,可 写成 一 个 二 阶 方程 的 形式 : 


= f(x) C2.1) 
` 其 中 (x) 是 力 ; 或 写成 两 个 一 阶 微分 方程 的 形式 : 
A B pa 
di ys d: ICG), (2.2) 


LUBER T A FERRAT ba dd , ИГА ВХ FC) 是 在 整个 直线 С — 00 
< z < 90) Е, 换 句 话说, JO) 在 直线 * 的 每 一 点 
ЕАО. 

我 们 知道 ,确定 相 平 面 上 积分 曲线 的 微分 方程 是 : 


dy IO) ар у ph 
w x 或 py pr, у), (2.3) 


其 中 pCx, y) = f(x)/y， 相 点 在 相 平 面 上 沿 积分 曲线 将 怎样 运动 
呢 ? 我 们 已 经 指出 过 , 因为 ?是 速度 , 所 以 当 y > 0 时, 即 在 上 半 
相 平 面 中 , 相 点 的 运动 使 * 增加 ;而 当 y < 0 时 , 即 在 下 半 平 面 中 ， 
使 * 减少 。 用 这 样 的 方法 , 就 确定 了 沿 相 轨 线 的 运动 方向 。 祝 点 
运动 的 速度 v 可 以 表 为 : 


0 = £ Jy + (y - му + ИР, 


我 们 再 提醒 一 次 ,必须 把 位 置 改 变 的 速度 (质点 的 速度 》 和 状 
态 改变 的 速度 ( 相 点 在 相 平面 上 运动 的 速度 ) 区 别 开 来 .第 一 个 速 
度 ах/ d: = y EFA, 而 第 二 个 速度 


s L ay a aE = dy Y 
а, му + 0) ] y i+ (2) C2.4) 


等 于 所 讨论 的 积分 曲线 在 该 点 的 法 线 长 度 *。 由 表达 式 (2.4), 可 
以 直接 导出 我 们 已 经 指 - 相 点 在 相 和 平面 的 每 一 点 


D 我 们 将 采用 这 样 的 名 词 : WERE (x) ZE = 值 的 给 定 区 城内 的 每 一 点 上 ,都 着 
全 纯 的 , 亦 即 , 在 等 一 点 的 邻 域 中 ， ЭБЛЕ ВАТТ НУВ, 
我 们 将 称 濡 数 是 该 区 域内 的 解 天 函数 . 

”一 点 的 法 线 长 度 等 于 愉 访 点 起 沿 法 线 到 与 x НН Нм НЕ, 
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土 , 都 具有 有 限 的 .不 等 于 零 的 速度 ,但 应 把 平衡 状态 ( 奇 点 ) 除 外 ， 
在 平衡 状态 上 同时 有 ; 

у= 0 与 f(x) = 0, (2.5) 
REXER AA АНБ РАНА НИИ х НЕ, ЭНН 
标 满 足 方程 3С) = 0, 

设 在 相 平 面 上 给 定 了 一 个 点 Gre уа), 试 疝 ,是 不 是 总 能 找到 
通过 此 点 的 积分 曲线 ,并 囊 这 样 的 曲线 是 不 是 唯一 的 ? 除了 7 一 0 
与 Lx) 一 0 的 奇 点 以 外 ,方程 (2.3) 在 相 平 面 的 每 一 点 上 ,都 能 确 
定 出 唯一 的 切线 方向 . 

我 们 来 证 明 , 在 我 们 的 情况 中 , 通过 相 平 面 的 每 一 个 常 点 , 有 
一 条 且 仅 有 一 条 积分 曲线 .我 们 知道 ,如 果 满 足 科 和 希 定理 的 条 件 "， 
这 样 的 昌 线 存在 而 且 唯 一 .我 们 把 了 当 作 的 函数 ,并 将 研究 方程 
dy/dx = }(х)/у = plr, yp ERANA H, do /dy = — Кут, 
固 此, y 一 0 是 相 平面 上 科 和 希 条 件 林 成立 的 点 的 几何 位 置 . 现在 
将 x BREY 的 函数 .这 时 ,微分 方程 (2.3) 可 写成 形式 : dr/dy 
= y/JG)— ФСх, у). ERMAR, аф/ах = ур Ск) [FO 1, 
条 件 fx) = 0 破坏 了 连续 性 的 条 件 , 因 而 ,对 于 这 个 方程 , 科 希 定 
HEAR К) 一 0” 上 不 成 立 ， 我 们 仅仅 是 从 不 同 的 观点 出 发 ， 
讨论 同一 个 微分 方程 (2.35 的 。 此 时 ,我 们 所 得 的 不 同 结果 决 不 矛 
息 , 因 为 科 希 条 件 只 旦 唯一 性 的 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 。 因而 ,我 
们 可 以 断言 ,除了 于 同时 有 yy 二 0 及 fx) = 0 的 点 , 即 奇 点 以 外 , 通 
过 相 平面 上 的 每 一 点 ， 有 一 条 且 仅 有 一 条 积分 曲线 ， 我 们 以 后 就 
会 看 到 , 在 我 们 讨论 的 保守 杀 统 的 情况 中 , 奇 点 上 的 积分 曲线 , 或 
者 相交 , 且 一 般 来 说 有 不 同 的 切线 ,或 者 退化 为 班 立 点 , 根本 没有 
切线 。 相 点 的 速度 


v = iy + y (>) <2.6) 


D ЖРТВЕ СИУ Е Way ge tr Ek УЕ АТА н, рее Fp 
附录 I. 


* “直线 FG) = 的 售 义 是 这 样 的 ， 设 x) = 0 НЗ ть, rae, Hü x = x, 
E= ха, 77е АНН НЕЕ. 
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处 处 都 可 单 值 地 确定 , 并且, 象 我 们 已 见 到 的 , H yE ЕЕ 
=. 由 此 , 根据 连续 性 可 知 ,， 相 点 在 奇 点 近 旁 将 降低 运动 的 束 
Ez. 

设 方程 组 《2.2) 6-Б (3838478318 300) 在 整个 > 直 
线 上 都 解析 时 , 这 个 区 域 就 是 全 平面 ), 满足 科 和 希 定理 条 件 ， 由 此 
可 以 推出 ,对 于 所 研究 的 动力 学 系统 ,过 去 和 将 来 都 单 值 地 决定 于 
现在 , 因为 初始 条 件 的 值 单 值 地 决定 着 运动 , 或 者 说 , 决定 着 方程 
组 (2.2) 的 解 . 

对 于 涪 交 于 奇 点 的 积分 曲线 的 运动 ,这 是 否 还 是 正确 的 呢 ? 
或 省 (局 样 地 ), 初 脱 时 位 于 通过 奇 点 的 积分 曲线 上 的 相 点 (但 不 在 
琳 点 上 ), 能 否 在 有 限时 间 内 到 达 奇 点 呢 ? 我 们 将 证 明 这 是 不 可 能 
ÉS: 初 瞬 时 相 点 在 相 平面 上 的 位 置 不 是 方程 (2.3) 膏 点 时 ,这 一 相 
点 只 可 能 随 着 : 的 无 限 增 大 而 新 近 地 趋向 于 奇 点 

首先 ,我 们 作 以 下 的 注 记 ， 正 象 我 们 已 经 有 君 到 的 ,要 描绘 晶 线 
在 相 平面 上 的 图 和 象 , 可 以 用 一 个 方程 (2.3), 并 且 利 用 它 来 研究 积 
分 曲线 , 或 者 , 亦 可 以 用 方程 组 C2.2), 并 且 用 它们 来 研究 相 轨 线 ， 
实质 上 可 以 说 ,在 第 二 种 情况 中 ,求解 后 我 们 得 到 的 不 是 那些 积分 
曲线 的 方程 , 不过 是 由 参数 形式 = r0), y = у 给 出 的 , 或 
者 说 , 得 到 了 要 点 在 相 平 面 上 沿 积 分 曲线 运动 的 规律 。 同一 曲线 
族 的 这 两 种 表示 方法 的 差别 , 在 下 述 祖 襄 中 表现 得 特别 明 如 ， 18 
x 一 хоз у 一 уо 是 方 各 C2.3) ЗЕНИК, 间 单 个 方程 (2.3) 不 
满足 科 希 定理 条 件 的 点 的 坐标 ;而 在 我 们 的 情况 中 , = — x, у 一 y 
却 是 方程 组 (2.2) 的 满足 科 希 定理 条 御 的 点 ， 

不 难 由 直接 代入 来 证 实 : 函数 组 x = x y 一 各 是 方程 组 
(2.2) НО, 亦 即 , 点 ro уо 是 方程 组 (2.2) 的 平衡 状态 , 这 一 点 我 
HERAT .应 指 出 的 是 ,因为 在 这 一 情况 中 ,方程 组 (2.2) 的 解 
《对 应 于 平衡 状态 ) ЖА +, 所 以 给 定 初始 值 = д, x = za, 
y = Yp 对 任意 的 tos 我 们 得 到 形式 为 x = к. y = y 的 解 . 


t 根据 方程 (3.33，x 是 方程 FC) = Ü ВВП yo = 0, 
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运动 的 速度 , 我 们 已 说 过 , 是 减 小 的 , 并 且 随 着 无 限 趋 近 平衡 状态 
而 趋 近 于 零 ， 试 问 , 相 点 能 不 能 在 在 限时 间 内 到 达 平 衡 状 态 ,或 者 
象 我 们 已 指出 的 那样 , 它 只 能 渐 近 地 趋向 平 贷 状态 , 却 永远 也 不 能 
达到 该 点 ? 假定 第 一 情况 成 立 , 即 相 点 按 规律 хх, y = y (2) 
运动 . 当 : 一 w 时 不 在 平衡 状态 , ПЕ ERIR (Ca, > а) 可 
ВАЗЕ кк, y= у, 的 平衡 状态 , ЛКП хо (А), =r. 
租 这 时 我 们 便 得 到 了 两 个 解 ,它们 满足 同一 禾 始 条 任 ( 当 2 = n, 
х 一 xe Y — у0), 一 个 解 是 x = ло, y = ya 男 一 个 解 是 x = (г), 
у=у(:). 后 者 是 不 可 能 的 , 因为 正 象 我 们 刚刚 对 方程 组 2.2) 
所 说 的 那 冬 ,在 点 x 一 x y = y。 上 , 科 项 定理 条 件 是 满足 的 . 

应 指出 ,以 后 我 们 还 会 遇 到 一 些 方程 组 (类似 于 (2.2) 或 更 一 
般 的 形式 ), 这 些 方程 组 在 相 平面 的 某 些 点 上 , 不 满足 科 希 定理 的 
条 件 , 例如 , 将 要 遇 到 某 些 真实 物理 系统 的 这 样 的 动力 学 模型 , 其 
运动 方程 的 右 端 是 不 连续 的 《例如 曼 到 王座 胺 及 库 分 摩 涉 的 振动 
系统 y。 对 于 这 种 楼 型 , 我 们 的 论断 : 现在 可 以 决定 过 去 ,一般 来 
说 ,是 不 正确 的 。 辣 样 地 ,在 这 些 情 况 中 ,一 般 而 论 ,我 们 亦 不 能 肯 
yE: 系统 在 有 限时 间 内 不 能 到 达 平衡 状态 。 还 要 指出 , 在 这 些 情 
况 中 , 单个 方程 (类似 于 (2.3) ) 的 奇 点 并 不 是 永远 对 应 于 平衡 状 
态 的 . | 


$3. Уи ИЕ 


任意 一 个 动力 学 系统 ， 如 果 我 们 知道 了 它 在 相 平 面 上 的 全 部 
积分 曲线 , ЯЖ, 对 于 不 同 初始 条 件 下 系统 的 一 切 可 能 运动 , 我 们 
就 有 可 能 立即 获得 一 个 总 的 完整 图 象 ， 保 守 系 绕 的 积分 曲线 的 研 
究 非 常 简单 ,这 是 由 于 方程 《2.1 可 以 积分 出 来 , 因为 它 的 变数 可 
岂 分 离 。 得 到 的 积分 为 : 


2 + VG) = h, (2.7) 


» 4] >» 


Hh vO O 是 这 样 的 , CE te = — JG, 而 天 是 积分 常数 ， 
在 我 们 的 情况 中 , 这 个 方程 表示 着 能 量 守恒 定律 ， 实际 上 ， 9/2 
= mx2/2 是 动能 ,V(x) 二 一 | ffzyaz 是 系统 中 作用 力 之 功 的 负 


B. 也 就 是 系统 的 势能 .4 是 所 请 的 能 量 常 数 , 它 依赖 于 初始 条 件 . 
一 定 的 上 对 应 于 一 定 的 初始 条 件 〔 当 :一 0, x = zo y = yo), 

如 果 我 们 给 定 #。 则 则 一 个 到 值 对 应 着 无 限 多 的 系统 状态 
(х, y)— =, y 平面 上 的 一 整 条 曲线 у = $) 《 它 可 以 有 若干 弧 
立 支 线 ) , 称 之 为 等 能 量 曲线 , 如 果 所 讨论 的 运动 的 总 能 量 等 于 4， 
那 末 相 点 将 沿 这 条 曲线 的 一 个 支线 运动 ， 也 可 能 发 生 这 种 梢 况 ， 
给 定 上 以 后 ,我 们 找 不 到 满足 方程 (2.7) 的 实数 值 < 及 y， 这 意味 
着 ,在 系统 的 任何 实际 运动 中 ,都 不 可 能 有 这 样 大 小 的 能 量 . 

在 今后 的 研究 中 , 我 们 将 假设 f(x) 以 及 V(x) 是 全 部 z ВПАВ 
上 的 解析 函数 (其 后 我 们 还 要 研究 这 个 假设 不 成 立 的 一 些 例子 ). 

BAR V(x) 是 给 定 的 ,这 样 便于 进行 研究 ， 应 该 指出 ,使 
JG) РЕКИ с, ох я, ВЕР, 同时 也 使 
VOO 等 于 零 . 因 而 ;这些 值 对 应 于 势能 УС 的 极 值 , 亦 即 ; 或 是 
Ел, RERA ВЕРЕЯ A. ЕАН 
НЕ, ЗУЛУ ЕЕ (2.3) 的 奇 点 进行 分 类 . 

在 讨论 分 类 问题 以 前 ,首先 对 相 平 面 上 的 积分 曲线 的 形状 , 作 
一 些 一 般 性 的 说 明 : | 

D Б (2.0 КУН, ВОНО RER 
所 有 曲线 都 和 > 轴 对 称 . 

2) 积分 曲线 上 有 铅 息 切线 的 点 的 几何 位 置 (这 很 容易 由 (2.2] 
НЕ х 轴 , 例 外 的 可 能 是 奇 点 . 

3) 积分 曲线 上 有 水 平 切 线 的 点 的 几何 位 置 是 平行 于 > 轴 的 
НА, 其 方程 为 x = x,, 其 中 ;是 方程 f(x) = 0 的 根 , 但 这 些 直 
线 与 * 轴 的 交点 应 除外 ,这 些 交 点 就 是 奇 点 ， 

如 果 给 定 了 势能 V (=), 这 是 今后 假定 成 立 的 , 那 末 就 可 以 指 
出 一 个 在 相 平 面 上 构造 积分 曲线 的 简单 方法 ， 为 此 目的 , 利用 一 
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ЕЕ “ВЕБЕ, 并 以 z, z ЕЯ, 在 这 个 平 
面 上 作出 势能 = = V(x)、 因 为 
> = à — Vla), 


那 末 ,如果 给 定 4 CARER) 刚 动 能 可 表 为 到 与 了 tx? 之 差 的 形式 ， 
正和 象 我 们 所 说 过 的 ， 如 果 动 能 是 页 的 。 那 末 就 不 可 能 有 对 应 的 运 
5). 

图 57 上 ,对 一 特殊 形状 的 曲线 = 一 Vx), 作出 了 能 量 平衡 图 
的 一 段 ， 为 了 在 相 平 面 上 作 测 积分 曲线 ”, 为 方便 计 , 我 们 把 此 相 
平面 帮 在 能 量 平衡 图 的 正 下 面 ,必须 依次 由 求 出 差 4 一 了 (z) 的 平 
方 根 , 并 按 得 到 的 值 在 相 平 面 上 x 轴 的 上 面 及 下 面 标 出 相 点 ， 在 
作 图 时 不 要 忘记 , 刚才 曾经 指出 过 , 所 有 积分 曲线 , 如 果 它 们 不 是 
在 奇 点 与 * НЗ У, 则 在 与 х 轴 相 交 的 点 上 就 有 刍 垂 的 切线 ?>， 

利用 已 经 不 正 一 次 采用 过 的 想法 。 不 难 求 出 语 这 样 得 到 的 曲 
线段 的 运动 。 改变 А, ТЕРЕ УНАВ. 


ра) 


2 
— — i _ z | I г = 
| | 
1 pas 
т 1 | Ы 
р 
F 


И 
=== h +, 


图 57 图 58 


1) ЕЛЕЕМ, Нун АНТИ, 包办 表示 的 不 是 y, 而 
E y 2. 

2) 积分 曲线 与 x 轴 之 交点 的 横 坐 标 x, Ku plik sE FO: ИС) = A. ERAAN 
情况 中 ,点 r = = REAR, М Ка) == 0, 
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以 下 利用 这 个 方法 采 解 决 我 们 的 问题 一 一 在 相 平 面 上 作出 平 
衡 状 态 附 近 之 积分 曲线 的 图 每 ， 我 们 从 对 应 于 势能 航 小 值 的 平衡 
状态 开始 . 

RITETE x = x 处 有 极 小 值 , 并 且 VOD = b. #EF x = х И 
近 , 能 量 平衡 图 的 形状 如 图 58 ВРК. ñ = 所 的 积分 曲线 逮 化 成 坐 
ẸRI x = z, y = ОНА А. FADERN 2 — АСБ, > А), 我 
ПЕНН. 请 这 一 闭 电线 之 运动 的 方向 。 很 容易 用 普 

对 于 浩 闭 积分 曲线 的 运动 , ВСЕЖЕ, BHEE ВОВЕ, 有 两 次 
变 为 零 : 当 x == o Ej x = B HJ (Ed 58): 相 点 的 速度 无 论 在 稻 平 面 
上 的 那 一 点 都 不 等 于 零 , 因为 我 们 的 曲线 不 通过 奇 点 。 沿 闭 曲 铸 
运动 的 相 点 , 经 过 有 限 的 时 间 后 , 又 回 到 原先 的 地 方 ， 由 上 可知， 
З РКА. ЖЖ, A T PEA] АСА, < А < 而) 值 ,也 
得 出 封闭 积分 曲线 ,并 且 它 们 所 对 应 于 膨 期 运动 ， 

我 们 在 相 平 曾 上 得 到 了 闭 曲 线 的 一 个 连续 统 ， 这 些 闭 曲线 层 
层 相 套 并 生 包 围 着 退化 为 一 点 的 积分 曲线 ， хх, у = 0， 微分 
方程 的 奇 点 ,其 近 旁 的 积分 由 线 具有 这 样 的 尾 状 ,我 们 已 经 在 讨论 
线性 保守 系统 时 遇见 过 了 .这 种 背 点 , 象 我 们 已 说 过 的 , 称 之 为 中 
Ил. | 

我 们 在 讨论 将 例 时 已 经 证 实 ， 中 心 型 的 奇 点 对 应 于 稳定 的 平 
衡 状 态 。 现在 求 出 这 种 奇 点 存在 的 解析 条 件 , 以 及 其 邻近 的 闭 曲 
线 的 近似 方程 ， 

在 坐标 为 的 各 点 附近 ,将 ке № V (z) 展开 为 级 数 , 有 : 

305) = ах — r) +7 5 — Е». 


2. zQ =y + (2.8) 
U (x) 一 而 一 E Ce Ct 
+ TEREI aah (2-9) 


ЕН a, = РО) = — ИС), а, = РС) = — УС) 等 等 ， 把 
PRABATA, 9 х= z +E, y= 0( + +, 再 把 级 数 形式 的 
VE + РЕАЛ АВРИЗЕНОНН ЖЕ (2.7) 中 。 于 是 所 
研究 之 阳线 族 的 方程 可 以 写作 : 

z 2 a Ат 

в {28 + + ЕВ ре, (2.10) 

先 讨论 a, = © 的 情况 ,在 此 种 铺 况 中 ,在 能 最 平衡 图 上 ,直线 
z 一 № МНН P (a) 在 点 x 一 * 处 有 简单 (一 重 ) 著 点 . 因为 (=) 
在 x 一 * 处 有 极 小 值 ; ВТР VG > 0 Ba =< 0, 354 A= А, 
曲线 (2.10) 在 点 # = 0, д = 0 ЖЖ УК. 

对 于 充分 小 的 上 一 让 一 Ace >> 0), Әт F А tJ 3 Hii 
线 , 因 为 此 财 晓 线 近 似 地 可 以 用 方程 


: z 
НЯ 1 (2.11) 
д 


ЖЕ, Нин b: = 20, а? = 2e/ |а|. 

EH РЖ АВТ др Ја Б. АЕ, 对 于 充分 小 的 
初 偏离 , 运动 将 接近 于 谐 运动 。 当初 偏离 增 大 时 , 一 般 来 说 , 运动 
将 越 来 越 不 局 主 谐 运动 ， 同 时 周期 她 将 随 着 初 偏离 大 小 的 不 同 而 
改变 , 因为 相 点 沿 不 同 积分 曲线 转动 时 ,一 般 来 说 , 周期 也 是 不 柱 
同 的 . 

如 果 只 有 基 个 gk > О а, = Ü, a; — 0, 55, ча = 0, 则 在 
能 量 平 衡 医 上， 直线 z= h 与 势能 曲线 在 х — z AR k UD ys. 
因为 了 (在 * 一 < 处 有 极 小 值 , 所 以 不 必定 是 奇数 重 ex < 0, 24 
А — Б.К], НЯ (2.102 АУ Е, РЭА МЈ а = А — А, 
CA > 5), ВИТИЗ АНАУ НАЕ: 

2 ИИ 
2 + =, (2.12) 
围绕 奇 点 的 闭 曲线 , 即使 在 奇 点 的 邻 域 中 ,已 经 不 再 象 椭圆 了 , 而 
对 应 的 运动 ,由 便 有 极 小 的 偏离 时 ,也 不 再 近 催 于 请 运动 了 
但 是 ， 运动 在 相 平 面 上 的 一 般 拓 补 图 并 不 因此 而 政变 任 一 


[| 


МЕВА ЛМЕ buey A. ЖӘЕ БАНЕРА Е УРНЫ 
ERRERA. 

现在 来 讨论 平衡 状 态 对 应 于 势能 极 大 值 的 情况 。 图 59 的 上 
面 是 能 量 平衡 图 ,下 面 表示 了 相 平 面 . 在 相 平 面 上 上 ,对 于 站 = 和 的 
值 ,得 到 曲线 的 四 条 支线 ,它们 有 -- 公 共 点 ， 这 些 支 线 依次 编号 为 
f. ТІ, ТЕ, IV, 并 为 简单 起 
М, В ХЛАМ) “АНА”. 
“ЕДА” (ET АТ О RERA 
易 用 分 析 方 法 进行 研究 ， 下 面 
就 是 这 样 研 究 的 ， 对 于 接近 于 
o ВВ АСА, > h K А < А), 
将 得 到 象 双 曲线 的 支线 那样 的 
ВАННА АЈА В (图 60). 在 
№. 与 А, ZARR А, 得 到 中 条 
曲线 的 连续 统 . 


利用 甸 经 多 次 采用 过 的 方法 ， 示 难 求 出 沿 这 些 积 分 曲线 的 运 
动 . 

首先 ,研究 沿 胡 须 的 运动 (图 539)， 相 点 一 落 到 平衡 状态 附近 
的 胡须 гг 与 TY 上 以 后 , ЖЕ ИЯ РВК, 而 一 落 到 
胡须 了 与 TIT 上 时 ,就 将 远离 平衡 状态 (应 指出 , 当 以 一 1 fŠ z FFF, 
胡须 互 换 性 质 ), 由 其 余 积 分 昌 线 表征 的 运动 具有 这 样 的 人 性质: 如 
果 相 点 落 在 任 一 条 邻近 平衡 状态 的 这 种 出 线 之 上 ， 它 在 有 限 的 时 
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РЧ, араа нот, 

微分 方程 的 奇 点 ,其 邻近 的 积分 曲线 之 性 状 具 有 这 种 性 质 ,我 
们 在 讨论 受 斥 力 的 系统 时 ,已 经 遇 到 过 了 ,这 是 鞍点 型 的 奇 点 , 

在 讨论 莹 斥 力 的 线性 系统 时 ,我 们 已 经 看 到 ,证 点 型 的 奇 点 对 
应 于 不 稳定 的 平衡 状态 ， 现 在 来 求 出 有 这 种 奇 点 存在 的 分 析 条 
件 , 以 及 在 平衡 状态 分 域 中 积分 曲线 的 近似 方程 。 完全 锭 中 心情 
况 里 的 作法 一 样 ,我 们 又 得 到 方程 (2.10): 

z РИ БАН 

Etn + 77 гаа о“ JA. 

这 里 也 从 直线 z 一 hb, BR V (z) 在 * 一 天 点 有 简单 切 点 的 
情况 开始 , 亦 即 从 à = 0 的 情况 开始 ， 因为 在 r* — z #k V (z) 有 
ВЕН, ВЕД У”) <0 На 20. 0 = h, 得 胡须 的 方程 ， 
ЖЕ АВЕО СЕ 一 0,1 = 0) 是 研 须 的 池 点 ,并 且 在 这 个 节 
点 工 , 胡 须 的 切线 方 释 是 

g= + Va E, n = — Ма Ë, (2.13) 
REFI 4 А = x (š, EA НӘЗ 8181322 AIR 
线 族 , 它 决定 于 方程 : 


z z 
2 — а = 1. (2.14) 
tx = 


АИД АУ ЯК ‚А ВО EARTE У А ЧЕН НУРЕ АТИЯ 60 Вх. 在 
前 一 章 中 , 我 们 已 经 研究 过 相 点 沿 这 一 双 曲 线 族 的 运动 特性 . 显 
然 ; 那 里 得 到 的 结果 ,对 于 本 情况 中 的 沿 奇 点 近 旁 的 积分 曲线 的 运 
JI ЛАИН. ВЕ Авер, 一 般 来 说 , 用 我 们 对 线 社 
系统 所 得 到 的 结果 来 拱 述 这 里 研究 的 运动 时 ， 其 糖 确 性 也 越 来 越 
ЗЕ. 

在 直线 z = А, 和 了 曲线 V (z) 有 有 & 重 切 点 的 情况 中 , a, = 0, 
аз 一 上 等 ,直到 某 个 a4 з 0. 因为 在 * = z#k V (z) 有 极 大 值 , 所 
PL R POE e ayak Н ok > 0。 令 站 = 加， 我 们 又 得 到 胡须 的 方程 。 
不 难看 出 , 坐标 原点 (# = 0, y = 0) 就 是 胡须 的 自 切 点 《图 61)， 
这 些 胡 须 在 青 点 近 旁 接近 于 曲线 字 二 Гаки 1-2-5: + 1] x Ek 


= 97. 


НЕА. 对 于 小 的 < 值 Ce = b — и), 我 们 得 到 邻近 
的 积分 曲线 , ХЕ АЎ АН 55 
HR 
a nE O (215) 
2 1-2...(k + 1) 
АЧКА. iaa НН 
已 经 和 驳 曲 线 不 同 ， 且 我 们 所 研究 
图 和 的 运动 ,即便 是 近似 地 , 亦 不 能 用 受 

斥 力 的 线性 系统 所 得 的 图 象 来 措 终 了 。 但 是 相 平面 上 运动 的 一 般 
拓扑 图 还 是 和 前 述 之 情况 一 样 , 因而, 运动 的 一 般 拓 扑 图 ,完全 决 
定 于 势能 有 极 大 这 一 事实 ， А и 

HERES Rh, Е 
. 后 一 种 情况 ,这 时 ,势能 曲线 上 的 平 
衡 状态 对 应 于 有 水 平 切线 的 换 点 . 

能 量 平 衡 酝 和 相 平 面 的 形 恢 如 
图 62 所 示 . В А = 为 以 外 ,对 于 
所 有 的 人、 在 相 平面 上 建立 积分 
曲线 并 无 任何 困难 , 当 上 一 而 时 ;给 
出 两 条 有 公共 点 + 二 x*,，y = 0 Ч 
26. 要 说 明 这 两 条 研 须 在 奇 点 近 旁 
的 特性 , 却 有 一 些 力 难 , 为 此 需要 进 
行 解 析 研 究 。 在 进行 这 一 和 前 面 两 
种 情况 完全 相同 的 研究 之 前 ， 应 指 
Ш, НАЗ, В 
必定 有 — 0 (РЖ а =— V” (a), 
所 以 对 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 ay, 
кВ. 在 此 情况 中 : 方程 
《2.402” 具有 形式 


БА (2.15) ИН. 
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2 a ЕЕ ar 8% Е 
P | И 

(2.16) 
$ h= №, ЖАВ ар АОН. 不 难看 出 ,这 一 曲线 在 点 
£ = 0, n= ОЖД. 落 在 胡须 工 上 的 禄 点 , Л 
近 于 平衡 状态 , 落 在 胡须 TT 上 的 则 离开 平衡 状态 。 平 衡 状态 象 贰 
点 的 情况 一 样 , 显然 是 不 稳定 的 , 因为 裙 瞬时 人 在 有 限 区 域 ë Ce) 中 
的 相 点 ,经 过 充分 长 的 时 间 后 ,必定 越 出 有 限 区 域 * 的 边界 ， 沿 胡 
须 了 向 着 平 窗 状 态 的 运动 ， 并 不 推翻 我 们 关于 平衡 状态 不 稳定 的 
论断 ,这 也 和 圳 点 情况 中 的 相似 运动 一 样 . 

我 们 讨论 了 系统 势能 极 值 的 三 种 可 能 情况 ， 并 且 分 别 指出 了 
对 应 的 奇 点 类 型 ,和 和 平衡 状态 的 稳定 性 >， 我 们 证 实 了 , 在 势能 极 
小 的 情况 下 ,平衡 状态 是 中 心 型 背 虑 并 且 是 稳定 的 ;如 昌 势 能 有 极 
АН, Иан АНН ЕН 
的 情况 中 ,平衡 状态 也 是 不 稳定 和 的， 在 这 一 基础 上 ,对 所 讨论 的 暴 
简单 的 保守 系 绕 的 情况 ,可 以 提出 两 个 关于 稳定 性 的 基本 定理 : 
第 一 , 拉 格 饥 日 定理 ”: 

ЕАН БУМ РОН: 
第 二 , 李 亚 普 详 夫 的 道 定理 : 

如 果 平 等 状态 的 势能 不 是 极 小 , 则 平衡 状态 是 不 稳定 的 ， 


= ë è è w > è ù p > è Q b + ù y + a k y F o 


5 4. 整个 相 平面 上 运动 特性 的 研究 


现在 从 局 部 地 研究 麻 点 近 帝 的 运动 ， 转 到 研究 整个 平 画 上 的 
曲线 . 这 时 , 我 们 仍 将 利用 能 量 平 衡平 面 , 以 及 函数 V C) 在 整个 


ОБИЛИЯ C2.3) 的 每 一 个 奇 点 ,在 补 分 几何 意义 下 , 亦 是 税 分 曲线 
>. + U(x) = Я, 


HTA. PERAR MENEAREN ATAKAA к; ЗАЕВ R 
于 节点 ( 亦 即 曲线 的 家 变 点 ), 或 者 对 应 于 拓扑 等 价 于 节点 的 自 切 点 ; 最 后 ,势能 
НИР ЖАРЕ REA. 
D хинди ЛЕН C(Leljeune-Dirichie) 定理 , 他 是 一 位 首先 
证 钥 了 此 定理 的 数学 家 ,对 于 多 自由 度 保守 系统 ,此 定理 亦 成 立 . 
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直线 x 上 上 解析 的 假设 .以 后 , 当 我 们 研究 实例 时 ,我 们 也 讨论 某 个 
И (а) 不 连续 的 情况 . 

这 样 , 假设 在 =, z 平面 上 , 我 们 给 定 了 曲线 e= Со), РЙ 
足 上 面 指出 的 要 求 %, 并 且 给 定 直 线 z = A, 在 相 平面 上 ,作出 由 给 
定 的 能 量 常 数 所 表征 的 全 部 运动 . 可 能 遇 到 下 列 基 本 情况 : 

1) 直线 * 一 不 和 曲线 F(x) 相交 。 ЖЕНЫ =V (9) 
的 点 高 于 直 绥 x = 及 的 点 , MR, 在 整个 相 平面 上 , 就 不 存在 具有 
这 样 的 总 能 量 的 运动 , 因为 这 种 运动 的 速度 是 虚 的 ,如果 直线 
z= A BFR z 一 了 (x), 那 来 ,在 相 平 面 上 ,将 有 相 轨 线 的 二 条 
对 称 分 布 的 支线 (图 63). 从 上 下 支线 上 的 任何 位 置 开 始 运动 的 想 
点 ,都 将 沿 一 个 方向 运动 ,不 修正 地 走向 无 限 远 。 如 果 以 一 : 代 z, 
MOR BR, 那 末 , 相 点 的 运动 特性 并 不 改变 , 只 是 运动 的 方 
向 改变 了 . 相 点 从 任何 初始 位 置 开始 都 会 走向 无 限 远 的 这 种 运动 
和 这 种 相 轨 线 ,我 们 称 为 迷 逸 运动 和 逃逸 轨 线 ， 所 研究 的 运动 , 当 


ав оо Д о оо к, АВО. ЕВН, РЛЫ 


HJ & 8 , ГНЕ ШАУ 36, ГУЕ P S BINE. 
2) 直线 x 一 点 和 曲线 = V (x) 45 ИЖС 64). f 


Ва 63 ра ót 
1) ХЧТ А pl RANE Ску 没有 切线 平行 于 x Ц, 
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于 V(x) > 大 的 * 植 ,没有 相 罗 线 , 对 于 其 余 的 * 值 则 相 轨 线 存在 ， 
同时 可 以 将 它们 分 为 两 种 ,或 者 是 走向 无 限 远 的 支线 (这 种 支线 不 
多 于 两 条 ); 或 者 是 闭 支 线 (这 种 支线 的 数目 可 以 是 任意 的 )， 走 向 
无 限 远 的 支线 仍然 对 应 于 肖 移 运 动 , 当 一 > 十 oo 亦 好 , 当 —— oo 
亦 好 ， 闭 支线 对 应 于 周期 运动 . 

对 于 邻近 的 值 , 我 们 将 得 到 同样 的 图 象 , ME 在 逆 曲 线 附 
近 得 到 的 还 是 闭 相 曲线 ,在 下 限 支 线 附近 还 是 无 限 支线 . 

D 直线 z = В 和 曲线 2 一 V(x) RU. 这 时 所 有 租 曲线 可 以 
分 为 以 下 几 业 : 

а) MYA 且 在 它 的 近 旁 (对 于 给 定 的 bD 没有 相 曲 线 的 支 
线 、 这 是 稳定 的 平 奖 状态 ,关于 这 些 我 们 已 经 讲 过 了 ， 如 果 我 们 
政变 в, 那 末 当 增 加 时 , 将 得 到 包 国 该 孤立 点 的 闭 曲 线 , M А WË 
小 时 ， ЧЕРНАЯ, 
简单 的 、 对 总 于 局 期 т етан, 或 
者 是 自 交 的 相 则 线 , 它们 是 属于 所 谓 的 分 异 线 ( 即 通过 奇 点 的 曲 
线 ) 之 列 的 曲线 ， 这 些 自 交 点 或 粮 点 型 奇 点 , 正 象 我 们 已 经 知道 
的 ,在 x, z 图 上 ,对 应 二 直线 z 一 A RRR x 一 VG) РЕН 
切 的 那些 点 (图 65)， 我 们 现在 所 谈 的 分 界线 ,是 由 一 个 “ 环 ” 构 成 
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的 (在 如 化 的 情况 下 ) ,而 一 般 来 说 , 则 是 由 几 个 环 组 成 的 每 一 个 
环 是 一 条 单独 的 相 轨 线 (如 果 它 是 边界 的 环 ), 或 由 两 条 相 轨 线 组 
成 的 (如 果 它 不 是 边界 的 环 )?， 沿 我 们 谈 到 的 任 一 条 雪线 的 运动 ， 
痢 是 浙 近 地 趋向 二 平衡 状 态 的 运动 ， 这 样 的 送 动 称 为 有 限 运 动 . 
在 研究 处 于 上 平衡 位 的 摆 时 ， 我 们 已 经 指出 了 这 种 运动 的 一 个 例 
子 ， 现 在 所 讨论 的 运动 , 当 2 — + co 和 1 — 一 co 时 ,都 是 有 限 过 
I. DRR, 在 某 种 意义 下 , 是 特殊 的 积分 曲线 , 因为 它 在 能 量 平 
痪 平面 土 ,对 应 于 直线 z 一 和 曲线 + — V (z) 的 切 点 。 知道 分 界 
线 , 对 于 说 明 职 分 曲线 在 相 平 奇 上 的 概况 ,有 着 非常 重要 的 意义 . 

在 改变 大 时 ,邻近 曲线 的 特性 ， 和 我 们 是 增加 闷 还 是 碱 少 A 
有 着 极 大 的 关系 . 当 增 加 下 时 ,我 们 得 到 的 积分 曲线 ,包围 着 所 有 
被 研究 的 分 界线 ,包含 着 有 限 轨 线 组 成 的 整个 “ 环 链 ”. 减 小 时 。 
我 们 在 每 个 环节 之 内 , 得 到 闭 积分 曲线 (图 65). 由 此 , MPRE 


жов а ә 


些 区 域 分 割 开 来 的 


CR 


Pro 


BRE 在 此 情况 
中 。 可 能 有 几 种 类 型 
的 曲线 ， 第 一 , 可 能 
是 在 第 二 点 中 讨论 过 


22 的 那 种 类 型 的 逃逸 轨 
图 66 R. 第 二 , 可 能 是 无 
| 限 环 链 形状 的 分 界 


1) 奇 点 也 是 单独 的 雪 绢 ,它们 对 应 于 平衡 状态 ， 
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线 , 它 可 以 向 一 边 或 两 边 延 伸 。 这 里 ,完全 新 齐 的 轨 线 是 这 样 的 曲 
28, BH г + co 时 是 逃逸 的 ,而 当 二 > 一 co 时 ,是 有 限 的 ,或 者 
与 此 相反 (图 66). 这 种 轨 线 我 们 也 称 之 为 分 界线 ,因为 在 其 上 一 
定 有 对 应 于 直线 x = 和 曲线 = = V (x) 之 切 点 的 奇 点 ,也 因为 ， 
这 是 主要 的 , 随 着 我 们 增加 大 或 减少 如 邻近 曲线 的 特性 将 有 本 舌 


于 的 变化 . 


还 应 指出 , 当 :一 十 co ЕД í — — © 时 都 逃 选 的 运动 有 时 
也 被 看 作 是 分 界线 ， 在 我 们 讨论 情况 中 , 当 直 线 x 一 是 曲线 


z = V (ж) НН 28 
时， 就 有 可 能 出 现 这 
种 运动 ， 因 为 这 时 故 
ЗЕ д, 就 会 使 机 雪线 
的 性 性 发 生 本 质 上 的 
改变 . 
为 清楚 起 见 

67 上 表示 了 一 个 这 
种 分 界线 的 例子 。 当 
A л, УЗИ 
变 成 周期 轨 线 . 


于 是 ,总括 得 到 的 结果 ， 将 可 能 产生 的 运动 列举 如 下 ; 


D 平衡 状态 . 
2) 周期 运动 . 


3) 双 面 有 限 运 动 ( 当 1 一 十 % 与 :六 一 了 时). 


4) ЮК (Ц £ — + оо 与 上 一 一 co Е). 


5) НЕВЕ Ш: + co 时 有 限 ， u > о 


8,8185). 


PRAE СЭ TRAMA 


后 我 们 还 要 进 到 ) ‚ 对 于 保守 系 


统 , 几 乎 所 有 的 运动 或 者 是 周期 的 ,或 者 是 双 面 逃逸 的 , 亦 妈 ,如果 
我 们 假定 相 平面 上 所 有 的 初 值 都 是 等 概率 的 , 那 末 ,对 应 于 1), 3), 
5) 型 的 运动 的 初始 条 件 出 现 的 概率 等 于 索 《 这 种 初始 点 在 相 平面 
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上 分 布 得 非常 “稀少 *”)， 但 是 , 对 应 于 这 种 运动 的 柜 轨 线 , 在 相 平 
面 上 起 着 很 大 的 作用 : 它们 是 分 界线 一 -它们 在 相 平面 上 把 不 同 
类 型 的 轴线 分 割 开 来 ， 

在 结束 本 节 之 前 , 须要 研究 一 下 奇 点 沿 直线 у 一 4 分 布 的 规 
律 ,( 在 我 们 的 情况 中 , 奇 点 只 能 分 布 在 这 条 线 上 ) 并 研究 奇 点 各 闭 
相 轨 线 共存 的 规律 ， 对 于 非 保守 系统 的 一 般 情 况 , 这 两 个 问题 都 
ВМТ, 这 些 结 果 我 们 令 后 将 要 给 出 。 对 于 这 里 研究 
的 特殊 情况 , 可 以 根据 最 简单 的 想 污 来 回答 这 些 问 题 ， 先 回 答 第 
一 个 问题 。 昌 然 , 曲线 z — V(O) 的 极 大 值 与 极 小 值 是 彼此 相间 
的 ， 由 此 可 知 , 鞍点 型 和 中 心 
型 奇 点 在 相 平面 上 的 模 轴 上 ， 
也 是 彼此 相间 出 现 的 . 

为 了 回答 关于 闭 曲 线 和 奇 
点 共存 的 第 二 个 问题 ， 也 须要 
利用 能 量 平 衡平 面 (图 68). 

设 在 相 平 面 上 有 闭 西 线 
ae。 那 末 在 能 量 平衡 SE |, 
点 上 pe 对 应 于 直线 == А НН 
线 s 一 V(x) 的 交点 。 研究 丽 
Ë (s) 一 六 一 PC- 在 我 们 
的 情况 中 , Фе) = 0, Ф(0) = 0, 
НҒ e r< o НФ (> 0, 

图 68 ВА, ЕН, RITT 

确信 ,有 这 样 的 x 一 $Ce < Е < р) 值 存在 ,使 得 ФСБ) 一 0, 或 者 
说 使 得 РС) = 0 亦 是 一 样 . TE, 我 们 证 明了 , ТЕРЕНЕ 827 
РЧ, 必定 至 少 有 一 个 奇 点 , 或 换 句 话说 , 周期 运动 必定 是 围绕 平衡 
拓 态 而 进行 的 ， 从 几何 的 攻 虑 可 看 出 ,如 果 奇 点 是 唯一 的 , 那 末 它 
对 应 于 势能 的 航 小 值 ,并 且 是 中 心 型 的 奇 点 ;如 果 这 种 奇 点 不 只 一 
个 , 那 未 中 心 和 蕉 点 是 彼此 相 间 的 ,而 且 中 心 的 数目 永远 几 鞭 点 的 
数 且 要 多 一 个 。 于 是 我 们 可 以 提出 这 样 的 定理 ， 在 保守 系统 情况 
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rh, 在 闭 曲 线 之 内 , ЛЕН РЕ АУА ла, ПО H Го А За 


+ + əÓ p 0 a E 4 y t 5 =w K 8 m Na R wR w 8 4 0 % Nš 


ът 
< 


在 结束 本 节 时 , 我 们 研究 普通 的 摆 { 单 自 由 度 的 ), 忽略 阻力 ， 
并 县 不 再 限制 摆 相 对 铅 垂 线 的 篇 人 朋 是 很 小 的 ， 这 个 保守 系统 将 稍 
ARH ERDEP Б Е. 因为 这 时 相 面 不 能 取 为 平面 。 事实 
Е, 摆 的 位 置 决定 于 一 第 度 ( 记 为 3), 并 且 和 被 此 相差 2= 的 所 有 9 
值 都 确定 择 的 同一 个 位 置 。 因 此， 
如 果 捍 的 相 面 取 为 普通 的 平面 ， 以 
НЕЕ, ЖЕТ Е 
的 点 《8 + 25а, Š) СН А AER 
Е), 和 点 Ca, 9) 所 对 应 的 是 同 
一 个 状态 , 亦 即 ,破坏 了 系统 状态 与 
其 相 南 间 的 连续 的 一 一 对 应 的 紧 
Ж. 如 果 摊 的 相 面 不 取 为 平面 , 而 
RAE (H 6925, 这 个 要 求 就 满 
ET. 捍 的 相 面 的 柱 面 形式 , 显然 
和 存在 两 种 不 同类 型 的 摆 的 运动 : 
不 绕 轴 转动 的 运动 和 绕 轴 转动 的 运 
动 ,有 密切 的 联系 . 图 的 

大 家 知道 , 探 的 方程 可 以 写 为 : 


(2.17) 


Hp r BIRHEN, 7 是 重心 到 悬挂 点 的 距离 ,8 一 mg EWER 
《角度 8 由 向 下 的 铅 垂 线 算 起 )， 方 程 (2.177 可 以 化 为 两 个 一 阶 方 
程 的 方程 组 : 


D 将 摆 以 及 和 它 类 拟 的 系统 的 相 轨 线 、 不 表示 在 柱 面 上 ,而 表示 在 柱 面 在 平面 上 
的 展开 夯 上 , 即 形 为 一 宽 29 的 蒂 状 域 中 ,是 非常 方 更 的 。 但 是 ,在 这 个 情况 中 ， 
必须 注意 , 柱 面 的 同一 个 截 开 线 在 其 展开 面 上 状 示 成 两 条 下 线 ( 边 界线 ?1 因此， 
把 柱 面 的 展开 面 当 作 相左 时 ,应 该 把 这 两 条 直线 上 的 点 C3 相同 的 点 ? 视 为 同一 
点 , 亦 即 ,认为 它们 对 应 于 系统 的 同一 个 状态 。 
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in 9, (2.18) 


， ”为 了 得 到 积分 曲线 在 相 柱 面 上 (或 其 展开 面 上 ) 的 微分 方程 ， 
将 方程 (218) 的 第 二 个 方程 除 以 第 一 个 : | 


do _ трі м3 (2.19) 
49 I a ` 


积分 这 个 方程 , 我 们 就 得 到 能 量 积 分 (或 省 , 换 名 话说, 得 到 方程 
(2.19) 的 积分 曲线 族 的 方程 ): 


Га? — трі сов = 4 (= RYO. (2.20) 


为 了 作出 积分 曲线 , 利用 $3 中 所 给 出 的 方法 。 在 辅助 的 8， 
х Bi Е, РЕНА 


z = ИСЭ) = — mgl cos 9, . (2.21) 
PEH БТА НАЕТ АЈДЕ ЗЕТЕ, 08 (2.20) 有 


w = + 2. vi YGS, 


由 此 不 难 在 展开 面 上 作出 积分 曲线 族 . 作法 如 图 70 所 示 。 Я 
(0, 0) 是 中 心 (对 应 于 积分 常数 一 一 m8D， 它 被 积分 常数 误 足 
— mgl < h =< + mel ЕЯ ЕН, 显 
常数 A = + mg В, AREIA С, 0) НЯ. 亦 即 , ЕН 
鞍点 和 它 的 分 界线 组 成 的 积分 里 线 〈 和 前 者 对 应 于 上 面 的 不 稳定 乎 
ERE 而 后 考 对 应 于 摆 的 有 限 运 动 , 当 上 十 ee 时 , 作 有 限 运 动 
的 捍 淅 近 地 趋 向 上 平衡 位 置 )， МА + mgl 了 时 , 得 到 了 分 界线 
之 外 的 ,包围 着 柱 体 的 轨 线 .因为 , 对 于 每 一 条 这 样 的 雪线, 当 
3 一 十 x 和 3 一 x 时 wm 的 第 重合 , 所 以 我 们 可 以 断言 , 这 些 胃 
线 也 是 两 的 (它们 对 应 于 摆 的 周期 转动 )。 洛 截 线 ?一 主 r 粘 合 ” 
ЕВЕ УЕ, в 计划 分 的 相 柱 面 《图 
?1 入， 这 样 , ЗРЕНИЕ, 除 奇 点 АВЕ, ДА 
鞍点 的 分 界线 以 外 ,都 是 财 的 ， 并 且 有 丙种 性 册 十 个 同类 型 的 租 多 
线 : 图 线 相 柱 的 和 不 围绕 相 柱 的 . 


55. РИГЕ 


ПЕРИ, КЬ АРКЕ PIB ESE Е 
SEERIA. арі, АВЕРС, АЗЕ ЛУР 
зарано , Во, kis ОРЕН p Ep E 
条 件 了 .但 是 ,对 于 表征 系统 性 质 的 参数 , 我 们 现在 将 只 研究 它们 
的 这 样 的 变化 , 在 这 些 变 化 下 , 系统 仍然 是 保守 的 .为 简单 起 见 ， 
假设 我 们 只 有 一 个 变 参 数 ,而 且 只 有 系统 的 势能 依赖 于 这 个 参数 . 

.我 们 的 任务 在 于 研究 参数 改变 时 ， 相 平面 的 形状 是 怎样 改变 
的 。 当 参 数 作 非 常 缓慢 的 变化 时 , 有 确定 初始 条 件 的 某 一 确定 的 
运动 ,将 如 何 运动 这 一 重要 问题 ,我 们 将 不 小 及? 
* 图 ?1 中 ， 覃 柱 上 最 高 的 那 一 个 画 绕 相 桂 的 闭 执 线 上 的 箭头 方向 画 反 了 一 一 
1} TER KIRKUS IEA I IRER AAEE BITRE: дез НЬ, Н АЕ 
热 不 变 基 理论 就 是 研究 这 些 间 题 的 ， . 
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对 于 保守 系统 。 确 定 积分 曲线 定性 图 象 的 基本 元 素 为 奇 点 和 
分 界线 。 如 果 我 们 知道 了 分 界线 的 形状 (鞍点 型 奇 点 是 分 界线 的 
自 交 点 ), 以 及 分 界线 和 中 心 型 奇 点 间 的 相对 分 布 情况 , 那 末 ,我 们 
就 可 以 概括 地 描绘 出 职 分 曲线 的 整个 图 象 . 

当 参 数 变 化 时 ,积分 曲线 也 将 改变 。 但 是 , 正 象 我 们 化 设 的 屠 
样 ,势能 是 参数 的 解析 哆 数 , 收 末 这 种 改变 将 是 连续 的 ， 积 分 曲线 
的 一 般 形 状 , 一 般 来 说 , 只 作 定 量 的 变化 , 仅仅 对 于 参数 的 某 些 特 
殊 的 所 谓 的 “分 校 ” 信 , 积分 曲线 的 特性 才 有 定性 的 变化 .我 们 已 
经 说 过 ,在 保守 系统 情况 中 ,决定 积分 曲线 在 相 平面 上 定性 图 象 的 
ЖЖ. Kit, 在 这 一 情况 中 , 参数 的 分 校 信 ， 
就 是 使 这 些 基本 元 素 的 特性 或 数目 发 生变 化 的 那些 参数 值 、 

可 以 更 精确 、 更 一 般 地 给 出 以 下 定义 ,这 个 定义 不 率 涉 到 系统 
的 保守 狂 : 参数 信 + 一 а, 我 们 称 为 普通 的 ， 如果 存在 这 样 的 有 限 
的 e(s > 0), 使 得 对 所 有 满足 不 等 式 |4 一 | < = 的 1。 相 平面 
的 积分 曲线 划分 *、 有 相同 的 拓 扩 结构 ; 其 他 不 满足 这 个 条 件 的 参 
数值 称 为 分 枝 值 ， 

我 们 比较 详细 地 病 述 由 庞 卡 莱 ewe 所 发 展 起 来 的 关于 平衡 
状态 和 参数 的 依 囊 关系 的 理论 ， 因 为 我 们 在 研究 自 振 系 统 时 要 用 
到 它 ;其 他 分 枝 情 况 : 分 界线 和 参数 间 之 关系 的 情况 ,我 们 只 举例 
说 明 . 

_ 设 系统 (2.1) 的 势能 , 当然 力 亦 是 这 样 ,是 参数 4 的 函数 ?, 2 

TIRRAN. PERE (+ 一 z) 有 这 样 的 特征 , 在 其 上 力 等 于 
零 , 亦 即 


Ка, А) == 0, (2.22) 
对 * 解 这 个 方程 ,可 以 求 出 当 参 数 4 取 菜 信 时 ,所 研究 的 保守 系统 
所 具有 的 平衡 位 置 ,也 可 以 看 出 当 参 数 4 改变 时 ,平衡 位 置 是 怎样 


< АНУ k CANAR HRD 的 相 平面 *, 是 本 书 中 大 县 应 用 的 一 个 短 句 , а 
此 我 们 仿 不 著者 , 给予 名 河 “ 相 平面 的 积分 曲线 划分 ”C*“ 相 平面 的 相 轨 鳃 划分 * 
或 “ 相 平 面 的 相 训 划分”) 一 一 译 者 注 

1) ЖЕНЕ К, Л) 在 整个 + НАБ Вина, 并 且 在 所 研究 之 4 什 区 域 
ЕАМ, 
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变 北 的 . 
” 璋 用 所 谓 的 分 枝 图 一 一 在 1 = 平面 上 绘 出 的 曲线 Ke, 25= 0, 
平衡 位 置 和 参数 之 闻 的 关系 ,可 以 得 到 明晰 的 解说 。 例 如 ,假定 这 
一 复线 有 图 72 所 示 的 形状 .。 平 
行 于 维 举 标的 直线 1 一 加 MHE 
Ка, = РЕ АВЕ, 
RERS, ХРЕН ВЕ 
¿= 4, 系统 有 三 个 平衡 状态 
二 和 
ЛМЕ, 平衡 位 置 = 二 x 和 z= x; 
逐 新 接近 , 当 4 = до 时, EE 
Б-КА ААС FF, 
只 存在 一 个 平衡 状态 : x= xz). ХИ ВЕНЫ 
É. {E 一 ?4 与 2 = А 也 是 分 枝 值 ， 这 时 平衡 状态 的 数目 亦 发 
生 蛮 化 . 
把 方程 (2.22) 对 4 微分 之 ,得 : 
d dr 1 ар 


Г. ge + 4—0 
ах аА ЗА 
或 
EEES, 
= — 2.23 
д пар (2.23) 


BETIRI, 在 曲线 Kz 2) = 0 ELC, ду > 0 2 N BJ $E 3 
Ва, AE, ЕРВИН А А 
方程 组 

fCx, Y= 0 

Са, a) = 0 (2.24 
对 * 没有 实 解 , 我 们 可 以 断言 , 在 参数 值 = 的 充分 小 邻 域 中 。 
所 有 平衡 位 置 的 横 坐 标 z 都 是 参数 1 的 连续 可 微 函 数 ， 并且 平 衡 
位 置 的 数目 不 可 能 改变 ， 同时 , 这 种 14 = L EREE (其 意 
义 为 ,在 4 穿 过 2 一刀 的 变化 中 ,平衡 状态 数目 不 改变 )，- 
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现在 设 在 曲线 УС, А) 一 0 ВО (А, 5) ЕН С, А) = 0. 
# Са, А) = 0 而 有 (3, А) > 0, 那 末 , MAERA LARE 
切线 ,并 且 当 1《 沦 租 应 的 方向 ) 通 过 对 应 于 该 点 的 值 时 , 的 两 个 
实 根 汇合 ,然后 变 成 复 根 ?， 这 一 点 是 平衡 状态 数 且 发 生变 化 的 分 
RACA 72 вс). Япан /Cz, 1) 一 由 的 点 (4， 
z) 上 ,有 下 Ca А) = 0 E. АСЕ, А) = 0, 那 末 , 我 们 这 到 曲线 (在 微 
分 几何 意义 下 ) 的 奇 点 ， 这 个 点 (图 72 中 的 4 点 ) 也 是 分 核 点 ,六 
为 对 于 和 该 点 相对 应 的 4 值 ,平衡 状态 的 数目, 和 对 于 相 邻 参数 值 
的 数目 ,总 是 不 相 司 的 . 

这 样 ,曲线 G, А) 一 0 |, А) = 0 В, ВЕЛ, 
相应 的 参数 А ПАН, АВЕ. ТОНА, ХНУ РИН 
线 f(z, 2) = 0 趋向 无 限 的 那些 2 值 , Ви СН АЛТ 
锁 重 渐 近 线 的 无 限 安 线 时 ,就 会 发 生 这 种 情况 )， 

-每 一 个 平衡 位 置 + 一 元 对 应 于 一 定 的 平衡 状态 (x = x, £= 05 
Еа аср, Н РНЕ С КВОТА ЕВЕ, 
а-в), аар, RETEK СЕ, А) 一 — VY, (=, А) 
的 符号 ， 那 就 是 , 当 | 


=, А) < 0 (2.25) 
{势能 极 小 时 ,平衡 状态 是 稳定 的 (中 心 型 ), 而 当 
F.C, 2) > 0 (2.26) 


《势能 极 大 ?时 ,平衡 状态 是 鞍点 并 且 不 稳定 。 

仿照 虚 卡 莱 的 工作 ， 不 难 给 出 一 个 利用 分 息 图 迅速 确定 亚 衔 
状态 稳定 性 的 简便 步骤 ， 在 7, 工 平面 上 , 标 出 (用 阴影 线 ) fx, А) 
> 0 的 区 域 (显然 , /Cx, 1) 一 0 为 这 一 区 域 的 这 界 )。 如 果 所 给 
的 点 G, xz) ЧЕРНЯК Ба 97 р, 则 它 对 应 于 稳定 的 平衡 状态 2”. 
实际 上 ， 在 这 一 点 的 邻近 里 ， ЯВ х И G 国定 ) ЗА Ск, 22 
аа и 到 曲线 fCz, 1) = 0 НЕЈЗЕ, H 


D 我 们 不 研究 曲线 FCF, А) == Ü ERAR LARA. DQ dl ass, Pian, 
在 这 点 上 jxxtF, А) ОТ. 
2) ЕЕЕ РЕНИ я ВН Е, А ГАЈА, 
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而 , f(x， А) < 0, 这 对 应 于 中 心 型 奇 点 和 稳定 的 平衡 状态 ， 如 果 
ВН fr, А) 一 0 的 点 位 于 阴影 区 的 下 
边界 上 , 刚 它 对 应 于 不 稳定 的 平衡 状态 . 
因为 根据 类 似 的 理由 ,可 得 不 等 式 F.C, 
2) 2-0. 按照 这 个 步 又, 在 图 73 F. 立 
即 可 以 看 出 ,线段 DA, ЛЕВ, CECHY 
点 的 粗 线 》 上 的 点 对 应 于 稳定 的 平衡 状 
A MR AGB, AC CHAAR) 
上 的 点 对 应 于 不 稳定 的 平衡 状态 ， 

ЕЕ К FERS. mR RIEDA Е: h 
=, 12 一 0 移动, 那 末 在 到 达 分 枝 点 以 前 ,平衡 状态 的 特性 , 即 其 
稳定 性 或 不 稳定 性 ,将 保持 不 变 。 不 难看 出 ,如果 我 们 还 继续 沿 着 
曲线 移动 ,并 且 总 是 顺 着 切线 的 方 问 ( 亦 即 ,使 切线 作 连 续 的 转动 》 
那 末 在 分 枝 点 上 ,稳定 的 平衡 状态 将 变 为 不 稳定 的 平衡 状态 ,或 作 
相反 的 变化 。 在 图 73 上 的 点 4, BACHE, 稳定 性 就 发 生 这 样 的 
变化 ， 

总 之 ,我 们 看 到 , АХ А 变化 时 ,在 相 平 面 的 有 限 部 分 里 ; 平 
衔 状态 只 能 是 成 对 地 鱼 现 或 消失 ， 同 时 【这 是 保 字 条 绕 狸 有 的 特 
点 ), 一 个 平衡 状态 ,内 有 在 和 另 一 平生 状态 先行 汇合 以 后 , 它 的 稳 
定性 直 会 改变 ,例如 ,从 稳定 的 变 为 不 稳定 的 . 

在 稳定 性 相交 蔡 的 音义 十 ， Заны 
HAH 当 参 数 改 变 时 ,这 个 系统 的 性 状 可 应 和 分 界线 的 性 状 分 开 
来 研究 ， 

使 平衡 状 凡 汇合 或 走 同 无 限 远 的 参数 值 ， 当 然 都 是 参数 的 分 
ВАН, 但 是 一 般 来 说 , 这 些 值 并 不 是 全 部 的 分 枝 值 , 因为 当 平衡 状 
态 的 数 自 和 特性 不 变 时 ,分 异 线 可 能 有 本 质 上 的 改变 | 

对 于 第 二 神 类 型 的 分 梳 值 ,我 们 将 不 作 和 任何 一 般 性 的 讨论 ,只 
在 下 人 面 就 票 研究 的 个 别 实例 中 , 作 些 介绍 。， 上 面 对 于 分 校 信 ( 在 这 
WAE 平衡 状态 的 性 质 将 发 生变 化 ) 所 讲 的 全 部 内 容 , 亦 将 用 这 
些 例 子 加 以 解说 . 


Г» 


1. ЕН ИИ ЕЭ 00 т А) 
重 质 点 说 半径 为 = Сдай, WEARS ARE ОАЕ, 
的 铅 冬 直径 而 转动 4 图 74). 在 旋 
转 平面 下 振动 的 捍 ， 可 以 作为 这 
种 保守 系统 的 例子 。 

点 《质量 为 m) ZE z М 
环 固 连 的 坐标 系 中 的 位 置 ， 用 角 
中 来 确定 ， 为 了 以 牛顿 第 二 定律 
的 形式 ， 写 由 重 质点 在 这 个 旋转 
的 、 非 慢性 的 坐标 系 中 的 运动 方 
程 , 如 所 周知 . 必须 引信 惯性 力 ， 
在 这 一 情况 中 即 离 心力 。 重 力 对 
HOEST 一 mg ssin8; 离心 力 等 于 masing, i EE Z F 
+ т? sin Эсоз9. 因此, AERJ, 我 们 得 到 所 研究 的 系统 的 
运动 方程 为 : 


ианд 
图 74 


У) 
129 
ай 


Ней = та аА НАВЕС). 
如 果 引 和 人 无 量 岗 参数 


= ma’ sin Эсоѕ Э — mgasin 9, (2.27) 


区 新 的 无 量 网 时 间 
tg 一 Q; 
FEFE Бап Та RAO E (2.27) 可 化 
为 只 含有 一 个 参数 的 形式 : 
Š =m, B= Ç(cos9 — А) зіп, (2.28) 
为 了 以 保守 系统 (2.28) ХИ, 来 解说 当 改 迹 参 数 而 奇 点 数 且 
不 改变 时 ,分 界线 特性 的 定性 变化 ,我 们 将 假定 参数 4 可 以 取 性 意 
E= coo < ¿—< + оо, 虽然 对 于 所 研究 的 物理 系统 来 说 4 盖 0， 而 
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4 << 0 的 值 是 没有 物理 意义 的 ?. 

由 于 重 质点 的 位 置 单 值 地 决定 于 角度 3, 所 以 该 系统 的 祖 面 
亦 是 往 面 (我 们 将 在 这 个 柱 面 的 展开 面 上 夯 出 相 委 线 )。 把 方程 
(2.28) 中 的 二 式 相 除 , 便 得 到 积分 由 线 的 方程 


dw _ (сов Э — Asin 9 (2.29) 


29 四 
HBE ЗАВ ны, 
62? — Csin? 9 + 24089) = À (2.30) 
GH (2.30) ЗУГЕ, Bay dR Eb Wa 9 Бо). 
平衡 位 置 决定 于 方程 : 
КЗ, А) == (сз — А) зіп Э = D, (2.315 
显然 , УРАНА, ЖЕН ЕВ э = 0, 9 = = x, 此 外 当 
| < 15. 还 存在 两 个 平衡 位 置 9 — + p, э = — 9, # re 
Š, = arccos l, É8 75 表示 8 
出 了 平衡 位 置 的 分 校 图 | 
( 影 线 及 黑白 点 的 意义 和 pa 


上 例 相 同 )。 ЖЕ, ща > > | 
+ 1 时 ,系统 有 两 个 奇 点 : >=> М! 
ФСЭ = 0, о = 0) А YT 
A (9= + =, о == 0); 当 


N 

Í 

— 1 < 1 =< +185, 有 四 wT- 
ЕР: 中 心 (9 S S, 人 


о = 0) K EE (9 == 0, 
t ==0) R C= Er, o= 0); 
最 后 , 当 X < — 1, baea ТА (8 = + =, о == 0) М 
AG = 0, о == 0), 

为 了 求 出 分 界 强 。 将 利用 以 下 和 情 帝 : 每 条 分 界线 都 通过 相应 
的 鞍点 型 奇 点 ， 而 雯 点 上 的 能 量 积 分 常数 严 又 可 以 很 容易 地 算出 


Е] 


图 


D 注意 4 二 ТАВР о =v gja, 亦 即 , 圈 环 旋转 角速度 和 质点 m TEF EN 
位 置 附近 《 当 G = 0) 必 微 振动 时 的 圆 频 率 相 等 的 情况 . 
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来 。 通过 鞍点 (9 = * x, o = 0) СЧА — 1 FF, 它 是 鞍点 ) 的 
分 界线 的 方程 是 : f i | 
- tw? 一 ѕіп?9 十 24(соѕ9 + 1). САЎ 
第 二 个 分 界线 通过 点 (0, 0), ПОЧ А < РЕА Е, НЕ 
为 : 

w = sint + 24( cos9 — 1), (B) 


对 0<1<1 的 情况 ,这 两 根 分 界线 者 是 “8 字形 ”的 , 如 图 76 BF 
ДХ. 当 4 = 0 时 两 根 分 界线 汇合 成 如 图 77 所 示 的 形状 ; 当 — 1 < 
P = Ü 时 得 到 与 0+! 
КНР, ЖЕ 9 h 
ФТ — Т = (78). 在 
0 过 4 之 十 1 的 精 况 中 (图 76), 
在 外 分 界线 (分 界线 4) 的 内 
部 有 三 个 周期 运动 区 ， 两 个 
单 连通 的 《其 中 的 闲 相 轨 线 
| 包 国 二 个 中 心 之 中 的 一 个 ) 
和 一 个 双 连 通 的 《其 中 的 闭 相 轨 线 包围 两 个 中 心 和 有 分 看 线 问 的 
“114， 
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鞍点 8 一 0， o 一 0), 在 外 分 界 之 外 的 相 轨 钱 ， 总 是 闭 的 并 且 包 
HEI GHEH А 40 | 
这 样 ); 显然 , 这 些 轨 线 对 
应 隆重 质点 语 整 个 贺 局 的 
局 期 运动 . 因为 当 % 一 0 
时 ,分 界线 汇合 ,所 以 对 于 
这 个 4 信和 刚才 说 过 的 双 通 
连 区 域 就 不 存在 了 。 积 分 
曲线 的 定性 拓 托 图 象 发 生 . 
改变 , 因而 a 一 0 是 分 械 
B. APEM al> в, 
ан 
СЕ 79 5580), 乓 以 1 一 十 1 
和 7 一 一 1 的 值 也 是 驳 数 1 的 分 械 值 ， 

2. 午 质 点 沿 绕 铝 重 轴 旋 转 的 扼 物 线 的 运动 ”作为 第 二 个 鲍 
+, 研究 以 下 问题 。 假设 质量 为 mw 的 重 质 点 可 以 浴 抛 物 线 自 由 运 
动 , 花 物 线 的 方程 为 = 一 2pz, ВЕН О ВЕ а 转动 (图 8t), 
著名 的 表演 模型 一 一 重 球 在 旋转 抛物 体形 之 碗 内 的 运动 ， 可 以 帮 
为 这 个 问题 的 模型 *. 为 了 建立 点 的 运动 方程 ,也 可 以 象 上 侈 一 样 ， 


* 这 人 句 话 应 去 村 ,因为 这 是 完全 不 局 的 两 个 力学 问题 一 主考 注 , 
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SAREN ( 即 离心 力 )， 然后 对 于 平面 +、x 上 的 运动 , 用 牛顿 第 
А 二 定律 建立 运动 方程 . 14, 我 们 将 采用 另 
外 的 方法 , 尺 便 通过 这 个 特例 ,使 读者 复习 一 
下 拉 格 度量 第 二 类 方程 ， 因 为 下 面 就 要 用 到 
€T. 
拉客 朗 日 第 二 类 方程 的 形式 为 


KAA siTe G32) 
аа 其 中 工 基 拉 牛 朗 昌 函数 ， 在 力学 的 一 般 情况 
中 ,等 于 动能 与 势能 之 差 , 亦 即 
L = T— V. | (2.33) 
系统 的 势能 就 是 质点 “在 重力 场 中 的 能 量 , 亦 即 : 
V = mgz, | | {1.34) 


动能 包括 物体 绕 铅 算 轴 转动 的 能 量 和 在 z, s 平面 内 运动 的 能 量 
《因为 两 个 运动 方向 相互 垂直 )， 因 而 ， 
Qr? 
2 


T = " 


+ = (= + Z, (2.35) 


D) х#/р $Ñ я СВАИ), JERR Н ВАХ (2.33), 18: 


2 
L= (1 + =) #— a (2.36) 
2 p 2 : 


其 中 14 = (р/р) 一 0°, НУВ Н ГЕНЕ": 


z z 
"(1 Eit mË ндо 
Р Р 


或 者 
G+ 
À 十 =) = 
г МВ 
х 
(1 +5) 
52 = y, 得 
* 本 例子 是 单 自由 度 的 , 所 以 式 (2.32) фу: =1, х ВЕР EER 4 一 一 译 者 
Е. 
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+ 


2 * 
di t (2 +=) 
Р 
二 者 相 除 : 
dy Gta) 
dx +=)» 
P 


方程 (2.32) 的 首次 积分 , 即 所 谓 的 能 便 积 分 , 为: (8L/02)2—L == 
常数 《这 不 难 册 直接 代入 来 证 明 )。 НУРААНА ЖН, 
能 景 积 分 可 写 为 : | 
> [ea 十 z) у + aJ = 常数 . 

在 所 研究 的 情况 中 , 方程 f(x, А) = 0 可 写作 : тах == 0; 因而， 
9}/дх = тд, RERE А 一 0 ВЕЖНОВИЕ. УРА 
值 , 得 下 列 不 同类 型 的 运动 和 平衡 状态 : 

1) 040? р) НТН ЯНА х = 
у= 0. 积分 曲线 在 相 平 面 上 的 形状 5 层 层 栖 春 的 闭 曲 组 ?如 图 82 
所 示 , 在 这 个 情况 中 ,点 绕 平 衡 状 态 = 0, y = 0 振动. 


y #7 


2) ¿= 00 = 2/р)— НЕЯ y = 0 各 点 相对 应 的 无 限 
多 个 平衡 状态 。 相 平 面 上 积分 曲线 的 形状 如 图 83 所 示 。 质点 或 
老将 在 搜 移 线 的 任意 位 置 上 静 上 ,或 者 将 向 着 初速 度 所 指 的 方向 
单调 地 运动 ， 当 * BATRE ARETE AR E ARA 
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上 达到 航 大 . 


3) a < OCE > By 六 一- 有 一 个 先 点 型 的 不 稳定 平衡 状态 
х= 0, y = 0, 由 能 量 积分 立即 可 见 , 直 线 ， = + 一 42 满足 运 


yv Яр Е 
一 
y= Яр 
图 84 


动 方程 ， 因 而 它们 亦 是 
积分 曲线 , 这些 积分 
“曲线 ”对 应 于 点 沿 旋转 
抛物 线 上 某 些 运动 ， 在 
这 些 送 动 中 ， 速 度 在 * 


- 轴 上 的 投影 保持 不 变 。 


这 个 情况 的 积分 曲线 的 
一 般 形状 如 图 84 所 示 . 
如 果 初 速度 相当 大 (大 
于 MV 4p)， 那 未 运动 的 


等 性 便 和 2 = 0 的 情况 相同 ; 当 点 的 初速 度 较 小 时 ,点 或 者 单调 地 


治 一 个 方向 运动 ， 且 在 顶点 处 速度 具有 
极 小 值 ,或 者 在 达 顶 点 以 前 就 返回 ;后 两 
种 类 型 的 运动 是 由 两 条 通过 奇 点 的 积分 
曲线 分 隔 开 的 ,同时 沿 其 中 的 一 条 曲线 ， 
相 点 将 向 着 平衡 状态 运动 ， 浙 近 地 趋 向 
平衡 状态 . 

3. 载 流 导线 的 运动 研究 最 后 一 
ЛИ: K: 质量 为 x 的 导体 Ав 上 有 
电流 i 流 过 ， 它 受到 载 有 电流 工 的 匹 限 
长 导体 之 吸引 ,此 外 ,导体 48B НС 
拉 着 (图 85)。 取 弹 移 未 变形 时 导体 AB 
的 位 置 AB, 25 z 轴 的 原点 ;并 以 4 记载 
有 电流 了 的 导线 的 坐标 。 将 设 二 导体 恒 
保持 相互 平行 ,并 且 导 体 AB 两 端的 引 


出 线 上 的 电流 和 电 旋 工 是 垂直 的 ， IBK, 可 有色 导 体 的 相互 作 几 力 


等 于 


+ 1182 


i+ * 


р 21: 

al | d | f 
其 中 4 一 a — x 《这 里 各 量 的 单位 均 末 用 CGSM 单位 制 }. 假定 弹 
筑 作 用 力 等 于 kr， 其 中 《是 弹簧 的 弹性 系数 , 我 们 得 到 作用 在 导 
体 AB 上 上 的 所 有 的 力 为 


Ка, 0) = — ke + — 


3 


21 


=(=} 237) 


w `a — x 


其 中 1 = 211/5, ЖЕ БЕН Е" 
fo = (+ zJ = 0 


或 

х? — ах — А = 0, 
分 枝 图 如 图 86 所 示 . 4 А = 22/4 时 ,方程 Кх, 4) 一 0 有 重 根 . 
RERS, 4 r=a/2 М 2 = at/4 kj, AR Кх, 2) 及 其 导数 a A) 
局 时 等 于 零 . 因此 一 02/4 是 参数 的 分 枝 值 .运动 方程 为 : 


r. i= m 
由 此 得 : 


dy Ка в х — ах + À 
dx 2 (a — х)у . 


(2.38) 


P 


tir, 
их r= 


Г 
Г 


图 gé 


* БЕЛ Кох, A) = 0, 即 指 前 后 所 讲 的 方程 ex, А) == 0— ЖИ. 
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对 于 所 讨论 的 系统 , 除了 奇 点 以 外 , 还 存在 有 A HER х = а, 在 
这 条 直线 上 力 (+, А 等 于 无 限 大 "。 能 量 积 分 为 : 


z 
m q ka? + kh In [а а = C. (2.39) 


1) ДВЕ Ааа МАНЯ С 87). ЖЕНИ, 
一 个 是 中 心 : x = (2/2) 一 5, Ж 
{В = V (42/4) — L; 另 一 个 是 
ФН х = (а/2) + b; 当然 ;对 于 
这 两 个 奇 点 都 有 ?一 4 # y= 0 
ЗЕЕ, НН ЕН 
的 (在 直线 x = а 上 亦 是 这 样 ,但 
是 ,我 们 将 不 考虑 这 个 情况 )*, 而 
在 通过 两 个 奇 点 的 钙 垂 线 上 都 是 
水 平 的 . 奇 直线 x = а 是 积分 曲 
线 ， 同 时 亦 是 其 余 积分 曲线 的 渐 
近 线 . Hy = 0 х = (2/2) + b 
ВБ ЕЕ НОЕ, fÇ 
АЕ АНЕ НАЯ 8 


с, = (= +5) 十 АА т (= – b), 
因而 分 界线 的 方程 为 
КЕЕ 


这 个 方程 当 y 一 0 时 的 第 二 个 根 +, 亦 即 ,分 界线 与 * 轴 的 交点 坐 


D 显然 ,我 们 应 该 从 讨论 中 排除 直线 а KEER, 因为 和 该 区 域 对 应 的 条 统 的 
状态 ,就 是 导体 48 位 于 载 访 叶 体位 置 上 峙 的 状态 ,而 这 在 物理 系统 中 是 不 可 能 


实现 的 
"在 y 一 0( 旭 x 轴 》 上 ,应 除去 通 点 ,因为 在 核 点 上 积分 曲线 的 二 个 分 坎 (分 界线 》 
ВИНЕ Ар ERBEN ЕЕ. 


~ 原 书 小 括号 中 为 一 号 一 一 译 者 注 . 
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标 ,可 以 用 图 88 所 东 的 图 解法 求 出 。 为 此 ,我 们 作 两 条 曲线 : 


= (1+5) ове ак 


2 b 


或 + 一 a 一 [Ca/2) — Б], ЗН x= (а/2) + b, y = 0 以 
ЋЕ р о Ц ВОЗЕ К д. 看 一 下 所 讨论 系统 
的 相 图 (图 87)。 立 到 可 以 得 出 下 列 的 结论 : 
如 果 初 始 条 件 是 这 样 的 ， 使 得 租 点 于 初 肯 时 
位 于 分 界线 环 的 内 部 , 则 导体 АВ 将 作 振动 . 
特别 地 ,当初 速度 等 于 霉 时 ,如 果 导 体 aB 离 
开平 衡 位 的 距离 不 太 大 时 , 它 将 要 振动 . 

2) 现在 讨论 第 二 情况 ,4 > a/t, X 
一 情况 中 , 方程 Ke 4) = 0 没有 实 根 , 因而 
系统 没有 奇 点 (平衡 状态 )y.， 这 时 积分 曲线 的 85 
走向 如 图 89 所 示 . 在 任何 初始 条 件 下 ,最 后 导体 AB 都 将 以 无 限 
增 大 的 速度 楼 近 直 线 х 一 *。 即 向 无 限 长 的 导线 靠近 (x > z 时 ， 

我 们 已 经 说 过 , 问题 是 没有 意义 
的 )。 在 这 个 情况 中 ,振动 显然 是 不 
可 能 的 ， 
3) 第 三 情况 (第 一 情况 到 第 二 
情况 的 过 渡 情 况 ) 对 应 于 参数 值 4 
4274. 不 难看 出 ,第 一 种 情况 的 两 
ИИ 增加 逐渐 接近 ,而 当 
а= аа СО. НН 
接近 过 程 如 图 90 MR. "4 241/4 
时 显然 只 有 一 个 奇 点 (图 91), 它 对 
应 于 势能 有 损 点 之 情况 中 的 奇 点 类 
д. 这样, вах же 
нан РНЕ. Е 
的 奋 点 对 应 于 不 稳定 的 平衡 状态 ， 在 这 个 (第 三 种 ) 情 沉 中 , И 


sił: 


图 89 


运动 也 是 不 可 能 的 。 在 任何 的 初始 条 件 下 , 导体 都 将 以 不 断 增 天 
的 速度 高 无 限 长 导线 接近 ， 通过 奇 点 的 胡须 了 与 ГГ 把 所 有 运动 


x 


分 隔 为 两 各 类 型 ,它们 的 差别 在 于 : 
在 作 第 一 种 运动 时 《 初 瞬 时 系统 处 在 
直线 * 一 = 及 胡须 I 与 11 之 向 的 区 
域 中 ), 导体 AB (图 85) 向 着 直线 
x 一 4 运动 ,再不 通过 平衡 位 置 ; НИЕ 
第 二 种 运动 时 〔 初 瞩 时 系统 在 肖 须 r 
与 11 ЖЕ + 一 a 所 国之 区 域 以 外 )， 
导线 лв 总 是 要 通过 平衡 位 置 的 . 
4) 最 后 研究 下 面 的 情况 , 2 < 0 
(可 以 用 改变 电流 i 或 了 的 方向 来 使 
1 改变 符号 )。 这 时 方程 Kr, 4) 一 0 
Нл. МАЕ, = 
(а/2) (22/42 一 4 之 中 ,有 一 个 永 
远 是 负 的 , 另 一 个 大 于 =。 两 个 平衡 


状态 (ti < 0, x, > a) 部 是 中 心 而 且 稳 定 ; 其 余 的 积分 曲线 都 是 
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ож ЛИАНЫ, НХ 
线 的 就 是 奇 ” 直线 + 一 а СА 92). 于 是 , ЕА < 0 的 情况 下 , 导 
fk AB 的 所 有 运动 都 是 周期 的 振动 . 


所 举 的 这 些 例 子 包 足以 说 明 保 和 守 系 统 运 动 的 特性 和 参数 的 依 
赖 关系 ， 现 在 我 们 就 可 以 转 人 研究 保守 系统 中 出 现 的 进一步 的 问 
题 . 


56. 运动 方程 


HAERE, 我 们 仅 研 究 了 最 简单 的 保守 系统 。 现在 我 们 开 
始 研 究 一 些 更 复杂 的 系统 . 
要 建立 较 复杂 的 保守 系统 的 运动 微分 方程 ， 利 用 拉 格 朗 恒 第 
二 类 方程 比较 方便 ， 以 工 (9。 2) Жоан Но ОБЕ 
标 4 和 速度 g УНЧА САО, 我 们 得 到 拉 格 遍 日 方程 的 形式 为 : 
d 21) ðL | 
d ‘Og да 
这 个 方程 对 任意 的 坐标 49) 变换 具有 不 变性 , 换 名 话说 ,这 意味 着 ， 
£ a= КФ), 我们 仍 将 得 到 (2.40) 型 的 方程 , 亦 即 : 


D. (2.40) 


в ]23 , 


d (ад Әр, 


de ‘Эф Эф 

拉 格 良 日 方程 的 这 种 不 变性 具有 很 天 的 优点 ,因为 :如 果 知 道 了 系 
HERSE H ARG 就 可 以 对 任 选 的 坐标 , 立即 写 出 运动 方程 来 . 
对 于 费 通 的 保守 机 碱 系统 (在 参考 系 是 惯性 系 的 条 件 下 ), bras Bn 
ЖЕЛЕ БЕ 26; 同样 地 , 在 最 简单 的 电 系 统 中 , 如 果 选 
独 让 回路 电流 的 积分 а = | ia 上 《在 包 洛 电容 器 的 回路 中 , ?显然 
就 是 这 个 电容 器 上 的 电量 ) 为 广义 坐标 的 话 , 拉 格 朗 恒 函数 亦 是 电 
能 与 磁 能 之 差 . 利用 拉 格 朗 日 方程 列 写 机 电 系 统 的 运动 方程 最 为 
方便 站 

但 是 必须 指出 ， 拉 格 朗 日 函数 并 不 是 永远 可 能 写成 两 种 能 明 
之 差 的 形式 : 在 这 些 情 况 中 ， 事 先 指 出 一 个 建造 拉 格 朗 日 函数 的 
“物理 "的 步骤 , 并 不 是 永远 可 能 作 到 的 , 只 有 以 纯 解析 的 方式 , 利 
用 专门 选择 咀 数 上 的 方法 ,才能 殷 运 动 方 程 化 为 所 需要 的 形式 ， 
大 家 知道 , 在 月 洽 保守 系统 情况 下 , 对 于 拉 格 朗 昌 方程 , 可 以 号 出 
所 谓 的 “能量 积分 ”, 它 有 其 有 形式 : 

dag L = ñ. (2.41) 

不 难 用 简单 的 微分 证 实 ， 等 式 堪 端 对 时 间 的 导数 由 于 拉 格 朗 上 日 方 
EMET. 但 是 ,从 物理 意义 而 论 , 表 达 式 (2.41 并 不 总 表示 系 
统 的 能 量 . 除 坐标 4 以 外 , 引入 第 二 个 变量 р 一 BL/B52, 所谓 的 
та, HEAR 


H = pg — L = HCP, 4), (2.42) 
БОЯН ДА В, 我 们 可 将 运动 方程 (2.40) 化 为 二 个 一 阶 微 
分 方程 : 

dq _ ЭН. dp _ _ ƏH 


; 2.43 
ағ Әр dt да’ C ) 


b + e + е 


ОБНИНСКЕ аан ера, 常 称 为 拉 
` ВНЕ, 


124, 


研究 一 系列 的 数学 、 天 文学 和 物理 学 的 问题 时 . 有 着 突出 的 优点 . 
运动 方程 的 一 些 积分 方法 , 正 是 和 这 种 形式 有 关 的 . 

哈密 尔 顿 方程 不 仅 对 于 变数 变换 是 不 变 的 ， 这 我 们 已 经 说 过 
了 ,并 且 对 于 所 谓 的 正则 变 搞 也 是 不 变 的 ,正则 变换 在 对 多 自由 度 
保守 系统 的 研究 中 ,起 着 很 重要 的 作用 ， 

应 指出 , 脸 密 尔 幅 方 程 的 "能量 积分 "可 以 立刻 写 出 : 

H(b, д) = À = 常数 . (2.44) 

ЗАЛЕ РАНИТ, РЕНА 
朗 昌 方程 与 哈密 尔 顿 方程 的 应 用 : 

1. 有 铁 芯 的 振 落 回路 作为 非 线性 保 
秆 系统 的 第 一 个 例子 ， 我 们 研究 一 个 电 振 功 
ER, Яа БАЈА Е Вэ (图 
93). 为 了 能 够 把 系统 当 作 是 保守 的 系统 米 
研究 , 我 们 应 该 忽略 回路 电阻 和 磁 沾 损耗 ， RaR a а АЈА 
耗 , 即 候 定 所 有 的 磁 通 者 通过 自 感 线圈 的 所 有 ww 下, 那 末 ,根据 
AERE, ХРЕН На 8 8 
可 以 写 出 下 列 方程 : 


La + w Z? 
C а 


Е 93 


чит) 


= 0, (2.45) 


Нод; Я, ГРА 
> 有 铁 芯 存在 , 此 基数 是 非 线性 的 。 有 
铁 世 时 函数 OO 的 大 概 形状 如 图 94 
BUR. 
方程 (2.45) 很 容易 化 为 拉 格 半日 方程 的 形式 . AELA gR 
i, 此 处 4 是 电容 嚣 极 板 上 上 的 电量 , 引 人 符 号 


L= Lla d) = = | ODi E, (2.46) 
在 这 样 的 情况 中 ， . 
91. „вр в ЕЯ 
бе 及 让 -一 人 


图 94 
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而 方程 (2.45) 取 拉 格 朗 日 形式 : 
z 2L) — 3L 
94 Эа 
а 


— — L = ñ. 
ЕУ 


在 所 研究 的 情况 中 ,这 一 能 量 积分 具有 形状 : 


h = 094) — w | BG) dg + = = 常数， — (2.47) 


= í. 


ХЕ k РУАН ВЕНЕ. 事实 上 , 电容 器 中 的 静电 能 为 


V = 9/2C, 自 感 线圈 中 的 磁 能 等 于 反抗 自 感 电 动 势 的 功 , 亦 即 可 
RA: 


T = = | 288 206) 44: == “| 9494) | (2.48) 

或 由 分 部 积分 ,得 : | 

T = ФСФ) — w Í (Рад, (2.49) 

WEH = T+V, НЯНЯ L = T — V, 所 以 我 们 有 了 
一 个 拉 格 明日 函数 不 等 于 动能 与 势能 之 差 的 例子 ， 

引入 新 变量 p — BL78g 一 ФС), TARTES Eie 20 

哈密 尔 顿 型 的 . ПАРЕ НЕ: | 
НО, а) = 55 + 25 (2.50) 


其 中 (p) 是 四 表达 式 == wO) 解 8 时 所 得 到 的 狙 数 ， ИЖ 
DCP 的 特 福 可 由 图 94 所 示 的 曲线 看 出 , 它 使 得 变换 户 一 Ф(4) 是 
相互 连续 、 相 互 单 值 的 变换 . 哈密 尔 顿 方程 可 写 为 : 

dp дн g. dg _ 3H Ф (р). 


ar Bq с 4& p 
积分 昌 线 在 相 平 面 上 的 性 状 可 由 能 量 积 分 确定 , 根据 
(2,47)——(2.49), ВЕЕ ОРЕ РЕ: 
w| L gag t T l ER, (2.51) 
94 


т 126» 


这 个 表达 式 , 和 在 $ 5 中 研究 保守 系统 的 例子 时 , 记得 到 的 很 相 
但 , 仅 有 的 差别 是 , а 与 4 改变 了 地 位 ， 因 此 我 们 可 以 对 积分 蛤 线 
的 特性 作出 的 论断 ,和 对 最 简单 的 保守 系统 曾 作 过 的 完全 一 样 ， 
因为 被 积 式 永远 大 于 零 ,所 以 | (80(4)/82)449 BERR RIM 
只 有 在 点 4 = 0 上 才 为 零 . 因而 , 4 一 4 对 应 于 能 量 的 级 小 值 , 故 
ао, 9 一 0 是 中 心 ; 它 对 上 应 于 稳定 的 平衡 位 置 。 所 有 的 积 
DARRERA, ЕЕ НВ К, ИНЕТ ФС) 的 
НЕА, ВР НЕ НН 
ВЕ. MARREN, Равнина 
s 
EI, 其 中 4, B 与 3 均 为 正常 数 。 取 了 这 个 表达 式 , 我 们 得 : 
9Ф Я I . РА 


PGY = A arctg = + В (2.52) 


+127 • 


作 代 换 q: = *。 可 算出 第 一 积分 ,最 后 得 到 : 


4%, (£a 5- а d+ T= 常数 ，， (2.53) 


ВЕНЕ, понео зин, M OS LÍF 
HTX к. 

2. 电容 器 中 有 色 格 温 盐 的 振荡 回路 作为 第 二 个 非 线 性 保 

守 系 统 的 例子 ， 我 们 研究 电容 器 中 的 电介质 为 色 格 淫 盐 的 振荡 回 

路 (图 96)， 色 格 音 盐 的 电 竹 质 和 铁 的 磁 

anon РАИ, акар 5 

7 电场 强度 互 间 存 在 着 非 线性 的 关系 (E 

97), 由 于 这 种 关系 , 有 色 格 湿热 电介质 

的 电容 器 的 电容 将 依 囊 于 电量 或 电压 . 

电容 器 极 板 上 的 电量 和 由 电量 引起 的 电势 差 的 比 ， 我 们 称 之 为 这 

种 电容 器 的 电容 C(9)、 这 样 定义 的 电容 器 电容 C (Q) 和 其 极 板 上 
的 电量 间 的 依赖 关系 ,大 致 地 如 图 98 所 示 ， 


J A. 


图 97 图 98 


РАВНА Е ПНА АЖАР „НЕ C E: 9 的 函数 ,我 们 得 到 
ТЕНИ АРАБ. AFAMAR, REENER Ri] 
可 以 写 出 ": 


图 956 


D 应 注意 ,电容 也 可 以 用 另 一 形式 定义 ,例如 : Саа) = Zada, Но ма. 
这 时 和 包含 有 人 色 格 温 盐 电介质 的 电容 器 之 回族 的 微分 方程 ,将 有 另 一 种 形式 : 


Lä + 12. = 0. (2.54) 


ЖЕ (2.50) 还 是 {2.54a), НДА), ВОС Оч 
疝 桩 的 关系 。 看 来 ,对 于 韭 向 治 系统 ,第 二 种 定义 C = дајан 更 为 合适， 
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Ëg q 


L £“ + —— = 0, (2.54) 
др C (g) 
这 个 方程 也 很 容易 化 为 拉 格 朗 日 的 形式 . SIA REAREA sk 
= > Бой {айа 
L= 169, Ф = E | ZS. (2.55) 
在 这 个 情况 中 
ЭР, _ ƏL < 
Эа Эа с’ 


而 方程 (2.553 可 写 为 近 格 朗 日 形式 : 
а (2L) — ŽL ao 


dr Og Эа 
能 量 积 分 可 写作 : 
Гаф р 
° + {29 Е с 4 À = 常数 ， (2.56) 
不 难看 出 .在 这 一 情况 中 至 世 是 条 统 的 总 能 量 , 因 为 电容 器 电荷 的 
能 量 等 于 使 电容 器 完 电 之 电流 的 功 : 
=| 2 jg = | 244 | 
| с 44: | с. (2.57) 


但 是 , 这 个 情况 和 上 一 情况 不 同 , НЯНИ L — T — V, F 
即 , 等 干系 统 的 磁 能 和 静电 能 之 差 . 在 方程 (2.55) 中 , 代入 
p 91.794 = Lod, 很 容易 将 它 化 为 哈密 尔 顿 形式 , 和 前 一 例 类 
u. 

方程 (2.56) ЖАННА g 4 上 的 方程 。 因为 函 
x | z dg/c(9) 在 9 一 0 时 有 极 小 , 所 以 4 一 0， q 一 0 是 中 心 型 
奇 点 , 它 对 应 于 稳定 的 平衡 状态 . 

为 了 更 精确 地 确定 积分 曲线 的 形状 ， 我 们 应 该 以 某 种 方法 精 
确 冰 确 定 函 数 CCg) 的 形状 ， 在 一 般 情况 下 , 如果 除 交 变 电 还 外 在 
电容 器 的 航 板 上 还 有 避 值 电压 C 和 附加 磁化 相依 ,我们 称 之 为 “ 附 
加 电化 "), 那 末 , 电 容器 的 电容 在 点 9 == 0 的 两 这 就 不 再 有 相同 的 
变化 考虑 到 这 种 情况 ,我 们 就 可 以 把 c 与 4 之 闻 的 关系 ,在 4 入 
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的 某 个 有 限 区 域内 ,用 下 述 表达 式 


C(2) = Со 


1+ Cg + С.д 


ЕО СХ РА C (2) 的 图 形 如 图 99 所 示 ), 把 Са) 的 表达 式 
ЖА. (2.56) 式 , 得 


К 5 | 
LË Ф р Са р Cat аж». (2.58) 


图 99 


уа БАН ВНОГО НИЕ (图 100). 这 些 曲 线 对 4 
轴 的 不 对 称 性 , 是 由 曲线 族 方 程 中 的 C,es/3C, 项 所 引起 的 ， 但 是 
这 一 项 是 由 于 附 屠 电化 才 产 生 的 。 在 没有 附加 电化 时 C09) = 
pl 积分 曲线 的 不 对 称 性 也 就 消失 了 ， 积分 曲线 族 是 椭 因 型 
的 , 只 有 当 很 大 而 а" 项 起 显著 作用 时 ,这些 积 分 曲线 才 与 桶 副 
有 显著 的 差别 . 


5 7. 保守 系统 的 一 般 性 质 


从 据 动 理论 的 观点 来 看 ,在 单 自 由 度 的 保守 系统 中 ， 我 们 感 兴 

趣 揭 首 先是 定 态 状态 -一 -也 就 是 平衡 状态 和 周期 运动 . 所 有 共 余 

的 运动 ， 正 象 我 们 在 研究 最 简单 的 保守 系统 时 已 经 网 过 的 那样 ,或 
* 原 书 有 湿 一 一 译 者 注 。 
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者 走向 无 限 远 , 或 者 趋向 较 点 型 的 平衡 状态 《有 限 运动 )。 在 最 简 
童 的 保守 系统 中 , 我 们 已 经 详细 地 研究 了 平衡 状态 。 现在 我 们 应 
该 更 详细 地 来 阐明 ， 在 最 简单 的 保守 系统 中 可 能 发 生 的 周期 运动 
的 特性 . 

1. 周期 运动 及 其 稳定 性 首先 ， 保守 系统 中 的 周期 运动 的 
最 大 特点 是 ,它们 无 论 何 时 都 不 是 玻 立 的 ， 如 果 对 于 4 一 h, 在 相 
平面 上 得 到 了 闭 轨 线 , 即 局 期 运动 , 那 末 , 正 象 我 们 所 见 到 过 的 ,在 
这 条 闭 轨 线 近 旁 一定 环绕 着 一 些 对 应 于 邻近 值 的 相 邻 的 闭 辆 
R. 周期 轨 线 是 以 连续 统 的 形式 出 现 的 , 它们 充满 相 平面 的 整 片 
区 域 ,同时 闭 轨 线 也 是 一 个 包围 着 一 个 和 的 ， 在 物理 意义 上 ,这 意味 
着 ,如 梁 可 能 有 一 个 周期 运动 , 那 末 就 可 能 有 它们 的 一 个 无 隐 集 
合 ,并 且 最 大 的 振幅 和 最 大 的 速度 ,在 某 个 有 限 的 或 无 限 的 范围 中 
随 卷 初始 条 件 的 改变 而 连续 地 变化 | 

除了 周期 运动 本 身 的 存在 以 外 ， 我 们 始终 应 该 注意 这 些 运 动 
是 否 稳 定 的 问题 、 因此 ,在 山 完 周期 运动 时 ,应 该 严格 地 提出 运动 
稳定 性 的 概念 , 象 我 们 对 平衡 位 置 所 提出 的 稳定 性 概念 一 样 。 我 
们 采用 李 亚 普 诺 夫 所 给 上 出 的 运动 稳定 性 的 定义 ,这 个 定义 ,和 第 一 
章 Š 3 中 的 平衡 状态 稳定 性 的 一 般 定义 是 完全 相对 应 的 ， 

局 期 运动 对 应 于 相 点 沿革 一 闭 相 轨 线 的 运动 。 取 一 个 包 确 相 
点 天 随同 写 一 起 运动 的 7 PERE в, RR TA есе 


. + è è è V b b è è a b + 


А оное оран 
按 下 列 说 法 给 出 这 个 稳定 的 条 件 ， 将 会 更 清 
晰 些 ， 侧 定 运动 受到 某 个 扰动 一 一 系统 在 和 任 
春 广 向 受到 某 种 妖 时 的 种 击 。 这 时 相 点 有 了 
位 移 , 并 且 和 将 沿 另 一 条 轨 线 继续 运动 ， 设想 
相 点 在 受 冲 击 有 时 变 黑 了 ”( 图 101)， 我 们 要 
研究 其 稳定 性 的 原来 的 、 RERE, 亦 即 ， 
如 果 没 有 冲击 时 发 生 的 运动 ,我 们 用 白 相 点 的 运动 来 表示 ,而 冲击 


.131 ~ 


图 101 


后 的 运动 一 一 被 扰 运 动 . 用 黑 相 点 的 造 动 来 表 未 。 现 在 运动 稳 
定 姓 的 条 件 可 以 叙述 如 下 ， 如 果 黑 点 在 初 胜 时 《刚刚 受到 冲击 
之 后 ) 充 分 地 接近 于 和 白 点 《〈 亦 即 。 如 果 拢 动 充分 小 )， 其 后 亦 永远 
地 和 它 相当 地 接近 。 那 末 白 点 所 类 示 的 运动 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 
的 5 | | 
ЖАН, ЖИ У ЕК 
定 的 ;因为 在 一 般 情 况 中 , 相 点 沿 不 同 的 积分 曲线 运转 的 周期 是 不 
同 的 ， 由 此 ,尽管 白 点 和 黑 点 的 初始 距离 其 小 ,但 是 它们 越 来 越 离 
开 , 而 且 在 一 定数 目的 周期 之 后 ,将 得 到 如 图 

102 ТАУ. 当然 以 后 它们 还 会 重新 开 

Нан, 但 对 于 任意 小 的 (不 为 零 的 ) 初始 距 

离 ， 它 们 之 闻 的 距离 毕 并 永光 不 能 小 于 任意 

给 定 的 值 。 在 特殊 的 情况 中 , ВОЗЕ А у 

同一 条 轨 强 运动 时 ,和 初始 焉 离 相 比 , 黑白 点 

图 102 间 之 距离 并 不 增加 *, 也 就 是 说 , HSE k ke 
的 , 它 使 得 相 点 在 冲击 中 洛 本 身 的 雪线 有 一 个 跌 跃 《顺便 指出 , 这 
种 特殊 美 型 的 扰动 ， 只 寿 当 坐标 的 改变 与 速度 的 改变 之 间 有 某 一 
完全 确定 的 关系 时 , 才 可 能 存在 )， 不 过 这 种 请 况 绝对 不 是 和 我 科 
关于 运动 的 不 稳定 性 的 论断 相 矛 盾 的 ， 因 为 我 们 说 的 是 (е) 区 
域 ,而 一 段 施 线 并 不 构成 这 种 区 域 .。 

只 有 在 有 等 时 性 的 特殊 情况 中 。 即 对 不 局 雪线 的 旋转 周期 相 
同时 , 保守 系统 的 周期 运动 才 匙 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 的 。 即便 在 这 
种 情况 中 ,还 是 不 会 有 绝对 稳定 的 闭 轨 线 的 ,( 即 这 样 的 闭 轨 线 , 相 
点 受到 充分 小 的 扰动 后 ,将 重新 渐 近 地 向 它 趋 近 》。 这 种 类 型 的 雪 


D 参看 第 五 音 $ 5,7 НЕ ЕЕ Чр ОЗАР ЕНЕ, Н 
述 了 研究 稳定 性 的 分 析 贞 法 (当然 只 对 非 保 守 系 统 才 适用 的 方法 )， 

”这 个 图 萄 情况 , ЭЕ а ВЕЛ АО ERA ARDRE A So AA ENA 
ANRA К Е E SE Raab GRRR, 所 以 在 其 后 的 运动 中 。 臣 离 亦 将 是 时 间 
BAX: SO) Bik SC E-A WAS MAERA ARER 5 ЗІ F Sa 
《除非 起 点 上 的 S, 是 5 RAED, 但 是 5 ВЕ S. BMB ia s. PAL F 
的 寺 论 是 正确 的 一 一 译 者 注 ， 
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线 , 在 单 自由 度 保 守 系 统 中 ,是 完全 不 可 能 的 ， 只 有 在 研究 非 保守 
系统 时 才 会 遇 到 这 种 运动 , 正 象 刚 首 我 们 说 过 的 ,虽然 保守 系统 的 
局 期 运动 一 般 说 是 按 李 亚 普 诺 夫 不 稳定 的 , 但 是 ,它们 还 是 具有 其 
种 形式 的 稳定 性 的 。 那 就 是 , 和 所 研究 之 轨 线 充分 接近 的 轨 线 , 将 
永远 位 于 它 的 邻 域 之 内 。 这 种 形式 的 稳定 性 : 称 为 轨道 稳定 性 ;这 
种 稳定 性 ,在 关于 积分 曲线 性 状 的 一 般 理 论 中 , 起 着 重要 的 作用 . 

2. 单 值 解析 积分 和 保守 性 。 ”到 现在 为 止 , 我 们 研究 的 保守 
系统 都 是 满足 哈密 尔 顿 方程 的 。 其 实 从 相 平 面 特性 的 观点 , 或 在 
Я т, 从 相 曲 面 特性 的 观点 ,以 及 从 系统 中 可 能 的 运动 
之 特性 的 观点 来 看 ， 将 某 些 不 满足 哈密 尔 顿 方程 的 系统 归 人 保守 
系统 , 亦 是 很 自然 的 。 因此 ; 我 们 给 保守 系统 一 个 更 一 般 的 定义 ， 
并 且 根 据 这 个 定义 建立 保守 系统 的 一 些 性 质 . 

每 一 个 动力 学 系统 都 拓 盾 地 .完全 单 值 地 对 应 于 一 个 布 满 相 
轨 线 网 的 相 面 ,因而 , 相 面 上 每 一 点 对 应 于 系统 的 一 个 完全 确定 的 
状态 ,反之 亦 然 ;这 种 对 应 是 钼 互 连 续 和 相互 单 值 的 。 我 们 将 认为 
单 值 积分 的 存在 


F (u, 2) = С, (2.59) 
是 保守 系统 的 必要 标志 ,其 中 m, е 是 决定 点 在 相 平面 上 的 位 置 的 


就 问题 的 本 质 而 论 , 它 不 可 能 恒 等 于 常量 。 将 C 看 成 是 沿 相 面 法 
向 的 第 三 个 坐标 ,我 们 可 以 把 方程 (2.59) 解释 为 建立 在 相 面 之 上 
的 某 个 新 曲面 的 方程 。 如 此 和 作出 的 曲面 其 有 这 样 的 性 质 , 它 的 等 
ВЕС С 轴 而 言 ) 是 积分 曲线 . 当 相 面 基 平面 时 ,等 高 线 , 即 积分 
НН, НЕ ВЕНЕ ЕС, e) = C 和 平行 于 相 平 面 的 平 功 的 交 线 ,这 个 
平行 平面 是 由 方程 C = C, 所 确定 的 , Н САК, С, 是 常数 
《图 103), 

知道 一 个 这 样 的 曲面 ,就 可 以 作出 这 种 曲面 的 一 个 无 限 集合 . 
实际 上 .我 们 除了 对 等 高 线 本 身 感 兴趣 之 外 ,对 等 高 线 的 相对 高 度 
毫 无 兴趣 ， 因 此 ,我 们 可 以 随意 地 改变 C 轴 的 “ 比 合 ”, 在 它 的 不 同 
段 上 任意 地 将 它 拉 长 或 压 短 . 我 们 将 得 到 一 批 又 一 拢 的 曲面 , 并 

EER 


ВО 


м 103 


ВТА НЕА: 等 高 线 都 是 积分 曲线 . 用 解析 的 语言 来 说 ， 
这 说 明 一 件 明 最 的 事实 , 那 就 是 : 如 果 Р(ы, г) = C 是 某 方程 的 
ВАА, ЯЖ ФГЕ(и, о) 1 = C 也 是 该 方程 的 积分 . 

等 高 线 的 奇 点 对 应 于 积分 曲线 族 的 膏 点 :这 样 ,等 高 线 的 扳 立 
点 对 应 于 中 心 ;节点 对 应 于 鞍点 ; 尖 点 对 应 于 中 心 与 远 点 汇合 而 成 
的 奇 点 ， 积 分 曲线 的 微分 方程 ,根据 方程 (2.535, 有 以 下 形状 : 


ЭЕ 
dy Bu 
ZE ——. 2.60 
== ie, (2.60) 
дь 


ЗАЖИМ ЭЕ/ди 及 8F /8v МНН a, о 值 ， 也 可 能 过 到 
这 种 人 情况, 3F/Sx 与 9F/8w 不 仅 在 一 个 孤立 点 上 , 而 且 沿 某 条 解 
析 曲 线 同 时 为 零 ， 我 们 将 证 明 , 这样 的 曲线 必定 是 积分 曲 钱 ,该 曲 
线 上 的 点 都 满足 方程 F(x, 0) = 常数 . 证 我 们 所 说 的 曲线 具有 参 
数 形式 : 

| t == als), # == (ғ), 
这 时 
ЯЕ _ ОЕ du , OF de 


45 ди ds де а’ 
或 者 ,因为 38F/6u = 0 № ƏF/7Ə, = 0, M 


ds 
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Е = 常数 ， 
ХВ, Е(и, о) 沿 盟 线 保持 常 值 。 不 难看 到 ,如 果 对 应 的 等 商 线 * 
是 由 这 样 的 点 组 成 的 , 其 上 之 动 平 面 都 平行 于 相 面 , 此 对 就 出 现 这 
种 情况 , 例如 , АНН Е (и, 2) = C 有 火山 口 的 形状 , 而 火山 口 的 
边 绿 在 同一 等 高 面 上 时 , 就 是 这 样 (图 104). 不 可 能 有 这 种 类 型 
的 雪 点 ， 通 过 它 的 积分 
HRERS., НУ 
面 的 其 一 部 分 , 因为 ,在 
Дб, НЕ 
应 位 于 周一 等 高 面 上 ; РРР 
这 时 由 于 F, e) 的 解 图 104 
析 性 , 它 应 该 等 于 常数 ， 
而 这 和 所 提 的 条 件 是 矛盾 的 ， 由 此 我 们 可 以 得 出 结论 , 保守 系统 
中 的 奇 点 , 不 可 能 是 结 点 也 不 可 能 是 焦点 。 由 完全 相似 的 讨论 可 
以 证 明 ， 保 守 系 统 中 亦 不 可 能 有 其 他 积分 曲线 都 向 它 盘旋 接近 的 
HIRR. EOE, 如 存在 有 一 条 闭 扫 线 , 那 末 必定 存在 它 
们 的 一 个 连续 统 , 完全 地 充满 着 平面 的 某 一 部 分 ;从 相 轨 线 是 连续 
RIB (м, о) 一 (的 等 高 线 的 事实 ， 就 可 以 直接 地 得 出 这 个 论 
Br. ЗЕ, 不 可 能 存在 一 条 层 立 的 闭 轨 线 , 因为 , 如 果 连 续 曲 面 的 
一 条 等 高 线 是 闭 的 , 那 末 所 有 邻近 的 等 高 线 也 应 该 是 闭 的 , 

”后来 研究 相 点 说 这 些 轨 线 随 时 间 的 反动， 由 于 方程 (2.60) 是 
从 弃 动 方程 中 消去 时 间 而 得 到 的 , 那 末 ,为 了 返回 到 一 般 形式 的 运 
动 方程 ,我 们 应 该 注意 到 , 在 消去 时 间 时 可 能 同时 亦 消去 了 某 一 范 
数 SC, и) = 1/O(u, vy( 它 是 以 葬 子 的 形式 出 现在 两 个 方程 的 右 
端的 》” 基 此 运动 方程 的 一 般 形式 可 以 符 为 : 

du DF. 1 


= 一 = Оба, r), 
d: до 0“, e) (2.61) 
ds ОЕ 1 
# ` Bu Olu, o) = VG, v). 


* 原 节 为 “等 封 线 ”一 - 译 者 注 ， 
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k F ВОРА, 我 们 称 为 普法 夫 (Ран) 方程 。 对 于 
Son 0) 我 们 假设 , CEET и, e ЗРНАТА, НХ 
于 任何 有 限 的 <, и 值 都 不 为 零 . 

ЖЕ $ и, o) = 1/0Си, o) 还 可 以 作 更 一 般 的 根 设 , 例如 ， 
妈 许 这 个 函数 治 某 条 孤立 曲线 等 于 零 或 疹 失 全 纯 性 ， 在 实际 中 ， 
作为 真实 系统 的 理想 模型 , 我 们 常常 过 到 这 样 的 方程 , 这 种 模型 ， 
在 许多 情况 中 《例如 上 述 的 孤立 曲线 与 想 轨 线 重合 的 情况 ), 无 疑 
应 该 男人 保守 系统 的 类 型 。 但 是 对 于 这 种 “病态 的 ”情况 , 我 们 这 
里 将 不 进行 研究 和 分 类 ,而 只 对 有 关 的 术语 作 些 解释 ,并 研究 它 的 
一 个 例子 (本 节 第 6 Ду), 

不 难看 出 ,在 特殊 情况 


OC, v) = 1 
н, REG ТУК Н ñi 2y 38: 
de _ ан du _ ВЫ 
dt Bua” dt дь * 


这 里 按 一 般 习 惯 以 五 代 起 了 F. 我 们 已 见 到 过 , 哈密 尔 顿 方程 有 
PERH H = 常数 , 它 通 常 是 能 量 积 分 (但 是 已 经 指出 过 ,并 不 永 
зой), | 

方程 (2.61) 等 价 于 方程 

V(a, #)аи — U(u, v)de = 0, 

我 们 知道 , 这 个 方程 总 是 有 积分 因子 的 ， 所 以 形式 上 而 论 , 所 有 由 
两 个 一 阶 微分 方程 描述 的 动力 学 系 统 ,都 可 以 化 为 (2.61) 的 形状 ， 
因 在 于 。 当 保守 系统 是 用 《2.61) 型 的 方程 所 描述 的 时 候 , 对 函数 
РОТЕ СВЕ, 解析 性 等 )， 在 吉 典 力学 中 研 穹 
EERDE, 五 是 能 七 , 因而 这 些 条 性 适 常 是 自动 满足 的 。 

应 指出 ,如 时 动力 学 系统 是 由 一 般 型 式 的 微分 方程 

du йр 


= U; =F 
di dt 


所 给 定 的 , 那 末 , 并 不 存在 能 够 确定 这 些 方程 所 描写 的 系统 是 否 是 
“136* 


保守 系统 的 一 般 方法 . 例如 , 在 证 有 明了 系统 有 绝对 稳定 或 不 稳定 
的 平衡 状态 存在 时 ,系统 的 非 保守 性 常常 可 以 立刻 得 到 判定 。 一 
般 地 说 , 只 有 当 用 基 一 方法 求 到 了 系统 的 单 值 积 分 以 后 ,才能 确定 
积分 直线 的 保守 性 . 

3. 保守 系统 和 变 分 原理 具有 变 分 的 起 源 , 是 保守 系统 的 
突出 特点 . 

大 家 知道 :哈密 尔 顿 方程 可 以 从 哈密 尔 顿 变 分 原理 导出 : 


5 | 天 = 5 |. (ра — На = 0, - (2.62) 
利用 当 一 0 15: = 2 59 为 零 , 表 达 式 (2.62) 可 以 化 为 


s [í _ Ән (; 2н) | 
— sp + (p + 2E) sql 2, =D, 
f [G ap) p+ +, ) 54} 4 


КДИ Е ВАННУ ЗЕ ЕН “ЖЗ”, 我 们 就 得 到 了 了 蛤 密 尔 顿 方 
程 ; 


现在 来 研究 更 一 般 的 变 分 原理 , 亦 就 是 将 假设 ,在 被 变 分 的 积 
分 中 ， 被 积 销 数 取 更 一 级 的 线性 组 合 的 形式 : 


af” {Xè + Yy + Fid = 0 
HA X, Y ВЕКИ E: z #d y ПНА. 
在 这 个 更 一 般 的 情况 中 , 变 分 方程 , 或 换 句 话说 , 运动 方程 的 
形式 是 


4 ƏF dr ЭР 
об 0 о К 
其 中 Q(z, y) = x; — Yh 
这 就 是 我 们 已 知道 的 普法 夫 方程 ， 它 是 拱 述 保守 系统 的 方程 
的 最 一 般 的 形式 . | 
4. 积 分 不 变量 ”现在 引信 积 分 不 变量 的 概念 ， 我 们 首先 以 
一 盘 形 式 来 研究 相应 的 问题 , 暂 不 管 问题 是 否 具有 保守 性 , 以 便 以 


后 能 把 竺 到 的 结果 用 到 保守 系统 上 去 . 
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设 其 动力 学 系统 决定 于 一 般 形式 的 方程 
# = Р(х, y), ў = O(x, у). (2.63) 
НЗ РНЕ: 8 — РК” У, 而 相 轨 线 解 
EARP RE KU EAF Е ЕЕ БИК Б, ВАК” 
到 处 都 无 产 EIL. Solr, у) 表示 设想 补体 的 “密度 ”， 研 究 于 基 
НН 一 0 充满 相 平 面 上 某 一 区 域 (“ 二 维 体积 ") ССО) 的 相 点 集 
т “ИЖЕ ИЕ О, 所 研究 的 “被 体 体积 ”的 “质量 ， 显然 
可 以 表 为 积分 
#00) 一 H р(х уг) dxod yo 
Gi 
《ro yo 是 相 点 在 г = 0 时 的 坐标 )。 RAR RE НУ 27 8 
(2.63) 或 其 解 | 
x = x(#; д» 50), J = yG; zo Yo) (2.64) 
《因为 xo, yo ERARE, ДВ АН 0; хо, ya) = x, № 
у(0; z, po) = у) ЕН EFE bE. 在 :一 0 НВ 
Ву ER” ССО) НГ”, ig? ssh skies. Kl G C) 
表 未 这些“ 微粒 ”的 集合 在 :瞬时 所 占有 的 区 域 . “该 体质 量 ” 在 这 
个 新 的 "体积 ”上 等 于 
100 = |} plæ, y)dxdy, (2:65) 
. GOO. 
如 果 我 们 把 相 点 在 相 平 面 上 的 运动， 解 酸 为 密度 是 p (x, y) 并 且 
是 无 兰 无 汇 的 “流体 "的 定 态 运动 是 正确 的 , 那 末 I (z) 就 应 该 等 于 
қо), НХ” 应 该 服从 “质量 ”守信 定律 。 更 精确 些 说 ,如 此 
屯 解 释 相 点 的 运动 , 只 有 当 我 们 可 以 选择 这 样 的 孜 数 р(х, y)— 
液体 的 “密度 ”, 使 得 "液体 质量 ”, 性 一 “微粒 ”集合 的 “质量 ”, 在 运 
动 时 间 内 , 保持 不 变 的 情况 中 , 才 有 可 能 .我 们 将 说 , 在 这 个 情况 
h, 运动 方程 (2.63) 有 二 维 的 正 积分 不 变量 。 这 样 , 如 果 对 于 任 
意 初 区 域 ССО), 都 有 1) = 100), 或 者 ， 对 于 任意 的 积分 区 域 
G G) 都 有 
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4. В plx, y)dxdy = 0, (2.66) 
а: 5 


ЯВ, 表达 式 (2.65) 就 是 积分 不 变 最 (函数 px y) 称 为 积分 不 变 
EARE”). 

我 们 来 求 出 , 为 了 使 表达 式 (2.65) RADE (2.63) 的 积分 不 
TE, 函数 plx, y) 所 应 满足 的 条 忻 。 在 将 积分 (2.65) ЫЈ 
分 时 ,主要 困难 在 于 , RAKA G G) 是 随时 间 而 改变 的 。 要 克服 
这 个 困难 ,利用 雅 可 比 式 

„Әх ду. 
— Ә( х, у) Өх, Әх, 


= = Ра; ra ув) = 0, (2.67 
осу) lör By G; ro Yo) s (2.67) 


ду, Әу, 
在 积分 号 下 把 变量 х, у 变换 为 变量 xo yu 
换 3 新 变量 Хо; Fa 后 ， 得 : 


100 = Нес, n) KED, ан _ (2.68) 


1) 下 面 我 们 将 假定 省 数 pCx, y》 是 正 值 确 定 的 和 有 界 的 证 数 : 
0 =< бт, y> < M, 
其 由 M 是 某 一 并 数 ;此 外 ,这 个 函数 在 任何 有 限 区 域 中 ,部 不 恒 等 于 零 ， 
2) 我 们 证 明 牙 可 比 式 避 不 等 于 零 《 只 有 有 在 这 一 情况 中 ， 我 们 采用 的 变数 变换 才 是 
ЖЕНИ). 48 DCr; xa, уо) 对 时 间 微 分 ,得 : | 


Gio) 


дх ду Bx дӱ 
92 Bro Drn Gro Axo А 
—_ = + = Dí p. (=, y) + OF (x, уу}, 
5: ðt ду ðr Br 7 

dyn ду Dyo дуп 


因为 , НЕЕ РЕ (2.63) 把 t, y 看 成 是 x，y М, поз (2.63) 的 解 
《2.64) 而 把 x, y 看 成 是 二 ras yo KEH: Eh . 


9% _ Р(х, v) _ ду 
Dan x, _ P, «(ть y) s + P (к, юе, 


以 及 对 于 д=/0уь, ду/дхо 和 Əy/fƏy, 的 类 似 表 达 式 、 对 时 间 损 分 《对 给 定 的 
fos ya) 之 ;得 : 

DC; xo, ya) = DCD; xo, уве ТР, DHE ja 
HH x = 克昌 хо, Ya), y = УСК хоз ya). 但 是 


DCD: хо, у) = 3 Yo) = 
OCro, Ya) 


”因此 ПИ 
DCE: ха, ya) = eli se toys д, 


. 139. 


"В, 2 ВН В x, у 应 理解 为 函数 tlt; ro aj) £ yC ra, —— М 
分 方程 (2.63) 的 解 ,而 且 


d) „д. 
Z j a; T oD ]2xz dy, 


因为 现在 积分 区 域 和 时 间 无 蒋 了 ， 既 然 这 个 导数 在 任意 的 积分 区 
R GO) 上 上 都 应 该 便 等 于 零 , ВН рН р СУТ 
任意 的 Tas yaja Вр 


2 {pCx, y) ° D G: zo ya)) = 0. (2.69) 
因为 
22 — DI. + 05}, 
£ 
15%, 
a Әр Әр 
Dj = D + o — 
д; loD] д: P Ф: 
др др ёр до 
р p + Í + р + о 28 
[z ду ° і 


=p | (Py + 98 0}, 


ХХ D = 0, З (2.69) 就 可 以 化 为 对 任意 的 x, у 都 成立 的 条 
件 : 


Ə | д — 
Br аР) + By (00) = 0, (2.70) 


不 难 证 明 , 对 于 哈密 尔 屯 方程 , 总 是 存在 着 常 相 密 度 的 积分 不 
变量 (不 失 一 般 性 , 可 令 其 等 于 一 ) 的 ， 实 际 上 , 邓 哈 密 尔 颇 方程 的 
情况 , 令 х= g, y = p 及 p == 1. 条 御 (2.70) 可 化 为 条 件 : 

а [əm в {өч} 
2 {58} -2 | 21) 0, (2.71) 
根据 微分 的 可 交换 性 ,这 个 条 件 值 等 地 满足 . 


D 我 们 把 对 时 间 的 导数 写 戚 食 导 数 的 形式 ,因为 xz, y 和 DC; xa, yo] 都 不 仅 依 轨 
Fiili H З P xo, уо. 
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这 样 , НН РО 就 是 哈密 尔 顿 方程 的 积分 不 

为 了 把 有 些 抽象 的 刘 维 勒 定理 解说 清楚 ,我 们 研究 几 个 例子 ， 
在 这 些 例 于 中, 相 面积 的 不 变性 是 不 难 直 接地 建立 的 . 

91. 谐 运动 


p = асоѕз( + Q), g = аһ (2 + p). 
不 难 想 象 . 随 着 时 间 的 变化 , 每 一 个 表征 系统 状态 的 向 径 
r = iasin (z + p) + jzcos(z + p), 
都 转 过 相同 的 角度 . 和 任 一 图 形 莉 只 作 不 变形 的 单纯 转动 , 因而 图 
形 的 面积 也 不 改变 (图 105), 
п. 常 力 作用 下 的 运动 : 


b= p gl q = m + ры — 80/2, 
WREN o: 一 0, 我 们 在 相 平 而 上 取出 一 个 正方 形 , 其 顶点 为 : 
1) 4 fo: 2) (4 +а), р; 3) go (pata); 4) Cada), (ра), 
那 末 ,随时 闻 的 增加 正方 形 会 变 得 越 来 越 焉 斜 { 图 106), 但 是 图 形 
的 面积 仍 将 保持 不 变 , 因为 平行 于 &g 扣 的 两 条 边 , 亦 好 连 接 上 共有 相 
间 和 初速 度 р 之 顶点 的 两 条 边 ， 作 平行 的 移动 且 保 持 等 距 , 它们 的 


图 105 ВЯ 106 
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长 度 也 始终 等 于 z， 边 长 为 “的 王 方 形变 成 了 旗 边 长 为 高 也 等 
于 < 的 平行 四 边 形 , JRRD, 和 正方 形 面积 大 小 相等 的 平行 四 边 形 . 

如果 我 们 不 是 用 变量 为 4 与 # 的 租 平面 ， 而 是 用 变量 为 4 与 
4 的 相 平 画 , 亦 即 , 我 们 不 从 哈密 尔 顿 方程 出 发 , 而 从 拉 格 朗 已 方 
程 出 发 , 那 末 刘 维 惑 定理 就 不 或 立 了 。 但 是 , 一 般 说 来 , 积分 不 变 
量 还 是 存在 的 。 实 际 上 


Әр Әр. i 
СС 94 дд ИСТА 
ааа | Әз а dq 44 = | бр dq då, 
E er СЯ 99. сж ОЎ 
да да 


这 样 ;对 于 变量 g 4, НЕЕ, ПЕР 01/94, AE, 
为 了 使 拉 格 朗 日 方程 具有 积分 不 变量 ， 只 要 使 BF/64 有 限 且 不 
ES, 例如 , 始终 为 正 就 金 了 ， 在 真实 情况 中 , КА 
й, f 
З ЖИРА УЕ S k EE (2.61), Ш 
不 变量 ,也 就 是 有 相 密 度 为 Olu, v) 的 不 变量 : 
1 = || oC, р)днёр, - 


GAF) 


因为 ,使 之 个 表达 式 成 为 方程 61) 的 积分 不 变量 的 条 件 
aFl әү art 

S ov) + 2-(0у) = 2 [E] + 2 Оо, 
IEE E pt. наў Я 不 难看 出 ,可 以 应 用 表达 式 
OOC) 作为 构成 积分 不 变量 的 相 密度 ， 其 中 四 是 任意 的 函数 。 而 
是 保守 系统 的 积分 (2.59) 的 左 端 ， 实 际 上 , PCF) 是 运动 常数 ; 
所 以 十 分 明显 ， 如 果 || Оги dv BRATE, WR (оог) du dv 
也 将 是 积分 不 变量 . 可 以 证 明 , 这 就 是 可 分 不 变量 的 一 般 形 式 . 换 
名 话说 , 令 积分 不 变量 之 相 密度 的 两 个 不 同 表达 式 之 比 等 于 常数 
那 未 这 个 比值 永远 是 系统 的 积分 . 

我 们 现在 给 予 作为 “二 维 疲 体 微粒 ”的 入 点 , 以 及 作为 这 种 “ 液 
怀 * 的 定 态 流 (无 源 无 汇 ) 的 相 点 运动 ,一 个 明晰 的 解释 ， 在 本 小 节 
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开始 已 经 说 过 , 仅 当 存在 积分 不 变量 时 ,这 种 解释 才 是 可 能 的 : 积 
分 不 变量 的 相 锯 度 р(х, y) 可 以 取 为 “液体 的 密度 ”, 而 积分 不 变 
量 将 表示 “液体 质量 ”的 守恒 定律 . 

研究 夹 在 酚 条 充分 接近 的 相 轨 线 | 辣 的 “补体” 的 流动 一 一 和 水 
动力 学 中 流 管 相似 的 " 流 带 ”({ 图 107)， 板 据 “ 补 体质 量 ” 的 守恒 定 
律 , 通过 这 个 流 带 的 一 个 截面 (例如, 通 
过 线段 L) 的 “补体 ”的 流量 , 应 该 等 于 
通过 这 个 流 带 的 任何 其 他 截面 (例如 , 通 
过 线段 L) 的 流量 。 如 时 以 mm 与 o, 表 
在 这 些 截 面 上 的 相 速度 ", 即 “液体 "在 流 
带 的 这 些 截面 上 的 闹 动 速度 , 那 末 他 然 ? 

РА 一 Ес 

其 中 pi 与 p; 是 “补体 ” 在 流 带 的 第 一 和 图 102 
s — Е. 

RE, 如 果 我 们 知道 了 相 轨 线 和 相 密 度 , 就 可 以 确定 相 速 魔 沿 
罗 线 的 相对 分 布 , 换 句 话说 , АВР, 如 果 已 知 相 轨 线 上 基 一 点 的 相 
速度 , 那 未 就 可 以 确定 在 该 轨 线 上 任 一 点 的 相 速 度 . | 

如 果 相 密度 符号 不 变 , 有 界 , 则 从 具有 这 种 相 密 度 的 积分 不 变 
ВЕЕТ, 我 们 再 一 次 地 得 出 结论 , 在 保守 系统 中 , 不 可 能 存在 结 
点 型 和 焦点 型 的 平衡 状态 , 亦 不 可 能 有 这 祥 的 相 雪线 ( 即 航 限 环 )， 
其 相 邻 的 相 轨 斌 都 浙 近 地 向 它 趋 近 ， 实际 上 , ЕЖА, ЯВ 
ЕЛЕНА ЕАН НЕО“ Не”, 当 这 “ 流 带 "接近 结 点 型 或 
焦点 型 平衡 状态 时 , 或 接近 极限 环 时 , 其 截面 将 无 限 地 减 小 (更 严 


17 所 研究 的 “ 流 带 ”的 截面 应 该 是 那样 的 小 ,使 得 相 训 度 在 每 个 荔 面 上 可 以 认为 是 
相等 的 。 
D 不 难看 内 ,通过 尾 何 闭 固 路 的 流体 流量 等 于 零 。 实际 上 , 流 人 半 回 路 工 的 液体 放 
芋 , 如 所 局 知 ,决定 于 积分 
oCs dr—idy) = поё: р, [a + (000 |a= dy, 


并 和 且 和 根据 条件 (2.70), 这 个 积分 等 于 零 ( 后 一 积分 是 利用 格林 CGreen) 公式 从 
前 一 积分 得 到 的 ); 5 表示 回路 六 所 转 的 二 维 区 咸 .. 
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R BATE) JH E THESE EBI TSK tE Савт 
ГАН ЕН F), 因而 项 着 向 平衡 状态 或 向 极限 环 的 
接近 , 相 密 度 应 该 无 限 地 增加 ,而 这 是 不 可 能 的 . | 

5. 保守 系统 的 基本 性 和 ”现在 我 们 更 详细 地 来 研究 保守 系 
统 的 运动 。 从 研究 平衡 位 置 开始 , 平衡 位 置 决 定 于 由 方程 (2.61》 
的 右 端 等 于 零 得 到 的 条 件 


ĝu Dy 

这 些 平衡 位 置 或 者 对 应 于 系统 的 奇 点 ， 或 者 构成 一 条 平衡 线 
(34 OF /ðu 及 0F/8v 有 公 因 子 时 )， 这 条 平衡 线 , 我 们 已 记过 ， 必 
然 也 是 积分 曲线 ， 

我 们 已 经 知道 ， 奇 点 不 可 能 是 充满 部 分 平面 的 无 穷 多 轨 线 的 
扰 合 点 , 换 句 话说 ,平衡 位 置 不 可 能 是 绝对 稳定 的 ， 

闭 轨 线 对 应 于 周期 运动 : ВИТЕ, тра, 
同期 解 , 那 末 其 他 运动 不 可 能 向 着 它 盘 旋 地 趋 近 (也 不 可 能 离开 它 
盘旋 而 去 )， 

换 句 话说 (我 们 已 经 指出 过 ), 在 保守 系 绕 中 也 不 可 能 有 绝对 
轨道 稳定 的 轨 线 。 如 果 保 守 系统 中 有 一 条 闭 轨 线 , 那 末 必定 有 闭 
扫 线 的 无 限 集合 , 充 清 相 平面 上 某 个 区 域 , НЕЕ. 1 
物理 上 , 这 意味 闭 , 如 果 可 能 有 一 个 周期 运动 , BEREA EER 
多 个 ,并且 最 天 振幅 与 最 大 速度 可 在 某 一 范围 内 取 任 意 值 ,至 于 了 
什么 值 这 决定 于 初始 条 件 。 不 难看 而, 振动 的 周期 对 于 不 同 的 最 
大 振幅 , 一 般 说 来 是 不 同 的 , 亦 即 , 也 依赖 于 初始 条 件 。 人 允许 等 时 
小 动 { 即 周期 不 依 束 于 最 大 振幅 的 振动 ) 的 系统 是 特殊 的 情况 ; 在 
第 一 章 中 讨论 过 的 谐振 子 就 是 一 例 . 如 果林 面 拓 扎 地 等 价 于 平面 ， 
那 末 在 此 情况 中 , ЗЕЕ Ч, 必定 有 一 个 或 几 个 奇 点 (如果 奇 
点 只 有 一 个 , 那 未 必然 是 中 心 )。 系 统 的 振动 内 可 能 是 环绕 一 个 或 
几 个 平衡 位 置 进行 的 ,这些 平 衡 位 置 之 中 , 一 定 有 一 些 是 稳定 的 . 
假如 相 面 是 柱 面 , 那 末 就 可 能 存在 不 包围 奇 点 的 闭 轨 线 , 它们 是 环 
绕 柱 体 的 轨 绥 ;在 这 种 系统 中 , 可 能 沿 着 不 包围 平衡 位 置 的 闭 轨 线 
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产生 周期 运动 ， 作 为 例子 , 可 以 指出 无 阻尼 的 摆 , 当初 速度 很 大 时 
所 作 的 旋转 ， 还 可 能 有 具有 一 个 或 几 个 奇 点 的 闭 积 分 曲线 ， 第 一 
种 对 应 于 双 面 有 限 运 动 , 即 当 z 趋 于 十 co 及 趋 于 一 co 时 ,都 趋向 
同一 平衡 位 置 的 运动 . 第 二 种 亦 对 应 于 双 梢 有 限 运 动 , 但 是 此 运 
动 是 这 样 的 , 当 е 趋 于 + со 时 趋向 一 个 平衡 位 置 , ПЗ + 趋 于 
一 oo 时 趋向 另 一 平衡 位 置 . НЕЕ ЗАВ, Ме 向 一 
个 方向 趋 于 无 限时 , 运动 趋向 平衡 位 置 , 而 * 向 另 一 个 方向 趋 于 无 
限时 ,运动 却 趋向 于 无 限 远 ; 最 后 ， 还 可 能 存在 双 面 逃逸 运动 ， 运 
动向 两 方面 卷 趋向 无 限 远 . 

以 后 我 们 要 使 用 下 面 的 术语 . 如 果 系统 (为 两 个 自治 的 一 阶 
方程 所 确定 的 ) 的 运动 方程 有 单 值 的 解析 积分 , 那 末 我 们 就 说 这 种 
系统 在 相 平 面 上 的 积分 曲线 的 结构 具有 保守 的 性 质 ， 这 种 有 单 值 
解 折 积分 的 系统 .如果 它 具 有 满足 下 列 要 求 的 积分 不 变量 ，1) 积 
分 区 域 CGY 可 以 任 取 ,只 诸 不 和 某 些 孤立 的 曲线 相交 ; 2) 4 z 
进一步 变化 时 , 生 当 G G) 仍然 在 相 平 面 上 的 有 限 部 分 上 时 , 它 不 
趋向 于 零 ,我们 就 称 之 为 保守 系统 . 

最 后 我 们 还 要 指出 曾经 简单 提 及 的 一 个 性 质 。 即 保守 系统 对 
微分 方程 的 变形 的 不 稳定 性 。 可 以 证 明 , 微分 方程 的 最 党 小 的 变 
É, 一 般 来 说 , 也 会 使 相 平 面 上 的 整个 图 象 发 生 本 质 上 的 改变 , 从 
ПТ ЖАНА. 为 了 说 明 这 种 情形 ,当然 以 后 还 要 就 一 
般 情 况 作 严 烙 的 叙述 和 解释 . 可 以 列举 下 面 的 例子 。 谐振 子 的 方 
Ë £ + wz 一 0 可 以 看 成 是 线性 振子 方程 | 

£ + Bz + wir = Ü 
的 特殊 情况 .， 当 * 一 0 时 。 我 们 就 得 到 保守 系统 一 一 有 中 心 型 奇 
点 及 层 层 相 套 的 椭圆 族 形状 的 积分 针线 . 当 2 = 0， 但 是 任 春 小 
时 ,实质 上 亦 是 微分 方程 有 任意 小 的 变形 时 ,系统 就 不 再 是 保守 的 
T, 奇 点 变 成 焦点 , 闭 轨 线 消失 而 出 现 了 螺 线 ， 还 可 以 换 一 种 说 
法 ,保守 系统 是 动力 学 系统 的 非常 特殊 的 清 况 , 只 有 当 系 统 的 参数 
有 完全 确定 的 值 时 才 存 在 《因而 实 际 上 这 种 情况 是 不 可 能 实现 
Ч). 这 些 参数 的 改变 , 一 般 来 说 会 使 微分 方程 的 形状 随 之 改变 ， 
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例子 。 两 个 种 族 的 共存 问题 到 现在 为 止 , 我 们 所 研究 
过 的 例子 不 是 机 械 系 统 , 恒 是 电 系 统 , 对 于 这 些 系统 , КИЗ 
的 问题 ， 都 是 直接 从 物理 概念 得 到 解决 的 : БЖИ А7) 
或 电阻 , 我 们 立刻 就 得 到 系统 是 保守 的 结论 . 但 是 可 能 有 这 样 的 
uu, 此 时 , 这 种 简单 的 概念 对 于 解决 系 绕 是 否 保 守 的 问题 , 已 经 
不 适用 了 。 那 末 , 就 要 利用 上 池 所 导出 的 存在 单 值 解析 积分 F Ca, 
纪 一 (的 标志 ,作为 保守 性 的 必要 判 据 ，、 作 为 保守 性 问题 不 能 用 
前 面 方法 解决 之 系统 的 例子。 我 们 引用 动物 学 中 的 沃 耳 特 拉 的 便 
Tita), 也 就 是 研究 两 种 生物 (例如 ,两 种 鱼 类 ) 的 共存 问题 。 第 
一 种 鱼 的 食物 是 水 中 生产 的 ,我 们 假设 它 的 数量 永远 是 充分 的 . 
第 二 种 鱼 却 只 吃 第 一 种 危 。 等 种 伪 的 尾数 当然 都 是 整数 ,因而 只 
EAER AEE, 但 是 为 了 能 够 利用 微分 方 话 ,我 们 把 鱼 数 看 
MERHER, Ш N, 表示 第 一 种 鱼 的 尾数 ，N; 表示 第 二 
种 的 尾数 ， 我 们 假设 ,如 上 江 第 一 种 鱼 单独 地 活着 , 那 示 其 尾数 将 连 
续 地 增加 , 同时 我 们 恨 设 其 增加 的 速度 和 现存 的 尾数 成 正比 , 这 时 
便 有 : 


P = gA; 
而 县 s > 0. ЖАК e 依赖 于 死亡 率 与 出 生 率 . 如 果 第 二 种 
鱼 单独 地 活着 , 那 末 它 们 将 逐渐 地 死亡 〈( 设 其 减少 的 速度 与 =, 成 
比例 , 5; > 0)”， 因 为 已 经 没有 什 人 委 可 吃 ， 因此 对 第 二 种 鱼 可 得 : 


de 
现在 假设 两 种 鳃 共同 生活 , 这 时 м, 越 大 , 则 第 一 种 从 的 增长 率 就 
越 小 ,因为 第 二 种 鱼 以 第 一 种 僵 为 食物 。 我 们 再 作 一 个 最 简单 的 
假设 , 即 , 增长 率 е, 减少 的 量 正 比 于 №; 燃 伺 地 假设 ,由 于 第 一 种 
. D 提醒 一 下 ,在 45 中 ,我 们 管 研究 过 系统 套数 的 某 种 特定 的 谈 化 ,这 种 谈 屁 不 酸 
ЖЗНЕ, 
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鱼 的 存在 (食物 的 存在 ), 第 二 种 鱼 的 减少 率 sz 改变 的 量 亦 正 比 于 
N, 在 这 些 假设 下 ,我 们 得 到 下 列 微 分 方程 组 : 
ЧМ 一 №8, — yN, 20 = — N:e: 一 Ya， (2.72) 
£ 
同时 Ery В» Yi 与 Y2 HATE", Е DL Ya 第 二 个 方 


FEL Yo 然后 相 加 、 得 : 


№ 了 
Ya dN, +y 2% = g YN — ИА 
di dz 
BA НЕЕ в/м, АННЕ в/м, 然后 相 加 ,得 : 
1 ам 1 ам, 
£ Е + = = — ву V; + ву N 
у, 2; ! wy, 2; ГИУ ry: Ví, 
因此 f 
у A у м l gh N _ Sh N, у 
dt dt dt dt 


直接 积分 最 后 的 方程 , 便 求 出 单 值 积分 
ya + yN — в М — в ln NM = Я. 


我 们 可 以 把 这 个 积分 改写 为 
ЕОМ, №) = eNi e NENE 一 常数. (2.73) 
不 难 确信 ,表达 式 


| | амам, 
N.N; 
就 是 积分 不 变 重 ， 据 此 我 们 使 可 以 断定 ,所 研究 的 系统 是 保守 的 - 


现在 再 来 研究 积分 曲线 的 形状 ， 为 此 , 我 们 把 方程 《2.73) 改写 成 
下 列 形 式 : 


. NT e" СМЕ" 
并 作曲 线 
Y = N aen", X = Ме", 
由 此 ,所 求 轨 线 决 定 于 关系 式 


Y = C X. 


D ВЕНЫ, 在 基 此 此 学 过 程 的 动力 学 问题 中 , 也 会 虹 出 《在 相 庶 的 简化 假设 下 ) 
(2,72) 形式 的 方程 ,例如 参看 [123]. 
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取 二 相互 垂直 的 直线 作为 OX, ON, OY, ON, $h, 如 图 108 
所 示 ， 在 第 二 , 第 四 象限 中 分 别 地 作出 曲 组 六 与 Y。， 这 些 曲 绕 的 
РАВ РЕЖЕ; 


因为 


ат _ ( =} ) ах (а ) 
二 -一 了 | 一 -十 ; — = Х( yh 
ам, NOO ам, 六 


在 第 一 象限 中 作 直 线 了 一 0X*， 在 直线 ок 上 和 任 取 一 点 ， 例 如， 
рж. 通过 DD 引 两 条 直线 一 一 一 条 平行 于 OY 轴 ; 另 一 条 平行 OX 
ЯН. ФЕ, F, G, H 为 这 些 直 线 与 曲线 多 与 Y 的 交点 ;由 E, ЕД 


* 应 为 “人 作 直线 ОЕ: Y = CX”? 


HEE. 
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作 二 直线 平行 于 OX, Нін, G 点 作 二 直线 平行 于 OY в. 这 些 
直线 的 交点 就 是 积分 出线 YY = CX 的 点 . ирж и? OK Ha) 
时 , 这 些 点 的 几何 轨迹 , 便 是 所 求 的 积分 曲线 。 不 难看 出 , 积分 曲 
线 都 是 闭 的 ,对 应 于 坐标 轴 的 那 一 条 除外 *。 平 衡 杖 态 是 中 心 型 奇 
Я, ЖАА 


总 之 ,我 们 看 到 , 在 所 研究 的 情况 中 , 两 类 鱼 的 数量 是 按 周 期 规律 
而 变化 的 、 图 109 上 表示 出 了 N. 与 N; 对 时 间 的 关系 . 


N t Nz 
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* 这 一 条 积分 曲 旨 为 : HERE BSD MON., З Ва УКВ 
mh: 1) мо, ао, инж жения, 2) мо, AAF OOA, М 
没有 第 二 类 鳃 的 情况 ，3) 原点 ,两 和 鱼 都 没有 的 情况 一 一 译 者 往 ， 
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我 们 研究 了 两 类 系统 :第 一 , Еее, 并 证 实 了 ， 
对 这 美 系统 来 说 周期 的 运动 一 定 是 不 可 能 的 ; 第 二 , 保守 系统 ( 线 
性 和 非 线 伯 的 ), 并 证 实 了 ,在 这 种 系统 中 , 可 能 有 周期 运动 , 但 是 
这 种 运动 永远 有 无 限 多 个 ,并 且 它 们 的 振幅 完全 决定 于 初始 条 件 . 
其 实 我 们 已 经 不 只 一 次 地 指出 过 ， 我 们 感 兴趣 的 主要 是 振幅 决定 
于 系统 本 身 竹 质 的 周期 运动 .其 次 ,我 们 感 兴趣 的 首先 是 这 样 的 系 
统 , 其 运动 的 特性 ,不 内 系统 本 身 有 微小 的 .十 分 一 般 的 改变 ,而 有 
本 质 上 的 改变 ; 正如 我 们 刚才 提 到 的 , 保守 系统 不 满足 这 个 要 求 . 
以 后 我 们 会 看 到 , 只 有 非 线 性 、 非 保守 的 系统 , 才 是 我 们 所 感 兴趣 
的 与 真实 物理 系统 完全 符合 的 数学 模型 , 亦 即 , 这 种 数学 模型 , 它 
们 能 解答 物理 振动 学 的 问题 。 在 本 章 中 。 我 们 将 尖 例 来 讲述 这 种 
ERE . 非 保守 系统 的 两 种 基本 类 型 一 “ 耗 散 系统 和 让 振 系统 . 
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由 于 我 们 将 研究 的 情况 ， 和 前 面 研 究 过 的 保守 系统 情况 的 不 
辐 在 于 有 了 元 势能 之 力 的 存在 , ВЖЕ А, 引 人 “ 广 义 
力 ”, 我 们 就 可 以 将 拉 格 朗 日 方程 写 为 : 

dfa aL 
= (55) a (3.1) 
其 中 广义 力 画 是 2 3 z WJ о. т ЯЕ 2)” Е 
1) 广义 力 决定 于 关系 式 : A= 05a, 其 中 64 是 作用 于 系统 上 的 非 势力 ,在 坐标 

BJP IPE ба 上 所 作 的 功 ( 在 理论 力学 的 意 必 下》， 便 如 , 当 有 电 艺 55 通 

ERANA RH ,所 作 的 功 等 于 Ur- ба, 其 中 Ur = Ва 为 电阻 上 的 电压 ; 

这 样 ,在 此 情 识 中, 54 = 一 R464 Ф = — к. МНД, 而 于 线性 的 粘性 限 

Н Ф = balh > 0), 
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的 畦 殊 情 况 中 , 和 是 速度 的 线性 函数 : Ф = 一 bg, ПВА Fl 3 
ERER: 
2 (огу ƏL 
di ‘Эа. Da 
当 存 在 有 正比 于 速度 的 阻力 时 ,例如 ,有 欧姆 电阻 之 有 和 铁 才 的 回路 
等 , 对 我 们 研究 过 的 任 一 个 非 线性 系统 , 都 可 能 导出 这 样 的 方程 
ЧЕТЕ ВО В ЗХ РЕ ВЕЈН ОТЕУ, АЯЛ 
究 将 导出 更 一 般 形式 的 方程 , 亦 即 方程 (3.1)， . 
姐 果 非 保 守 力 具有 阻力 的 特性 , 那 末 它 应 该 阻碍 运动 , JRR, 
应 该 永远 指 抽 和 速度 相 反 的 方向 ， 因 此 ,在 有 阴 方 的 情况 中 , 应 该 


+ àq = 0, 


Ds 0, (3.2) 
同时 , 等 于 零 匹 论 何 时 都 不 能 便 等 地 得 到 满足 , 除非 9 三 0, 即 系 
统 处 于 平衡 状态 的 情况 . 以 & 冬 方程 (3.1) 的 各 项 . 便 得 到 能 量 平 


W pg 0, (3.3) 
f dz 
Hp W = 4(8L/84) — L (W = HRE Ф = 0 时 方程 (3.1) 的 
积分 }，。 对 于 普通 的 系统 W 是 总 能 量 , 并 且 根 据 方程 43.3) 和 条 件 
能 量 不 可 能 趋 于 — оо. 这 时 我 们 可 以 断言 , 能 量 将 随时 间 区 向 某 
А Wo М D6 以 及 ФАА ТЭ, ли, # 58631] T 62 l IK 285 
СРО. ЖА ХЕ. CERRAR, 唯一 
ПЕ Ka НАХ. ЖЕНЕ К УХ 
МХ. 耗 散 系统 中 显然 不 可 能 有 辕 期 运动 ,因为 系统 的 能 量 在 
运动 时 总 是 减少 的 . 
作为 耗 获 系统 的 例子 , ВЕТЕР ЛНУ, КЗ А 09 i 

摆 。 为 简单 起 见 ， 我 们 将 假设 阻力 和 速度 成 正比 ， 亦 即 , 令 Ф = 
一 Bb № 5 > 0. ЮЖН ЖЕ. 


11 一 般 米 说 , W РЫЯ, 


L= 18 + mell cos p — 1), 


而 拉 格 裔 日 方程 为 : 
Ір + bë + трі еіп ф = 0, (3.4) 
На Е БАЗ На ха) Е: 
dw _ _ bo + ті sin p. (3.5) 
аф [о 
НР о = 9/4, КТЛЕЮЗАШЖЯ: q = 0, o = 0 K. 
— p= tr, о = 0, В) 
х 平衡 状态 对 应 于 点 (0, 0), 
它 或 者 是 稳定 的 焦点 《 当 


52 < 41mgl 有 时 ), 或 者 是 稳定 
HHA C А > 41mgi hF); 
ПЕРА РЕ 
JA (+a, 0). 村 证实 这 一 
点 ,只 要 把 sing 在 Fp 二 0 和 
p = + x J 97 Е 29 e SB 
数 , 并 只 取 线 性 项 , 然后 , S 
在 第 一 章 中 那样 , 研究 得 到 的 线性 化 方程 就 可 以 了 . 

ТЕР (о 一 0) 上 积分 曲线 有 铅 垂 的 切线 , 而 在 曲线 o = 一 
Cmgi/ b) sin gp 上 有 水 乎 切 
线 , 亦 即 , 8 27 do = 0 
EEEH, HHE 2, 
这 个 正 驴 被 的 振幅 越 大 ， 一 
般 地 , H F Er A AR I 
4Imgi 2? > 41mgi 这 两 种 
101, ВАУ ЗЕ 
在 图 1105111 E. НЕМ 
ЕЕ g = кН, 
АВА МНО. Е 111 
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看 一 下 摆 的 相 图 ( 轩 110 5 111), 很 容易 确信 ,系统 中 没有 
周期 运动 , 并且 几乎 对 于 所 有 的 初始 条 件 ( 除 了 对 应 于 平衡 状态 和 
茸 点 的 稳定 胡须 的 那 毕 初 始 条 任 以 外 ), 系统 痢 趋 向 于 稳定 的 平衡 
RE. 

如 果 不 满足 条 件 (3.2), 那 未 系统 就 可 以 不 是 耗 散 的 , 在 这 种 
系统 中 能 量 可 能 由 于 “阻力 ”而 增加 ,因为 当 @4>0 时 gW Z d: 2-0; 
在 电子 管 振荡 器 及 弗 罗 特 摆 的 例子 中 我 们 已 经 见 过 这 些 情况 了 ， 

如 果 条 件 (3.2) 不 满足 , 那 末 我 们 已 经 不 能 肯定 地 说 , 周期 运 
动 是 不 可 能 的 了 。 例 如 ,假设 我 们 有 与 速度 平方 成 正比 的 “阻力 ”， 
Ф 一 >, Нр о, 显然 ,这 种 “阻力 ” 当 4 > 0 时 阻碍 运动 ， 
而 当 # 之 0 时 帮助 运动 ， 在 这 个 情况 中 ,能 量 平 衡 方程 是 

A + š = 0, 
研究 这 个 方程 以 后 ,不 难 证 明 , ГЕ КЛ А ЗЕ ОЕ, RA 
H, Ф = — ёа 形式 的 “阻力 ”, 并 不 破坏 系统 的 保守 性 , 因而 , 在 
相应 的 系统 中 , 可 能 有 周期 运动 的 连续 统 , 它们 的 振幅 依赖 于 初始 
条 件 ”. 

作为 例子 ,我 们 来 研究 方程 ? 

8 + Z + x = 0 (3.6) 


D 真实 的 和 速度 平方 战 正 比 的 阻力 , 总 是 和 运动 方向 夏 反 的 ; 所 以 其 解析 表达 式 
изя 
P = ет 4, 
Неро, 并 且 象 平常 一 样 ,我 们 把 sgn q 理解 为 函数 
+1 фо, 
TE 0 а= h 
—1 940. 
РАНО, ЕЕ (3.2) 当然 是 满足 的 。 
2) ла 


d*a dg £ 
— + — а = 
г: + (£1) + ка = Ü 


ЕЕН. 


就 可 化 为 这 个 方程 . 
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所 描述 的 振子 在 相 平 面 上 的 图 象 , 令 z 一 y, 消去 时 间 , 便 得 到 相 
平面 z, ?上 的 积分 曲线 方程 : 


dy Бу (3.7) 
dz: 2y 


EË 2у(Фу/дх) = — x — y! sË (d( 2) /dx) + y = — x, МТ 
一 式 ,得 


y= Ce *+1—x 
或 (2 + z — les = С, (3.8) 
其 中 cc 是 积分 常数 (我 们 症 运 动 方 程 中 和 的 之 前 , 保留 了 系数 2, 
仅仅 是 为 了 司 这 个 积分 是 
线 的 方程 ， 具 有 最 简单 的 
形式 ). 
积分 曲线 族 (3.8) 如 
图 112 所 示 . 8 C = —1 
ЈМ РАЛА С0, 0) 一 一 
方程 (3.7) 的 奇 点 ; 当 0 > 
C > — 18У, АЕ 
МЈ А НЕВЕНА 
图 12 04 CD20 时 ,曲线 (3.8) 
у: СН С = 0 对 应 二 抛物 鳅 у = 1 一 x, 这 是 一 条 分 界 
线 , 见 拒 闭 曲 线 和 志向 无 穷 远 的 曲线 分 仿 开 来 的 曲线 +， 
1) 为 了 证 明 曲 如 (3-8) ARARE NER ERAT. RH RRG.) 
занахл, даханат 
x — 1) ех = C, 
STEM AE, ние > е HFHS ta 
m m= (x lje” m= 
CH e 一 8 时 ,直线 有 唯一 的 极 值 一 fE z = 一 L: š x — — co BP z — 0, 
юа 1 Bf z = 0, 34 x — + co Ff z + 05). 这 时 对 应 于 给 定 的 5, НН 
(3.8) БИЗЕ REBA (a) 与 真 线 = 一 上 的 交点 ， 显然 , 当 C< — 1 
时 ,无 兖 点 ; 55 C = 一 1 时 ,有 现 重 交点 上 一 0 М — 1 < C < 0 Fr, Нл 
B: x= x, < 0 Ë z = z >0, НН я, < 1, RY СОН, > оо 
n 1. BBA C О Н x > 1. 
ЯКА. ГН 
x = [С — (z — ее, 
ASE PEH B $b yp С 的 积分 曲线 (3.8), ПА, RAH х 可 便 得 直线 z = Ç br 
TAE Са 之 上 方 那 些 值 时 ,这 条 积分 曲线 才 存 在 ， . 
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А АА ААВВ RRR Ж, 系统 将 
作 周 期 运动 , Н Ате РАЯ Е САЛНА ЯНЧУК, 立 
ПДН, НЕ РЕЛЕ Ф 
КЕЛА). ЕЕ ИУ, ix 
是 非 线性 保守 系统 最 独特 的 一 个 性 
质 ; 我 们 引入 的 阻 为 ,在 每 一 周期 的 一 
暇 时 间 . 上 阻碍 运动 ， 而 在 另 一 段 时 间 
上 “帮助 ”运动 , 但 不 破坏 系统 的 保守 
性 . 

庙 这 种 情况 不 难 转 而 研究 耗 元 系 
统一 一 具有 “真正 的 ”平方 阻力 的 振 图 113 


子 , 亦 即 ,. 具 有 和 速度 平方 成 正比 《图 113) 的 阻力 ,并 由 关系 式 
= p (42V (da ! 
Ф = ь (42 g (<) (p> 0) 
所 表示 的 振子 。 这 种 振子 的 运动 方程 


т da Y (4а. = 
L (ey (2) + о 
经 过 153 ИЕН АЕ, uj rZ p EE 

25 + g Vsgn £ +x = 0, (3.97 


或 


# == у, 

әс C = yapay.) 
(3.10) 
= 由 所 得 的 方程 可 知 ， 坐 标 原点 
(0, 0) 是 唯一 的 平衡 状态 ， 而 ， 
且 和 由 于 当 恋 量 x,y 用 一 x, 一 y 
КБ, 方程 (3.10) 的 形式 并 
不 改变 ， 所 区 上 半 平 面 中 的 相 
轨 线 与 下 半 平 面 中 的 相 轨 钱 对 
ЖАРЕ СФЕРА, НН у = Кл 是 相 雪 线 , 那 末 曲 线 
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у == —J(— r) В), 

但 是 上 半 平 可 中 (уг 0) 的 相 轨 线 , 显然 和 刚才 研究 过 的 保 
守 系 统 的 轨 线 (3.8) 相 重 合 。 因 此 ,在 * 轴 的 上 面 保留 图 112 所 示 
HAR, 再 于 下 羊 平面 作出 和 上 上 半 平 面 对 称 的 (对 于 原点 ) 轨 线 , 我 
们 就 得 到 了 其 有 平方 阻力 之 振子 的 相 图 (图 1142. 

象 所 预料 的 那样 ,平衡 状态 (0, 0) 是 稳定 的 , 并 且 所 有 甚 它 螺 
旋 形 的 相 轨 线 都 亲近 地 《〈 当 :一 +00) 趋向 这 一 点 ; НЯ, 系 
统 在 任何 初始 条 件 下 , 都 作 振动 的 衰减 振动 "， 


32. 具有 库仑 摩擦 的 振子 


作为 第 二 个 耗 散 系 统 的 例子 , 我 们 研究 具有 “ 干 ”摩擦 的 振子 
(图 115), 并 且 为 简单 起 见 , 假设 在 设 有 摩 氛 时 ,系统 是 一 个 谐振 
F. EEE $ 4 我 们 已 经 研究 
过 有 这 种 无 摩 掠 时 是 谐振 子 的 系 
2 FERRERIES ГЕН 
速度 成 正比 ， 这 种 阻力 规律 可 以 
满意 地 决定 物体 在 液体 或 气体 介 
а 15 质 中 ， 以 不 太 大 的 速度 运动 时 的 

阻力 但是, 这 个 线性 规律 完全 不 能 反 陕 出 “ 干 ” 摩 揪 一 一 所 研究 
的 振动 系统 中 固体 表面 则 (中 间 没 有 滑润 层 时 ) 存 在 的 摩擦 一 一 的 
规律 性 .“ 常 值 "或 “ 库 他” 摩 所 的 假设 ,对 任何 情况 , 在 低速 范围 
中 ,都 能 够 相当 满意 地 反映 这 种 规律 性 的 基本 符 点， 当然, 在 讲 到 
常 值 摩 近 时， 必须 理解 为 摩擦 的 大 小 是 不 变 的 , 而 不 是 方向 不 变 ， 
因为 摩擦 力 的 方向 永远 和 巡 度 的 方向 相反 (只 有 在 这 一 情况 中 , 耗 
散 条 件 , 即 不 等 式 (3.2) FERE. ЕН f IEN v p% 
系 , 象 我 们 已 经 讨论 过 的 那样 , 可 以 用 图 来 表示 ， 如 图 116 AR. 
这 时 , 必须 记 住 , 当 v 一 0 时 , 摩擦 力 的 大 小 可 以 取 从 十 为 到 一 


1) 在 下 册 第 八 章 4$93 由 ,利用 将 问题 归结 为 某 一 直线 到 直线 的 点 变换 方法 ,我 们 将 
ПЕ ае: 
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HEERA, ЗНАЕТЕ НЕ 9 ERJA: D, MEERE 
力 的 绝对 值 不 超过 最 大 静 上 上 摩擦 力 f, 的 条 件 下 , 它 应 该 和 其 他 作 
用 力 相 平衡 2. 

在 我 们 所 研究 的 系 绕 中 ， 质 量 普 
ETER JA h EFAA MEE o 
力 — ёх, МИ, 如果 弹 得 拉力 的 绝对 
值 不 超过 р, 则 不 动 的 振子 (s = 0) 
将 保持 静止 ， 因 为 拉力 完全 为 干 麻 
ЕР. ЗВ, 振子 的 坐标 为 
— Jak =< x + рик МАНЫ, #6 
Ире. д АЕ | > р, Hü 
ДЕ ХР, РОВ. Ч 
子 运 动 时 , Ez © Е J H +< 0 Eg f = + р, Hú 5 š > 0 Bf Ba 
了 = — h. 

总 之 ;对 于 所 研究 的 问题 ,可 这 将 库仑 摩擦 力 写 为 下 列 形式 : 

+ fa 324 + =< 0, 
+f чом Ак 2 fo, 


f 


5 


Е 16 


J= А iso K (да| =< h, (3.11) 
— fo I £= 0 K kej 
—h 4+2 0 


Ох, ВО ЕЕ ЕАО АВА, НЕ 
于 振子 的 速度 x, 还 依赖 于 振子 的 坐标 r). 
对 应 地 ,我 们 可 以 将 振子 的 非 线性 运动 微分 方程 


тї = — r+ f ` (3.125 
写 为 两 个 不 同 的 线性 方程 的 形式 , 其 中 一 个 适用 向 左 的 运动: 
. mi kx = +f (< =< 0), (3.12a) 
而 另 一 个 适用 于 向 右 的 运动 : 
mk + kr = — (z7> 0) (3.1252 


1) 根据 库仑 定律 , 最 大 静摩擦 力 jo 和 两 个 控 磐 面 间 的 压力 成 正比 ; 在 我 们 的 情况 
中 ,fo = pomg, 其 中 号 所 谓 的 摩擦 杀 数 ， 
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对 于 不 动 的 振子 (RUM z = 0)*, д kel < h. # š = 03 如 果 
ke > р, Í та = — Kz + р; 最 后 , Ах < — р, WA mE = 
— kr — h. 
怎样 求 这 种 系统 的 运动 呢 ? 设 初 瞬时 < > 0**, RARER 
由 第 一 个 微分 方程 (3.12a) 来 描写 ， 速 度 将 减 小 ,一 直到 某 耻 时 
£ 一 #4， 这 时 系统 到 达 举 标 + = ку, ЕЕ. 速度 改变 符号 ， 
以 后 系统 疝 相 反方 向 运动 "。 反 方向 的 运动 , 很 明显 ; 是 由 第 二 个 
方程 (3.12b) 描述 的 , JER. 没 在 的 反 向 运动 的 初始 条 性 ,应 该 取 
系统 在 上 一 阶 代 运动 终了 时 的 坐标 与 速度 Сл, 0). 这 样 型 依次 类 
堆 下 去 :在 每 次 改变 运动 方向 时 , 更换 方程 并 “链接 ”初始 条 件 , 亦 
即 ,把 系统 在 上 一 次 运动 中 所 达到 的 状态 ,作为 下 次 运动 的 初始 状 
A. 令 k/m = Wis hm = оф (有 显然， 这 里 = = f k), HERRA 
之 系统 的 运动 方程 写 为 下 列 形 式 : 
r+ awg ЩО, 
£ + wix = | so 4 2 > O. (3.13) 
对 第 一 个 方程 引入 新 变量 Е = x 一 a, 而 对 第 二 个 方程 引 人 
Ë; = x + a, 得 到 两 个 相同 形状 但 变量 坐标 原点 不 同 的 方程 : 
$ об — 0 (H £, < 0) K Z, + оў = 0 (38 š, > 0)***, 这 些 
方程 的 解 是 谐振 动 方程 ， PSI, 所 研究 之 系统 的 运动 可 以 视 为 是 
直 丽 “ 半 个 ” 谐 拟 动 组 成 的 , 这 两 个 谐振 动 是 相对 于 两 个 不 同 的 平 
衡 位 置 进行 的 ， 而 且 两 个 平衡 位 置 相 对 无 摩 氛 时 系统 的 真正 平衡 
位 置 分 别 地 有 一 偏离 +a 与 —а, “方程 更 换 ” 是 在 系统 速度 等 于 
老 但 坐标 不 为 霉 时 进行 的 ， 因 此 , 在 每 次 ”方程 更 换 - 时 ,初始 条 件 
都 是 x = rus 这 一 0. 满足 这 些 初 始 条 件 的 解 是 ra cos cau CURE 
“方程 更 换 ” 时 令 1 一 0)。 因 此 , 我 们 应 该 用 让 0 到 = В 
波 , ЗК КАТЕР ТЕ ВН, 来 表示 每 “ 半 次 
ж 不 动 的 振子 ” BEM X, 振子 在 基 瞬 时 速 竟 等 于 零 一 一 译 者 注 。 
** 应 为 二 和 一 一 译 者 广 
1) м, ,物体 可 能 会 停 - FÆ, 物体 是 否 停 于 来 , APARTE 点 , 是 最 六 摩擦 力 fo 


A Wei bk J, 
译 者 注 ， 


www яв“ 
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谋 动 ”， 

机 把 运动 副 成 被 形 图 x+ 一?), 应 该 按 下 齐 方 式 进 行 { 图 1172. 
令 系 统 的 初 篇 离 为 tus a zm 一 0, 如果 初 偏离 是 正 的 , ЯБ 
末 起 始 一 段 的 速度 将 是 
НН тавив 
+ а, Ир ТАТАН) Е — БЫ 
Ва. НА, 第 一 个 半 次 振 
动 由 一 个 极 值 到 另 一 个 极 值 
完了 时 ， 系 统 向 下 达到 最 大 . 
偏离 хо, 同时 [коз | 一 | ra | 
一 2a, 

其 后 ， 对 第 二 个 六 次 据 
动 CG4 š> 0), 第 二 个 方程 
开始 生效 , 因此 , 这 半 次 振动 是 相对 位 移 了 一 a 的 平衡 位 置 ( 即 由 
BERR FERES a) 的 振动 , 并 且 也 是 从 一 个 极 大 值 开始 的 . 到 
这 半 次 振动 终了 ,系统 到 达 最 大 偏离 xn (在 : 轴 之 上 ), 同时 
{хо 一 一 | xoz. — 2а = [хи | — Ча, 

з АТАА В УИ, TEEB, EFH 

成 振动 的 误 减 .系统 所 达到 的 最 大 企 离 (偏离 的 极 昔 )。 每 次 络 对 
HRD 2а, 而 在 一 个 方向 的 最 大 偏离 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 是 按 公 差 
等 于 Фа 的 递减 等 差 级 数 减 少 的 .很 明显 , 这 个 级 数 是 由 有 限 个 项 
组 成 的 ,运动 在 振动 了 有 限 次 之 后 亦 将 停止 ,实际 上 , SEARRE 
REDIF За 时 ,如 图 117 中 所 示 的 ros 那 末 下 -一 次 运动 就 使 系统 
进入 直线 +a 与 — 之 同 的 区 域 , 在 这 区 域内 , 如 果 没 有 速度 , = 
统 就 将 在 任何 点 上 保持 静止 , 因为 在 这 个 区 域 中 |x| < f, 这 样 ， 
在 所 研究 的 情况 中 ,最 大 偏离 便 不 象 线性 振子 (具有 和 速度 成 正比 
的 阻力 ) 的 情况 那样 按 几 何 级 数 减 少 , 而 是 按 算 术 级 数 减少 的 , 并 
Нр НИЕ Г. “ЖАН” ЛЕНЕ E 
RTE МНЯ НН, ВЕЛИ Г. 

系统 振动 的 “条 件 周 期 "， 和 我 们 在 阻力 与 速度 成 正比 的 衰减 
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图 117 


ў siRPhrye Ау — ER ВОР k ЕНЕ ТАЈНУ TOS CE E ВОО 
动 阶段 中 ) wR E BE Epi Е, КАК ЯД РЕВ УЖ, 并 且 等 
于 谐振 子 的 周期 0， 这 时 , 研究 一 下 图 11? 就 不 难 相信 , 在 极 大 幅 
全 与 下 一 个 零 值 之 间 的 距离 5( 沿 时 间 辐 ) 大 于 零 值 与 下 一 个 极 大 幅 
值 之 间 的 距离 。 极 大 值 越 小 这 个 差 就 想 明 显 。 极 大 值 沿 时 间 轴 向 
前 一 个 零 值 所 作 的 这 种 “平移 ”, 正 象 我 们 见 到 过 的 , 在 具有 和 速度 
成 正比 的 阻力 的 线性 系统 中 ,也 是 存在 的 。 最 后 ,我 们 再 指出 一 个 
线 福 阻力 系统 与 常 值 摩 近 系统 间 的 区 别 《 这 个 区 别 与 刚才 所 说 的 
联系 很 容易 找到 )。 对 于 线性 阻力 的 情况 , 总 是 可 以 (人 至少 是 形式 
上 地 把 系统 分 为 振动 的 和 非 周 期 的 。. 南 对 于 常 值 摩 扩 的 情况 , 把 
系统 划分 为 振动 和 非 周 期 的 , 完全 失去 意义 ,因为 对 于 任何 摩擦 ， 
总 可 以 选择 充分 大 的 初 偏离 , 使 得 系统 在 停止 运动 之 前 , 作 若 干 次 
振动 . 常 值 摩擦 之 系统 的 这 种 性 质 的 物理 意义 ,。 在 研究 系统 中 的 
能 量 平衡 问题 时 , 表现 得 特别 明显 . 

如 果 系 统 的 初 偏离 是 zw， 而 初速 魔 等于零 , 那 末 系统 的 初 能 
ВЕНЕ У, 同时 V, = кам /2, ЕТ АЖ 
MTER, 而 只 依赖 于 路 径 ( 因 为 摩 掠 力 是 常数 )]， 显 然 , 在 前 半 个 
“条 性 周期 "内 , 功 等 于 

A = Саі + |== |) fo, 
其 中 ru 是 第 二 个 最 大 偏离 。x = xoz 时 的 势能 是 


y, = fah, 
2 


因为 V, — V, = A, 所 以 
+ G — xà) = (аа + 1 у 


ао | — [х] = 2f/R — 2а 
《这 个 结果 我 们 早已 用 其 他 的 方法 得 到 过 了 ), 而且 


D НН, ГРАН НИ, 系统 在 同一 全 的 运动 中 , 两 次 坐标 为 堆 
之 问 的 财 间 间隔 + 在 据 动 的 阶段 中 ), Ej Г, 因此 不 能 用 它 来 定 尺 “条件 
周期 *. 
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d = 2} | хи | — а)*, 
我 们 看 到 了 , 当初 偏离 增加 时 ,4 线性 地 增加 、 而 V, 按 平方 规律 
增加 . 因此 , 当初 偏离 充分 大 时 ,系统 内 的 能 量 鱼 备 远 比 在 半 个 荣 
件 周期 中 消耗 在 摩擦 上 的 能 量 为 天 ,这 就 意味 着 ,当初 偏离 充分 大 
时 , 系统 开始 总 是 要 振动 的 . 
现在 来 看 我 们 所 研究 的 运动 在 相 平 面 上 的 图 象 . 为 此 , A 
Ф dx/ dt = у, 得 到 两 个 一 阶 微分 方程 


27 = I 
s I 
积分 之 , 求 得 
(х = “> | z =1 Шу, (3.14а) 
1 м y > 0, (3.14b) 


其 中 R, 与 R, 是 积分 常数 ， 方 程 (3.14a) 5 (3.146) HEZA E 
НЫ” 族 , 其 中 心 对 《3.14a) 问 右 ; 对 (3.145) 向 左 分 别 移 一 距离 a， 
利用 “ 细 楼 ”法 ( 见 前 面 ), 并 考虑 到 相 平 面 上 运动 的 方向 ,不 难 作出 
ЧН, 如 图 118 所 示 。 根据 这 个 表示 所 研究 的 动力 学 系统 的 相 


图 118 
* 其 中 一 НЕХ + 一 一 ЖЕН. 


ОЕ, 立即 可 以 对 所 有 可 能 运动 的 特性 进行 讨论 。 所 有 的 相 
畔 线 都 是 岂 半 桶 和 国 组 成 的 螺 线 ,并 走向 线段 0.02, 线段 00, 就 是 
平衡 状态 的 几何 轨迹 ， 这 样 ,一 般 来 说 ,系统 是 以 减 小 约 振幅 绕 平 
衡 位 置 而 振动 的 ,并 且 振 动 有 限 次 数 以 后 就 将 停止 , 而 振动 的 次 数 
ПЕРЕН. ЕЖИК, 当初 始 条 件 对 应 于 线段 0,0: 
上 的 一 点 时 , 系统 保持 静止 。 正 象 我 们 看 到 的 ,静止 状态 不 是 对 应 
于 一 些 单独 的 点 ,而 是 整个 走 线 段 00, 但 是 ,在 这 条 线段 上 , 系 
统 也 具有 其 和 神 独 特 的 “不 稳定 福 ”。 实际 上 , 例如 ,假设 系统 停留 在 
Atr 上。 在 不 同 的 方向 分 别 给 它 一 个 冲击 , 使 它 具 有 大 小 祖 同 
的 初速 度 . 但 是 癌 一 个 方向 冲击 它 ,我 们 把 相 点 “ 投 ” 到 了 +o 而 
АЕ, ИМЯ у, (图 119)。 АЖ Е 
В, БЕРВАНЕКИ 
н, РИН Е 
Зане F Bi g, 更 “ 陡 
ПЕ, 因而 , 受 冲击 一 六 时 ， 
а AEH RAR 
ESEE 5 Y WJ EE 
离 ; SEL Thi + y If, У 
这 个 平衡 状态 的 距离 为 大 ， 
В, ЗЕРЕН 
НЕ 
到 人 工 的 有 规律 的 笠 动 ), 那 末 系统 最 后 将 进入 直接 贴近 “真正 的 ” 
平衡 位 置 的 区 域 ( 对 于 充分 小 的 冲击 ,这 区 域 可 以 充分 小 ). 

这 些 现象 一 一 有 整个 区 域 的 平衡 位 置 存在 (所 亩 的“ 停 沾 区 ”) 
和 素 统 受到 冲击 击 向 真正 的 平衡 位 置 竺 近 一 一 在 所 有 的 测 景 仪表 
及 指示 仪表 中 在 一 定 程度 上 是 可 以 看 到 的 ， 其 中 运动 系统 受到 干 
EER (PIAN 轴承 的 摩 氛 ?的 作用 .在 测量 仪表 中 ,停滞 总 是 有 害 的 
现象 , 因此 我 们 总 是 尽 可 能 使 轴 承 摩 氛 及 其 他 干 摩 氛 减 小 。 很 明 
Hü, U” ИЕН, 因为 “ 漫 * 摩 擦 只 影响 到 运动 系统 的 
BEEF, 而 不 影响 其 最 终 的 位 置 。 因此 在 测量 及 指示 仪表 中 的 基 些 


. 162. 


图 119 


部 件 中 ,采用 了 一 种 非常 巧妙 的 方法 , Нарав HUE ЖЕН, 
这 个 方法 在 于 : 使 轴 沿 轴承 方向 ,向 前 和 向 后 作 和 营 速 运动 ， 这 时 ， 
铀 与 轴承 间 的 摩擦 力 在 旋转 方向 的 分 力 与 转速 成 正比 〈 如 果 速 度 
充分 小 ), РЕ РНЕ, 而 不 是 其 有 干 摩擦 那 祥 的 系 
统 在 工作 了 . 


$3. RE 三 特性 曲线 的 电子 管 振 沪 器 


上 当中 所 采用 的 方法 。 当 然 ， 并 不 是 专门 适用 于 耗 散 系统 的 ， 
当 “摩擦 力 ” 虽然 可 以 近似 地 用 不 连续 的 特性 曲线 来 代 奉 , 但 是 不 
满足 耗 散 条 件 时 ， 上 述 方法 仍然 能 够 应 用 。 我 们 现在 就 用 这 种 方 
法 一 一 用 几 个 线性 方程 并 颖 接 初始 条 
件 久 代替 非 线性 方程 -一 -来 研究 两 个 
ЖИРЕ. KEMTA 
有 很 重要 的 章 义 : РИБИ 
始 研究 非 线性 系统 中 的 周期 过 程 再 
论 ， 作 为 第 一 个 例子 , 我 研究 在 屏 路 
中 有 振荡 回路 及 电感 反馈 的 电子 振荡 图 120 
器 (图 120)， 忽 略 栅 流 及 屏 极 反应 不 
计 , 并 应 用 图 中 的 符号 , PERTEK, 我 们 可 以 对 电子 管 振 
荡 器 中 的 振动 , 号 出 下 列 微分 方程 : 


Вер ¿= + C. 
4 dt 
或 消去 ”后 : 
12: . 
ІС ВС 4 bisi, (3.15) 
di di 


这 里 ; = luo ER ERRIRE, u HI KA J АНА 
Ж: І 

di 
dz ` 
设 电 子 管 的 特性 曲线 二 一 2 ,) RA dB Сав 1), ЕВЕ 
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и, = — М 


(3.16) 


的 坡度 很 大 , ПН ЕАС РНЕ ВВА) ЕВЕ. 电子管 的 这 
种 符 性 曲线 如 图 121 БУДЕТ. Е, T Hh РЕ WJ PR ВЕ +B 
大 , 使 得 屏 流  ЕХЯЫИ 
内 ,或 者 等 于 堵 ( 电 子 管 闭塞 ) 或 
等 于 饱和 电流 无， 那 末 我 们 可 以 
相当 满意 地 利用 理想 的 J- 特性 
曲线 ,来 表示 这 种 电子 管 的 社 质 ， 
如 图 121 РЕЯ: 

. 0 Щи, < 0, 

fa = k и, > 0 (3.17) 
(我 们 将 候 定 z, = 0 时 1 二 09), НИТ 8], 当 其 他 条 件 
相同 时 , 回路 的 阻尼 越 小 , АНЕ НЕА на. НЕ, 
电子 管 特 性 曲线 的 这 种 理想 化 (所 谓 了 -特性 曲线 ), 在 回路 的 阻尼 
充分 小 ,而 划 反 馈 充 分 大 的 情况 中 ,将 会 导出 一 些 有 一 定 实 际 意义 
HHR. 

ПОНИ, (BIB F WR Š M сост], ZE 
这 一 情况 中 , 振荡 器 中 将 产生 自 振 ); Іх РЕНН ga rE ra, Bz 
的 方程 《3.15)》 可 以 化 为 

a [9 24 x < 0, 
k + 25£ + вх = La 当 >> 0, (3.18) 
HB r = ТИТ, ol = LEC М 24 = R/L. 

HE (3.18 (El К (АТОН ЖЕНУ, AA + BV s, YB 
ЗН, НИНЕ. 因此 ,对 于 方程 (3.18), 我 们 还 应 
ЕП АЗ Е, РАНЕ ЗА + ГЕН, 系统 是 怎样 运动 的 。 根据 物理 
上 显然 的 要 求 : 电路 中 的 电压 与 电流 应 该 是 有 界 的 ， 于 是 我 们 可 
以 断言 : х 与 过 是 处 处 连续 的 ， 其 中 包括 < = 00， 所以, 象 二 一 

13 实际 上 ,如 果 xz 或 电流 号 BEEF HB ЕЖЕ diid! 成 正比 钓 电 感 电动 势 和 

扬 压 就 会 无 限 太 .这 是 不 可 能 的 ,因而 x манная. 同样 地 ,电容 

器 上 的 电压 v, 也 不 可 能 有 跳 睹 ,因为 否则 , 回 略 中 的 电压 与 电 济 孝 要 开 限 大 了 . 

5 Ldildi = — v — Ri, IS B e 与 二 的 连续 性 ，dijdrt НЕ ХЛ 


ЖЯ, ирне TERDA, 作 极 限 过 渡 , 使 之 具 
有 有 上 特性 曲线 的 方法 得 到 
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图 [21 


情况 一 样 ,我 们 可 以 研究 两 个 服从 不 同 微分 方程 的 运动 ,并 且 将 把 
下 一 次 运动 的 初始 条 件 和 上 一 次 运动 所 达到 的 最 后 状态 “ 终 接 "起 
Ж. ` 

方程 (3.18) 的 每 一 个 决定 一 个 套 减 的 “ 半 次 振动 ”( 我 们 假设 
衰减 很 小 )， 这 两 个 " 半 次 振动 "中 只 有 一 个 , 即 45/40 的 一 个 ， 
是 绕 平 移 了 的 平衡 位 置 而 振动 的 ， 这 “ 半 次 振动 ”的 平衡 位 置 平移 
了 一 个 单位 下 离 ,而 平移 的 方向 ,和 固体 摩擦 情 况 中 ,相应 的 " 半 次 
振动 ”的 平衡 状态 平移 的 方向 正好 相反 ， 不 难 息 象 ,当初 偏离 充分 
小 且 线 性 阻尼 充分 小 时 ,这 种 情况 将 使 振幅 依次 地 增加 ,而 不 象 干 


中 一 个 在 纵 轴 方 向 平移 了 一 个 单位 距离 ) 所 组 成 的 增长 的 振动 ,如 
图 122 所 示 ， 


zl - - .. - .--- 


| [\ 
ЕА ИНО А А ---- 
| і 


#4 122 


BÆ, 也 不 难 证 实 , Л БЕ ЕН РЕ 
的 ,并 且 在 系统 中 将 建立 起 具有 某 一 不 变 “振幅 "的 不 衰 碱 的 振动 ， 
因为 当 振 动 的 幅度 很 大 时 ,振幅 将 是 依次 碱 小 的 . 

AEE х, убу =š) 上 对 相 轨 线 进 行 研究 ,我 们 可 以 看 请 楚 
电子 管 振荡 器 中 的 局 期 振荡 的 建立 过 程 ， 我 们 不 再 假设 振荡 回路 
的 电阻 屎 充 分 地 小 (但 是 ,在 任何 情况 中 , 它 应 该 保证 天 所 wo). 很 
明显 ,在 下 半 平 面 忠志 中), 相 轨 线 和 线性 阻尼 振子 (第 一 章 $ 47 
КОННАЯ ЗОНЕ, ПЕ ЕН (y > 的 ,也 和 这 种 雪线 
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权重 合 ,不 过 这 时 振子 的 平衡 状态 要 平移 到 点 (1, 0). RE EA” 
的 螺 线 就 构成 整 相 轨 线 , 它们 是 连续 的 曲线 《我 们 刚才 还 分 析 过 ， 
x 与 y 一 抑 应 该 是 时 间 的 连续 函数 ,并 旦 ,包括 y = 0 КЛЕ). 
准 一 的 平衡 状态 是 点 《ro。07，。 其 中 ro = ИГ, 显然 它 是 不 稳定 
的 . 其 有 上 [- 特 性 曲线 的 电子 
管 振 荡 器 之 相 平 面 的 一 般 形 
状 如 图 123 PTR. 
我 们 现在 证 明 ， 在 相 平 
в АНЬ (A 18 ЯУ 
BIRI, MAA На 
者 新 近 地 ( 当 1 一 十 оо) 向 
它 趋 近 (这 正 意 味 若 ,在 所 赋 
图 123 突 的 电路 中 ， 对 于 任何 的 初 
始 条 人 性， 都 将 建立 起 不 衰减 
的 局 期 振东 .为 此 ,我 们 研究 任 音 一 条 从 x ЕЕ м 出 
发 , 走 宙 下 半 平 面 的 相 轨 线 (图 1237， 穿 过 正 半 平 面 后 , 它 和 = 的 
ЗАРЯ СМ 一 * 表示 这 个 交点 的 模 坐 标 ), 进 人 上 半 平 面 , 然 
后 又 回 到 х КЛЕЯ Е СЖ АН, IX T A B BE АА pk PL 
х. ЖКО, В ль, x B xz, > D). 
我 们 来 求 出 所 研究 的 任意 相 轨 线 和 * 的 正 半 轴 的 第 一 次 与 第 
二 次 相交 交点 之 间 的 美 系 一 一 即 x, 5 x, 之 同 的 关系 , 因为 在 下 
半 面 中 这 条 轨 线 是 有 阻尼 的 振子 的 “ 半 圈 ” 螺 线 , 振子 的 平衡 状态 
在 点 C0; 0), ВА 1.31) 
| х” = пе“, 
其 中 了 一 АТ = 2л о Р ЕИ JE НАН, 在 


上 半 面 中 ,这 条 轨 线 也 是 这 样 的 “ 半 圈 " 螺 线 ,但 是 振子 的 平衡 状态 
ОН ТАН AEEA O, 0) E. 两 此 , 按 同一 个 关系 


1 ВЕ, НИНЕ. SESI, Ши, = U FF, ВЕРЯ 
E, = 2 


зы =. 
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式 , 得 到 : : 
一 1 == C + Ге 2 
因为 ** 十 1 和 x 一 1 pron P RASAR ERRAR (l. 0) 
的 距离 。 消 去 r, 得 : 
x=, = 1 + t + жуе у . (3.195 
ТАМ, МАРЕ ТАНЕЙ Е О НЫ * 正 半 轴 的 实 点 来 
HEFER P ZANIER ADARRERA ER š 


。, 间 的 相互 单 入 的 ,连续 的 对 应 . 

这 个 点 变换 的 不 动 点 -一 -变换 到 自身 的 点 ( 即 x, = л, ВО), 
显然 就 是 闭 相 轨 线 与 > 的 正 半 碳 的 交点 。 Ш z = Z, x КА 
(3.19), 对 于 不 动 点 我 们 得 到 : 


一 到 _ 
ие 2 + xe, 


或 者 


a 
фей _ 1 
x 


~d 


->1, (3.20) 


lm ež 

这 样 ,研究 了 后 继 函 数 53.193 所 表示 的 .通过 相 轨 钱 而 实现 的 * 正 
半 轴 对 其 自身 的 点 变换 之 后 ,我 们 证 明了 ,在 电子 管 振荡 器 的 相 平 
МЕ, ЕИН 8, БАНИ FRAR OTERI НН 
5. LE, XTS ЖИ РАЮ, 
且 我 们 所 作 的 周期 振荡 存在 的 论断 ,具有 物理 意义 ,我 们 还 应 该 回 
答 两 个 问题 。 第 一 ,三 什么 桩 的 初始 条 件 下 ,才能 建立 起 我 们 求 到 
的 周期 解 ; 特别 是 , 若 * 与 4 的 初 信 充分 小 时 , 会 不 会 建立 起 这 种 
运动 ; 第 二 , 对 于 初始 条 件 的 任何 微小 改变 , 例如 对 于 电流 强度 极 
大 值 的 改变 ,已 求 到 的 周期 运动 是 否 藉 定 . 研究 了 后 继 函 数 (3.19》 
да, 很 容易 回答 这 两 个 
ИИ. ША АК ВА К (3.19) 的 图 形 是 一 条 直线 , 角 系 数 为 
ef 0< 4 < 1), ЕАН ЕЕ +. 只， 按 定义 ,不 
动 点 应 该 在 直线 = = x, E, 因而 , 就 是 这 条 直线 与 后 继 函 数 图 
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1 — е 


的 交点 (由 图 124 又 一 次 地 证 明了 不 动 点 的 存在 性 与 叭 一 性 ). 

任 取 一 条 不 闭 的 相 轨 线 , HAKEEM у = 0, x > 0 的 交 
点 的 序列 一 一 点 列 дл, хо, a "55 СВА t23)。 在 这 个 点 到 中 , 每 一 
个 后 继 点 都 是 按 后 悉 函 数 (3.19) 由 前 一 点 所 确定 的 , 且 利 用 
124 所 示 的 构造 ,可 以 根据 所 给 的 第 一 点 x 确定 所 有 的 后 继 点 
rs ra zo "在 图 124 中 构造 了 两 个 点 列 ( 所 谓 “ 拉 梅 尔 梯 线 汪 。 
Н-108 д, 另 一 个 的 zr 2> x. MA 124 可 以 看 
到 ,两 个 序列 的 点 <, ro rh 5 Бр, zY, я, 555 АКАН = - 
趋 近 2， 这 显然 意味 着 , 在 闭 相 轨 线 以 内 的 和 以 外 的 相 轨 线 , 都 渐 
EBET ОЧ * -> oo) 它 。 这 种 所 有 相 邻 相 轨 线 都 趋 近 它 的 弧 
立 闭 相 轨 线 ,对 应 于 系统 中 的 周期 运动 ,我 们 称 为 极限 环 *， 


Zl 


zr pi. 
y= 
+1- e i 


这 样 ， 所 得 的 结果 使 我 们 能 够 立刻 问答 我 们 感 兴 趣 的 那 两 个 
АЯ. KEE, 第 一 , 无 论 初始 条 件 怎 洋 , 系统 中 都 将 建立 起 不 误 


1) ЖжеНЯНЕЕЯ, 序列 ха, г, zs, … 对 于 任意 的 х, 都 以 点 变换 的 不 动 点 天 
KREIRA IRPI A TER ху, 都 有 : Š n — оо, х, > z. KRE ЖЕЖ, 


]— etnan 


Xa хе, 


1 一 РЫ 


因而 ,对 于 任意 的 rm， 当 n— oa BF, z, — 101 е7) = z, МНЕНИЯ 
(Kënigs) 定理 也 可 以 证 明 这 个 结果 ,定理 详 风 第 五 章 §7. 

+ 应 该 注意 , 这 名 话 不 是 “极限 环 ? 的 定义 ,而 是 * 委 道 稳定 极限 环 "> 的 定义 , “孤立 
相 轨 线 "我 们 称 之 为 “极限 环 *.- 一 译 省 注 ， 
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ЖЕ; 第 二 , 这 个 不 衰减 的 振荡 是 稳定 的 ?, 因为 ,相对 定 态 振 
荡 的 偏离 (向 两 边 ) SERRI. 这样 ,我 们 看 到 ,在 这 个 情况 中 ， 
尽管 有 阻尼 存在 ， 由 于 存在 着 一 个 仅 依赖 于 系统 本 身 运 动 状 态 的 
力 的 作用 ,在 系统 中 仍然 建立 起 并 维持 着 一 个 不 衰减 的 振荡 ,并 且 
振荡 的 “振幅 ”, 决 定 于 系统 的 性 质 ,而 不 决定 于 初始 条 件 ， 我 们 称 
这 种 振荡 为 自 振 , 而 这 种 可 能 发 生 自 振 的 系统 称 之 为 自 振 系 统 >， 
ARRIE”, 用 无 量 岗 的 * 表示 时 ,等 于 


КН ST 
d 


I = I, E == Ваһ, (3.21) 


振荡 回路 的 阻尼 越 小 , RERA, 5 d < 1 О, Ее RA 
TRR ЗЕРЕН ЛА, ВЕНЕ lal ESri Ru hy yE TRIS ñr D: 
表达 式 : 
21, 
P 

在 所 研究 的 情况 下 ， 定 态 振荡 的 周期 等 于 线性 振子 衰减 振动 
的 “周期 *， 但 这 只 有 在 所 研究 的 特殊 情况 中 才 正 确 ， 以 后 我 们 将 
看 到 ,一 般 来 说 , 自 振 的 霹 期 并 不 等 于 组 成 自 振 系 统 的 线性 加 路 的 
FARAN JN RH”. 

维持 回路 中 的 不 衰减 振荡 所 必须 的 能 量 ， 是 地 屏 路 电池 供给 
的 ， 不 难看 到 ,补偿 损失 的 能 量 ,并 不 是 在 整个 时 间 内 都 由 屏 路 电 
被 进 人 回路 的 ,而 只 在 每 一 周期 的 半 个 周期 之 内 , 也 就 是 有 屏 流 的 


I = 


D 可 以 很 容易 地 证 明 , 所 研究 的 局 期 运动 是 按 李 亚 普 诺 天 稳 定 的 ,正文 中 的 讨论 ， 
上 内 证 明了 所 研究 的 运动 是 绝对 轨 赣 稳定 的 . 以 后 我 们 对 于 非 保 守 系 统 中 的 先期 
运动 的 稳定 仁 , 还 要 必 详细 的 研究 【 见 第 五 章 6 6), 

2) 在 第 五 章 中 我 们 再 和 给 《对 于 一 自由 彰 的 情况 】 自 振 * 与 “ 自 振 系统 ” 的 概念 以 严 
褚 的 数学 定义 . 

3) 性 一 县 之 《 肩 期 ?振动 的 振 巾 一 词 , 我 们 将 它 理 解 为 这 个 量 的 极 人 慎 与 极 小 值 的 
差 的 一 半 ， 
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那 半 个 周期 内 才 进 入 加 路 (当然 是 在 整个 时 间 上 ,振荡 回路 中 的 能 
量 都 有 消耗 。 因 为 回路 具有 常 值 电阻 R)?， 由 于 电池 只 在 半 个 局 
期 内 供给 电流 ,所 以 电池 供给 的 平均 功率 的 值 为 

| LE: 
2 ? f 
其 中 E, 是 电池 的 电压 ， 因 为 作为 时 间 0 函数 的 ; 是 已 知 的 , 那 末 将 
在 前 后 两 半 个 周期 上 的 表达 式 代入 积分 | Ride, 就 可 以 计算 振 
荡 回 路 中 产生 的 功率 。 但 是 ,我 们 下 面 就 误 证 明 , 当 阻尼 充分 小 
时 ,回路 中 的 振 范 是 接近 于 正 政 形 的 。 我 们 仅 讨论 这 种 情况 ,为 了 
计算 回路 中 消耗 的 功率 , 就 可 以 假定 振荡 是 正弦 形 的 , ПН 
21,/d， 而 在 这 个 情况 中 , 可 以 充分 精确 地 令 回路 上 的 交 变 电压 
Væl wL, 于 是 每 一 周期 内 回路 中 消耗 的 平均 功率 
_ RP ЕІ 21 _ КИ, _ Loll _ VL, 


W, = 


W 
2 = 2 d rR ` = = 
co Ë, 
最 后 ,振荡 器 的 效率 
W o У 2 2 F 


=. - =, 
Wa т [LE w E, 


很 明显 , 回路 上 的 交 变 电压 应 该 小 于 电视 的 屏 路 电压 E,， 因 为 
否则 的 话 , ERER, 屏 压 会 降 至 等 甚至 为 负 , 而 这 时 电子 管 就 
不 会 象 我 们 所 假设 那样 工作 了 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 对 特性 量 线 的 
理想 化 也 就 不 适用 了 . 因此 ,在 所 作假 设 下 ,振荡 器 的 效率 不 会 超 
过 2/x, 386400. 电池 供给 的 其 余部 分 的 功率 , 不 难 想到 , 在 
电子 管 的 屏 极 上 上 以 热 的 形式 逸 散 碎 了 ， 

我 们 已 经 发 现 ,在 电子 管 振 落 器 中 可 能 产生 周期 过 程 ,现在 更 
详细 地 研究 它 的 特性 . 为 此 , 我 们 将 周期 过 程 中 表示 电流 强度 与 
时 间 的 依赖 关系 的 函数 , 展 为 富里 埃 级 数 ， 特 别 地 ,这 个 展开 式 使 


I) 当 扒 , 振 落 回 路 中 的 电流 告 于 零 的 那些 瞬时 应 该 除外 . 
2) ПАН ЕКА, 亦 即 , ЕАН: ,而 是 它 取 一 基 
正 上 伟 时, 旭 靖 才 产 生 的 话 , 插 荡 器 的 获 池 可 以 超过 6496. 
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RATA TAERA EHR, MEB JS 362y Bd РАБА ЭВО Л ЯН 
РЕ Ва РЕ 200. 
表示 这 个 周期 为 了 = 27/0 HALENA С 125), 可 


以 写 为 下 列 形状 : 
r=1-—- 1 „ы Sos (aot — 92 що; ,| 
1 — e K fu соѕ 9 m 
тА 
осн Sos (ot — 8) м И < =< 2= (3.22) 
1 == соѕ 8 . ю . to : 
. —. Å 
其 中 


@ = + w 0 Ё?, 9 == аго 2, . 
这 里 , 积分 常数 是 这 样 选 定 的 .. 它们 保证 了 记得 的 局 期 解 是 连续 
可 微 的 , 亦 即 ，*(0) = (а/о) = — Z, 当 + 一 x/w 时 ,对 于 两 个 
RAR, 都 有 x = z, #00) = а/о) = iluda) = 0, 并且 当 
0: nfo a 2 0, ПРУ п/о 二 1 二 2r/w BP ç < 0. 利用 表 
2603.22), 可 以 按 熟 知 的 公式 ,把 Е 
хо 23 ва, Е 1 
研究 的 情况 中 ， 展 开 式 可 以 用 完全 六------ 
不 同 的 方法 求 得 ， 而 用 不 着 预先 知 
BO 的 分 析 表 达 式 、 我 们 采用 
第 二 种 方法 ， 这 个 方法 可 给 出 一 个 --- 
简单 的 物理 解释 ， 计 算 的 复杂 程度 = 
亦 将 减少 一 些 。 那 就 是 说 , 我 们 可 
以 按 下 面 的 方式 进行 讨论 。 研究 了 
想 点 在 相 平 面 上 的 福 状 之 后 ,我 们 
兢 信 了 , 在 从 0 到 xa/w 的 时 间 内 
(500) < D, #00) = ОЖБ > 0, 
而 在 从 п/о 到 2/0 的 时 间 内 数量 + < 0, 等 等 。 这 对 于 定 态 的 
与 非 定 态 的 过 程 都 成立， 如 果 是 这 样 的 话 ,我 们 就 可 以 断言 ,方程 
(3.15) 中 的 函数 is = (ас) 是 时 间 的 周期 函数 ,周期 为 了。 在 我 
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А ОА l... 


图 125 


们 所 研究 之 三 特性 曲线 的 情况 中 ， 语 数 的 形状 是 这 样 的 , 我 们 的 
世 言 可 以 单 值 地 确定 函数 г, F (z) 在 任何 瞬时 的 值 ， 亦 就 是 说 ， 
¿= FG) 是 一 个 矩形 脉冲 的 周期 序列 《图 126)， 并 且 在 sz > 0 
的 半 个 周期 内 udm 而 在 另 半 个 sr<0 的 周期 内 ¿ Ca; )=0, 
HENA, BIA Г. JE а, 的 函数 , 亦 即 ,归根 到 底 是 振荡 钱 路 电流 强 
度 的 函数 ,但 是 这 个 依 申 关系 仅 具 有 这 样 的 意思 : 函数 F G) 的 周 
期 决定 于 系统 的 性 质 ,而 形状 (或 者 换 一 种 说 法 表示 这 局 期 函数 的 
富里 埃 级 数 各 项 的 振幅 ) 不 依赖 于 系统 中 运动 的 特 福 。 因此 在 方 
程 


# + 222 + wx 一 С) (3.23) 
d, ТА EDRR Св) = СМ), = ¿Gu 1, 看 成 是 
的 函数 ,而 是 某 一 个 作用 在 线性 振荡 末路 上 的 周期 外 方 РС), E 
是 一 个 给 定 的 时 间 冰 数 ,但 是 其 频率 不 是 任意 的 ,而 等 于 系统 中 的 
衰减 振荡 的 “条 件 频 率 ”( 即 频率 o 一 Vo 一 大)， 系统 的 性 质 是 
这 样 的 ,系统 能 使 "外力 ”适应 于 自 世 的 丑 期 ,就 好 象 是 将 力 * 劈 ?成 
几 部 分 ,和 而 这 些 部 分 具有 系统 的 周期 一 样 ， 这 样 ,问题 便 化 为 研究 
和 外力 对 振动 系统 的 作用 了 .因此 ,在 所 研究 的 情况 中 , 确定 所 托 究 
. 的 周期 过 程 的 主 谐 瑟 和 次 谐 波 的 振幅 ， 和 在 受 迫 振动 的 问题 中 一 - 
Ж, РЫН” РС) 给 定 (在 一 个 周期 内 ) 为 下 列 形 状 : 


1 yoa, 
ú 


FG) = 
ж 2 
0 < "<. 
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把 这 个 函数 展开 为 富里 埃 级 数 : 
= 1 2 У —1 _ sin t 
KORS 2 + У, T+ (26 + 1), (3.24) 


x =o 2 t 
因为 现在 我 们 研究 的 是 线性 问题 , 达 加 原理 成 立 , ЯЖ, “52386 ЙК 
动 的 通 解 ， ЛА НЕ (3.24) 各 项 所 引起 的 受 迫 "振动 之 和 来 
求 得 , 亦 即 , 求 下 列 形状 的 " 受 追 "局 期 解 : 


xri) = S + > Ca cosswt + В, ма юг), (3.25) 
在 这 个 情况 中 


的 
& = >` 【一 ао sin sot + Бо сов), 
1 


= 
k = > 【一 во? соз вої 一 bD. uo? sin soi), 
1 


把 z, #*# 与 六 的 值 代 人 方程 6.23), 并 令 正 弦 与 余弦 的 系数 等 于 
零 , 便 求 得 ,所 有 序号 为 偶 的 富里 埃 系 数 都 等 于 等 Ca, 一 1 除外 )， 
而 序号 为 奇 的 富里 埃 系数 决定 于 方程: 


— (52а, оф, + ia == 0, 


. 2% 
— wth, — lhasa, + с, == =, 
ms 


HE s= 2& + 166 = 0, 1, 2, EED 
解 这 些 方程 ,就 可 以 求 出 我 们 所 须 的 序号 为 奇 的 富里 埃 系 数 : 


ад = — 2% 2bo(2k + 1) I 
ua =(2k + 1) [191 — (28 + ПР + 45262 (2k + 132 
А _ 2 e 一 «АТ 
ТАН T 


=(2 + 1) [в — ок + 132]2 + а ОК + 1) 
ДЖЕРИ ОЕ с ЕНЕ ВУ 27: 
Еі = aika + bita 
ETEN 1. 
` AR I Tod — o Ok + PI + 4022 (2k + 157 
(3.26) 
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AMAR х (zD ЈАРЕ ВЕД АЕ, ЯВ, КУРЕ 
BEHE RR I URRE к 表示 之 , 它 决定 于 表达 式 ? 


Уа + 22) 
к = £= . 
f . а + bi . ' 

我 们 来 估计 万 其 小 时 清晰 系数 的 大 小 ， 公 式 《3.26) RBE ER 
性 共振 理论 , 用 于 所 研究 之 情况 而 得 到 的 结果 ,外 力 的 “共振 ”的 主 
谐 波 产生 x Cz) 的 主 谐 波 , 并 且 不 难 证 明 , EEEREN a + 
Ы, МАО 时 将 无 限 增 大 ， 外 力 展开 式 中 的 其 余 各 项 的 矣 率 邦 
离 共振 甚 远 ,因此 对 于 它们 所 生 的 送 动 来 说 ,我 们 所 关心 的 富 理 埃 
系数 的 平方 和 , 当 % — 0 时 , 趋向 于 有 限 类 的 正极 限 ( 这 个 极限 就 
是 非 共振 项 在 无 阻尼 谐振 子 中 所 起 的 作用 )、 

由 此 十 分 明显 ,对 于 充分 小 的 思 在 具有 本 特性 曲线 的 振荡 器 
中 , 周期 运动 有 任意 小 的 清晰 系数 ,或 者 说 ， ,在 此 情况 中 , 自 振 和 正 
弦 形 是 十 分 相近 的 . 

在 上 述 的 讨论 中 ,我 们 使 用 了 一 般 共振 理论 的 概念 ， 

我 们 知道 , 由 于 共振 现象 , 菲 正弦 形 性 很 大 的 外 力 , 当 存 在 线 
性 阻尼 时 , 能 够 维持 谐振 子 中 的 振动 , 这 些 振动 非常 接近 于 (在 周 
期 很 相近 和 清晰 系数 很 小 的 意义 下 ) 系 统 固有 的 (因而 是 正弦 形 
的 ?振动 中 的 某 一 个 振动 . 因此 ,我 们 可 以 说 , 当 到 其 小 时 ,在 具有 
三 特性 曲线 的 振荡 器 问题 中 , 我们 得 到 了 自 共 振 , 亦 即 , 在 系统 本 
身 运 动 所 产生 的 力作 用 下 的 共振 3， 

应 注意 , 在 这 里 的 特殊 情况 下 , 由 于 特性 曲线 的 特殊 性 质 , 根 
据 受 迫 振动 的 理论 ,我 们 不 仅 能 够 解决 定 赤 振动 的 问题 ,而 且 还 能 
解决 在 尾 意 初始 条 件 下 自 振 的 建立 过 程 的 问题 . 

如 果 我 们 仍 讨 论 同 样 的 电子 管 电路 , 但 是 反馈 是 “ 反 接 ”的 , 亦 
即使 M > 0, 那 末 , 就 会 得 到 和 上 节 十 分 类 伺 的 结果 ， 具有 -E 
性 曲线 的 电子 管 的 作用 , 此 时 《在 振荡 时 ) 和 相应 的 机 械 系统 中 的 


1) 注意 ,在 所 研究 的 情况 中 ,可 以 求 出 请 琳 系 数 的 有 限 形 式 的 博 确 表达 式 。 
2) ПНТ Е ЕК. 
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库仑 摩擦 等 价 。 当 然 , 这 时 不 可 能 发 生 自 振 ,振荡 将 是 衰减 的 . 
在 我 们 所 研究 的 系统 中 ,周期 过 程 , 如 果 它 存在 (只 有 当 开 < 
时 ) 的 话 ,在 性 意 的 初始 条 件 下 都 会 建立 起 来 , 亦 即 , 发 生 启 振 的 自 
И. 自拔 系统 的 这 种 状态 称 之 为 软 状 态 , 这 和 硬 状态 不 同 ,在 硬 状 
态 中 , 要 建立 起 周期 报 落 , 须要 有 限 大 的 初 冲击 。 换 外 话说 , Е 
状态 中 , 自 振 系 统 既 有 稳定 的 周期 运动 又 有 稳定 的 平衡 状态 .并且 
系统 中 究竟 建立 起 那 种 状态 ,这 决定 干 给 定 的 初始 条 件 . 
在 只 有 J- 特性 曲线 的 电子 管 握 萝 器 中 ,状态 的 “ 软 入 ”是 因为 
电子 管 的 特性 曲线 没有 偏 称 的 缘故 , 亦 即 , 特 福 曲线 的 铅 延 部 分 通 
过 点 ws 一 0， 当 电子 管 振 莎 器 的 特性 曲线 具有 偏 移 时 ,就 会 得 到 
硬 状 态 ， 有 偏 移 的 [三 特 往 曲 线 可 以 满意 地 用 作 下 述 情 况 的 理想 
化 , 这 时 : 第 一 , 栅 极 上 的 交 变 电压 远 超过 电子 管 的 饱和 电压 ; 第 
二 ,工作 点 或 者 何 移 到 电 访 的 饱和 段 上 , 或 者 含 移 到 屏 流 等 于 零 的 
点 上 .在 于 -特性 曲线 有 偏 移 的 情况 下 , 决定 电子 管 振荡 器 的 性 状 
的 方程 的 形状 , 和 无 党 移 时 的 类 似 : 
k + 242 + wix == co? “r>a 
Я + 284 + o = 0 35 + < р, 
《和 前 面 一 样 , 我 们 假定 阻尼 很 小 》， 并 且 对 有 偏 移 的 [- 特 性 曲线 
的 情况 《如 图 127 所 示 ), MH 
во 0， 两 组 方程 的 差别 在 于 
“方程 更 换 ” 不 是 在 + = 0 时， 
而 是 在 z 一 5 时， 因此 , 应 该 
改变 我 们 所 有 的 讨论 ,特别 是 ， 
相 平 页 上 的 图 象 (图 128). АЯ 
平面 不 是 沿 直线 y 一 0 ( 即 沿 x 6% 
#h, Зе РР РЕ), Huds 127 
沿 直线 y 一 8“ 切 开 ”的 , 并且 上 半 平 面向 右 移 一 个 单位 距离 ,根据 
连续 性 ,在 这 个 情况 中 , 亦 必须 存在 一 条 由 两 根 “ 半 螺 线 " 组 成 的 闭 
轨 线 , 所 有 其 余 的 轨 线 , 都 总 向 于 这 条 闭 罗 线 , 阴影 线 区 域 以 内 的 
雪线 除外 ,阴影 强 区 的 边界 是 上 “极限 螺 线 "和 直线 y = b 组 成 的 . 
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(3.27) 


从 这 个 区 域内 的 初始 状态 出 发 的 所 有 轨 线 都 趋向 于 平 奖 状态 , A 
而 , 这 个 平衡 状态 是 稳定 的 (稳定 的 焦点 )。 根据 四平 面 上 的 图 象 ， 
绝对 明显 地 可 以 得 到 结论 :只 有 当初 咀 时 回路 中 的 电流 强度 或 电 
压 充 分 大 时 ,在 振荡 器 中 才能 建立 起 周期 过 程 *, 


$4. 钟表 理论 。 有 碰撞 的 模型 


大 家 知道 , 钟表 是 这 样 的 振动 系统 , 它 能 够 产生 的 振动 , 有 定 
态 的 不 依赖 于 初始 条 件 的 振幅 .诚然 , 要 使 钟表 走动 , 亦 即 , 建立 
起 这 种 定 态 的 振幅 , 一 般 都 须要 一 个 足够 大 的 初 冲 击 ,但 是 定 态 振 
НЕА, УА РН АЧ СЕ АЈА, A2 Rk Uq 
表 中 , 都 有 有 目 振 的 看 激 状态 )， 如 果 初 冲击 太 小 , 那 末 , 周期 过 程 一 
般 是 建立 不 起 来 的 ,振动 将 训 减 掉 。 这 样 的 使 系统 趋向 于 平衡 状 
зА), 而 不 是 趋同 于 悄 期 运动 状态 的 初 值 区 的 大 小 , 在 各 种 钟表 中 
是 不 相同 的 , 和 钟表 的 构造 有 关 , 但 是 , 一 般 地 说 ,所 有 的 钠 表 中 都 
有 .我 们 将 通过 对 钟表 的 一 些 尽 可 能 地 简单 的 钟表 理想 模型 的 研 
帘 , 来 阐释 钟表 机 构 的 这 些 独 特 的 性 质 . 


1) 这 个 问题 在 下 册 第 八 章 $4 中 还 到 作 更 详细 的 研究 。 
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任 一 个 钟表 机 构 大 致 可 以 分 为 三 个 主要 部 分 ，1) 振动 系统 ， 
如 摆 : 摆 . 摆 轮 , 水 平 援 等 ; 2) 发 条 机 构 一 一 重 锤 ,弹簧 ; 3) 将 振动 
装 团 与 发 条 机 构 里 系 起 来 的 搞 维 机构 。 这 个 联系 是 这 样 的: М 
动 系统 (以 后 简称 摆 ) 在 一 定 的 位 置 时 , 擒 纵 宙 构 起 作用 , 并 以 发 条 
机 构 的 能 量 ,给 摆 一 个 冲击 ， 这 个 冲击 持续 的 时 间 , 在 各 种 钟表 中 
是 不 相同 的 ,但 是 在 好 钟表 机 构 中 , 常常 是 很 短 的 ， 搞 纵 机 构 的 作 
用 一 般 是 每 疝 期 两 次 ,并 且 是 在 振动 系统 的 平衡 位 置 附近 , 即 在 系 
统 速度 最 大 的 区 域内 动作 的 。 所 有 钟表 机 构 的 构造 大 致 就 是 这 样 
的 .对 我 们 来 说 ,在 种 表 的 构造 中 ,最 重要 的 是 : 擒 纵 机 构 开始 作用 
HEN, 完全 决定 于 振动 系统 的 位 置 ( 例 如, 每 当 摆 通 过 平衡 位 置 
时 , 擒 纵 机 械 作用 一 次 )， 此 外 , 作用 的 特性 及 冲击 的 大 小 也 依 吉 
于 摆 的 状态 ， 因 此 ,在 机 构 中 所 有 可 能 产生 的 力 ,都 只 依赖 于 系统 
个 别 部 件 的 位 置 与 速度 ,而 不 明显 地 依赖 于 时 间 ， 这 样 ,钟表 是 一 
个 自治 系统 ， 

要 对 钟表 机 构 的 工作 进行 理论 研究 ， 正 象 在 所 有 其 他 情况 中 
一 样 , 我 们 应 该 对 钟表 机 构 作 某 些 简化 的 假设 , 这 些 假设 , 一 方面 
使 理论 研究 成 为 可 能 , 同时 又 能 反映 钟表 机 构 的 基本 性 质 ， 钟 表 
的 最 简单 的 理论 模型 就 是 有 碰 接 的 模型 ,在 这 一 模 芒 中 ,利用 了 关 
于 钟表 之 扒 纵 机 构 给 予 振动 系统 瞬时 碰 挤 作用 的 概念 ， 在 本 忆 
中 ,我 们 将 研究 钟表 的 这 种 “碰撞 的 "模型 。 就 是 说 我 们 将 假 没 , 振 


时 碰撞 , 使 得 振动 系统 的 速度 有 瞬时 的 增加 .。 ЗЕ Р ЗАНЕ 
度 改变 的 规律 , 那 末 有 两 种 最 简单 的 假设 可 以 采用 . 第 一 ,可 以 假 
证 ,在 碰撞 时 系统 的 速度 总 是 增加 同样 的 大 小 ,而 和 碰 擅 前 的 速度 
СЖ. 例如, ФЕНОВЕ го, ВНЕЛЕ mw、 这 时 我 们 的 假设 相 
当 于 : e, n= 常数 或 mm 一 то = 常数 ;这 样 我 们 的 假设 亦 可 
归结 为 : 假设 帕 擒 纵 机 构 传 给 振动 系统 的 动量 等 于 常量 ， 另 一 个 
简单 假设 是 ， 系 统 动 能 在 碰 接 时 的 改变 同样 大 小 而 与 磁 撞 前 系统 
的 速度 无 关 - 这 个 假设 可 归结 为 (mei/2) — (mui 2) = ЖЖ. 
当然 ;我 们 的 假设 并 没有 包括 了 所 有 可 能 的 碰撞 类 型 ,它们 只 是 最 
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简单 的 假设 .但 是 ,在 仔细 地 观察 了 钟表 机 构 的 构造 后 ,我 们 就 会 
发 现 一 些 情 况 ,说 明 第 二 种 假设 更 好 些 ， 那 就 是 , 对 于 重 锤 式 发 条 
HA, 在 钟表 的 每 次 磁 撞 中 , 重 锤 前 下 落 相 同 的 距离 , 即 做 相 疝 的 
功 , 因此 第 二 和 假设 是 很 自然 的 , 因为 振动 系统 每 次 得 到 相同 的 能 
E”. -在 第 一 种 假设 中 , 既然 传 给 机 构 的 能 量 和 系统 速度 的 关系 甚 
大 ， 我 们 就 庶 该 加 上 一 个 很 不 自然 的 假定 : 搞 纵 积 构 中 的 能 晤 损 
失 能 够 在 很 宽广 的 范围 内 变化 , 并 且 系 统 的 速度 越 小 , ИНК ЛЯ 
中 的 能 量 损 失 越 大 *《〈 因 为 说 挤 前 系统 的 速度 越 小 , 则 在 第 一 种 假 
设 下 , 磋 撞 时 所 获得 的 能 量 也 越 小 )。 但 是 ,第 一 种 假设 《mv 一 
mn = HRO 量 册 于 这 个 理由 , 好 每 不 很 启 然 ; 但 是 终究 并 非 不 可 
能 的 ,所 以 我 们 还 是 把 两 种 假设 都 加 以 研究 , 并且, 我 们 将 证 实 ,在 
ЖИ ит, Ее РЖ ЕЕ. 

.除了 关于 碰撞 特性 的 候 设 以 外 ， 还 要 对 钟表 衬 构 中 的 阻力 特 
性 帮 一 定 的 假设 。 这 里 我 们 也 只 限于 研究 两 种 最 简单 的 假设 , 这 
些 假 设 在 其 他 情况 中 我 们 已 经 应 月 过 了 。 第 一 , КТ 
大 小 与 速度 成 正比 《“ 族 性 阻力 ”); 第 二 , 阻力 的 大 小 与 速度 无 关 
CHERE”. 这 些 假 设 也 会 导致 大 不 相同 的 结果 ， 

1. 型 到 线性 路 力 的 钟表 REAA RED HARE 
碰撞 动量 的 情 够 ， 并 且 将 假定 控 纵 机 构 在 每 一 周期 中 只 作用 一 次 
(例如 在 由 左 向 右 通 过 平衡 位 置 时 发 生 碰 撞 轨 .这 种 情况 可 以 月 类 
似 于 研究 具有 上 六 特性 昌 线 的 电子 管 振荡 器 的 方法 来 研究 ， 实 际 
上 上， 如 果 系 统 训 减 的 对 数 减 缩 是 4 (我 们 假定 衰减 很 小 )， 而 系统 
AREE RARER Е 88. а, ЖБИ у СИНЕЕ 
的 瞬时 为 初 阴 时 ?, 经 过 一 个 周期 后 的 速度 将 是 : 

ЕЕ НЕЕ) y = ye } 
ERR y= уе + a, 
要 使 过 程 是 局 期 的 。 必须 有 уг у = y, AA y Е. НИ 


(3.28) 


1) 在 锁 表 理论 中 ， ошону ЕБ, ВНЕ, [133]. 
*“ 越 天 ?应 为 " 越 小 ” 者 注 ， 
2) и, ии, Е — Я НВНЕ, 
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ей 
定 态 振幅 总 是 有 限 大 的 ,而 а 和 这 个 振幅 比较 起 来 , 如果 a 越 小 则 
а 了 世 越 小 ，、 利 用 对 于 电子 管 振荡 器 一 样 地 讨论 , 可 以 证 明 , 这 个 定 
НЕК ЗЕН 24 у, 其 小 采 , 据 动 将 增 大 起 来 . 

直接 愉 联 系 两 个 相继 振幅 的 表达 式 《3.23), 也 可 这 证 实 这 一 
点 ;实际 上 ,对 于 任意 小 的 у, ЛА y 必定 大 于 yi 

因此 ,我 们 研究 的 这 种 钟表 模型 具有 自流 的 性 质 : 振动 在 任 
意 小 的 初 偏离 下 都 会 增长 . 这 种 情况 的 相 平 丙 的 图 象 如 图 129 所 
л. ЖЕ Ез ГАВ, 它 
HERR А Е У) Ем 
Е. ERRAI y 的 上 半 轴 时 ， 祖 
ARKAE a y НН БЕК — РЕВ z, 
Нм. Я 
据 连 续 性 , 显然 由 于 跳跃 , 相 点 党 某 
一 条 螺 线 的 运行 将 是 封闭 的 ， 这 就 
对 应 于 周期 运动 , 

这 样 , 在 所 作 的 假设 下 , 我们 获 
得 了 钟表 机 梅 所 不 可 少 的 狂 质 : 存 图 129 
在 振幅 不 依 否 于 初始 条 件 的 四 期 过 
程 ， 但是 我 们 的 理想 机 构 具 有 眉 激 的 能 力 ; 在 任意 小 的 祈 冲 击 下 。， 
钟表 最 后 都 将 作 不 衰减 的 振动 、 可 是 对 于 真实 的 钟表 , 总 是 需要 
一 个 有 限 大 小 的 初 冲 击 ,才能 使 钟表 走动 。， 这 就 是 说 ,我 们 的 假设 
还 不 能 解释 钟表 机 构 的 一 个 最 典型 的 性 质 ， 保 留 线性 阻力 的 假 
iz, RAS Н, В 

y; — у? = 42 = Ж, 
我 们 仍然 将 得 到 同一 结果 . 这 时 速度 是 : 
ERER RIRI y = pes, 
ТЕЙ ЛЕВЕ уз == v yT В = V yle? + hp. 

TERRE y 决定 于 条 件 


у == 
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љ = y, = y № yI — e = р р = 


在 这 情况 中 , 很 容易 看 出 , 也 将 发 生 自 激 。 
195 а ЕВ 9 1817—80 8, НИЕ y *HERIKBSU z 的 大 
小 政变 了 , EDZA AEEA ЖК, ПОХ У’ СВЕН ВЕНУ": 
Му, 
KERA. MA АИТАТ ЈА ВЕНУ, RERE. НХ 
ЗЕРЕ, 即 对 应 * = 0 的 两 个 相 些 У 0927 ЗЕ, ЖАБЕ НЕЛЕ ЕН y 的 增加 而 
增加 , 那 末 , КЕНО, 很 明显 , У F rE DX EF BU SS 


线 , 沿 着 它 的 运动 是 闭 的 . 
了 于 搞 纵 机 构 每 辕 其 


给 振动 系统 两 次 《 即 每 当 系统 通过 平衡 


位 置 时 ) 碰 撞 的 情况 ?, 可 以 作 类 佑 的 讨论 ， 当 然 ,这 时 每 一 次 的 碰 


图 130 


撞 者 是 起 推动 作用 一 一 沿 运 动 的 方 
Не. орт НУЖНА ТЕРА ЕН 
得 如 图 130 Вт. ЗН 768. 
尼 振 子 的 两 个 “ 半 圈 ” 螺 线 组 成 的 ， 
并 且 在 ? 轴 上 有 间断 ， 它 们 对 应 于 
擒 纵 机 和 构 加 给 钟表 振动 系统 的 几时 
ВИНЕ. 

A ” RTRA RE НЕ 
动 系统 之 速度 的 天 小 (绝对 值 )、 很 
朋 显 , 每 次 碰 檀 后 的 速度 =, 都 单 值 
地 决定 于 前 一 次 磁 撞 后 系统 的 速度 
о (E 130). 对 于 前 画 所 用 过 的 两 
种 关于 寿 撞 规律 的 傻 设 ， 我 们 得 到 


“下 列 的 后 继 随 数 KA n5 r НРА ЗА, НИЕ НЕЕ еду ЗЕЯ 
{ЕЕС АНН) миа, ЕПВ AG) = a = 常数 ,这 


КЕТЕ ИН, 


D 在 太 多 数据 级 视 构 中 ,特别 是 “ 摆 轮 搞 级 ? 中 (例如 ,手表 中 所 应 用 的 ?每 周期 内 


НЕ. 
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时 , 层 继 函数 是 : 

办 一 zc 了 十 а, (3.29) 
ШКЕ АЧЕН ОНА R 3k АСу == 2 = 常数 ， 
ЯВА Е 

25 == ve (3.30) 

在 两 种 情况 中 , НРУ ВУ а ЗБ АВИ ELAR УТ 
碰撞 规律 的 假设 : 


对 于 第 二 种 假设 : 


| 


2 


a/l — P 

亦 即 , 在 丙种 情况 中 , 都 有 唯一 的 局 期 运动 , 作出 后 然 函数 的 图 形 
不 难 证 明 , 这 个 周期 运动 是 稳定 的 ,并 且 在 任意 初始 条 件 下 都 能 建 
立 起 来 .后 继 函 数 的 图 形 ( 拉 梅 尔 图 ) 的 形状 与 图 124 类 似 ; 但 在 
第 二 种 情况 中 ,图 形 最 好 对 w* 作 ,而 不 是 对 2 fE. 

所 有 我 们 研究 过 的 具有 线性 阻力 的 模型 ， 莉 能 解释 具有 一 定 
的 .不依 闲 于 初始 条 件 之 振幅 的 周期 过 程 的 存在 性 ;但 是 它们 都 十 
软 状态 , 亦 即 ,这 些 情 况 都 不 能 解释 ,为 什么 建立 返 或 摆 轮 的 振动 ， 
需 些 有 限 大 的 初 冲击 . 

为 了 解释 钟表 的 这 个 性 质 , 下 面 将 看 到 ,应 该 抛弃 关于 线 柱 阻 
力 的 假设 ,并 假定 钟 天 是 有 干 摩擦 的 自拔 系统 ， 

2. 机 路 中 有 振荡 回路 ,并 具有 本 转 性 曲线 的 电子 管 振荡 
E ”在 钟表 理论 中 , 我 们 册 究 了 可 以 使 系统 动量 或 动能 由 时 改 
变 的 碰撞 产生 碰撞 的 设备 ,能 瞬时 地 给 出 一 定 部 分 能 县 ,发 出 了 
巨 限 大 的 功率 .很 自然 地 就 会 提出 问题 ,在 研究 电 振荡 系 统 时 ,这 
样 的 理想 化 是 否 仍 然 适用 .我 们 将 阐明 ,在 电 系 统 中 ,出 有 类 似 的 
情况 . 例如 ,假设 在 栅 路 中 有 振东 回路 的 振荡 器 中 (在 以 后 的 讨论 
tB, ВАНА RRELA 51138) ,建立 了 那么 大 的 正弦 振荡 ， 
ВАНИЕ РЕВ, DI а. 但 是 如 果 


. 181 ° 


加 路 中 发 生 正弦 振 落 过 程 , 那 未 栅 极 上 的 电压 vz 《图 131) 每 周期 
ESPR. Mo 沿 正 方向 通过 零 时 , 屏 流 急速 地 《 亦 好 ,在 比 捧 落 
局 期 了 其 小 的 时 间 z 内 ) 巾 零 值 过 流 到 估 J;。 在 + 时 间 内 ,电感 电 
sfa ММС, de) 很 快 地 由 原 
ЖЕН = 0 时 ) 增 加 
到 某 个 很 大 的 值 ,以 后 , 当 i 
等 于 1 时, 差不多 同样 迅速 
HENE. 4 e 沿 负 方向 
通过 零 值 时 ， 屏 流 急速 到 由 
LHF. 这 时 电感 电动 势 
十 分 快 地 由 零 变 到 某 个 很 大 的 (《 指 绝对 值 ) 负 值 , 以 后 又 重新 回 到 
零 值 ， 于 是 ,在 这 一 情况 中 ,回路 中 的 电动 势 在 短期 内 达到 很 大 的 
È, ЕН о НЕЕ 1, 的 速度 越 大 , 这 个 值 也 就 越 
大 。 如 果 我 们 假定 这 一 过 疲 是 跳 著 天 (本 -特性 曲线 ) 发 生 的 , 那 末 
我 们 就 获得 了 瞬时 的 琅 限 大 电动 势 。 不 难看 出 , 这 和 我 们 研究 过 
的 锅 表 情况 , 是 完全 类 似 的 ,在 钟表 铺 况 中 , 在 适当 的 时 刻 振 动 质 
量 受 到 瞬时 冲 量 的 作用 ,同时 就 给 予 了 这 个 质量 一 定 的 动量 . 
力学 中 ,在 充分 小 的 时 间 = ARERR Са), 可 以 当 作 了 瞬 
时 磁 扩 来 研究 , 它 使 动量 zz( 这 里 指 的 是 最 简单 的 直线 运动 ) 丈 跃 


地 改变 一 个 ACm#) 一 |” е) 4 类似 池 可 以 假定 ,如 果 电 感 电 


动 势 区 == Mdi de) 民 在 充分 小 的 时 间 内 不 为 零 , ЗБ, 它 将 引 
起 电感 通 量 La 的 迅速 的 , 在 极限 情形 C4 + 0) ЖАН 
变化 ,变化 的 大 小 为 : 


N :tr i+ di 
ACLA) = | Ф а = f м dz 


В 131 


= Му + r) — CD j = MA:,, 
HH t Вт, 变化 的 开始 与 终了 的 时 刻 ， 电 感 通 量 跳 
HP q (包容 器 的 电量 ) 本 身 并 不 改变 ,因而 , 距 跃 (和 力学 中 
ЈАНЕ) КААБА НЕВЕ. 
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a Pi Al 


为 了 证 明 所 述 的 跳跃 规律 ， 只 要 把 栅 路 中 有 振 落 回路 的 电子 
管 振 荡 器 的 方程 《1.627 
осм 
Ср + RCA + e = М2, 
在 屏 流 由 0 变 到 1, GR I, #10) ВУ, ЕҢ : 3] z + г ARH E 
AREATA ГАРИ Г. GIFS 1. 
сіс) — eol] + RCflel +) — (t) | 
IH ttr di 
+ [ edt = I M- dt, 
Ја t d: 


在 向 [РЕВ АЕ Е, Pri ЕЛЕ БИТИЈА ВЕ = ВУ 
HERETER о + r) — e G), RARA ER 
jaj z 也 将 趋 于 零 . 所 以 
|” р 0 
及 : 
LC[sG + r) — sle) ] — (7 м2 dt = MAr, 
或 
АСФ) 一 МА, 

ЗЕТЕ ААА (а 一 0, q > 0), Аг, = 1, R ALG) 
= M1,。 同 样 地 , 当 v WCS iB It (9 = 0, ç 0), A(L4)= 
一 Mi 。 不 难看 出 ,这 时 系统 的 性 状 决定 于 下 列 方程 : 

ğ + 244 + ва — Ü (g == 0), 


` M _ 
Aq= 1, (g= 0, 4 > 0, (3.31) 


' M , 
Ag = ть (а = 0, g < 0), 


以 及 3 应 当 连 续 变化 的 补充 条 件 . TE, 系统 的 任 一 运动 的 波形 
图 ,都 将 是 由 起 点 与 终点 都 在 时 间 轴 上 的 “衰减 正 蒋 玻 ”: 

q = Ae E cos [оС — #) + Фф] 
А БТА В ВУ. ЕР ЯНВ В НЕЕ АСЕ : 加 上 ) 之 间 有 
РА, Ея УЖ, 
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对 方程 组 C3.31) 的 研究 ,和 我 们 以 前 对 于 钟表 的 研究 ,每 周期 
有 两 次 砸 撞 日 群 撞 给 出 的 动量 不 变 的 情况 ,是 完全 类 位 的 . 

3 具有 库仑 摩 掠 的 钟表 模型 ”为 了 解释 钟表 振动 的 硬 激 状 
态 , 我 们 研究 具有 库仑 干 摩擦 的 钟表 的 碰撞 模型 。 我 们 已 经 研究 
过 其 有 库仑 摩擦 的 振 于 的 运动 (第 三 章 8 35. 适当 地 选择 单位 ,可 
以 把 振子 的 运动 方程 写 为 ; 

Ф + х= h Ша, 

£ x= +h eco] (3-32) 
其 中 因 是 最 大 静摩擦 除 以 振子 弹 惫 的 弹性 系数 ， 正 象 我 们 马 见 到 
过 的 , 相 平 面 上 的 相 轨 线 是 由 半 机 圆 旺 良 组 成 的 蛙 线 ,或 者 在 现在 
的 情况 中 (由 于 适当 地 选择 了 单位 ), 是 由 半 喇 线段 所 组 成 的 螺 线 ; 
在 上 半 平 面 中 半圆 的 中 心 是 点 《一 0), ПМЕ РЕН д 
C+, 0). 

MERHER, ВНЕ r B r © ЕН has НОЕ 
ПАУ. ИСО SB hii ИЖ — 
К. 为 了 讨论 简单 起 见 ,我 们 把 碰 擅 “移动 ” 一些, 即 假定 碰撞 是 
在 摆 轮 沿 正 方向 通过 点 
+ 一 一 所 时 发 生 的 ， 而 不 
在 通过 点 + == 0 时 发 生 . 

先 研 究 碰 撞 规 律 的 第 
一 个 假设 : Ф 

ни: mrg = Ў, 

或 应 用 相 平 面 上 的 符号 ， 

Ay = a. (3.33) 
为 了 回答 在 这 个 情况 中 可 
能 运动 的 特性 的 问题 ， 我 
们 先 研 究 轨 线 在 相 平 而 上 
的 特点 ， 并 求 出 在 刚刚 碰 
接 后 的 瞬时 插 轮 速度 的 后 继 函 数 . 设 在 刚刚 碰撞 后 的 瞬时 摆 输 的 
速度 为 w， 表 未 其 状态 的 A 点 的 坐标 为 《一 ,zw)， 由 此 正如 方 
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图 132 


才 所 指出 的 , 相 点 将 沿 二 圆周 运动 ， АНН: (h 0), 44 
R, = n (图 132). JS z 正 半 轴 上 时 , 相 点 或 者 落 在 出 平衡 状态 组 
成 的 静止 线段 (— h < z =< + Ja y = 0) E (5 R, < 2h 时 就 是 
这 样 的 ), 或 者 《 当 Ri = в, > 2р FJ) НН А, FEE ERA DE 
J Co 0) 半径 等 于 R = R = 2k = n — 2h ЗЕ Е sh GE 
ВЕКИ). WE К, fo 那 末 相 点 还 是 要 落 在 静止 线段 上 《这 次 
是 由 下 而 上 的 )， 内 有 当 R, >> 2k, ВР о > ар, 相 点 才 进 入 
Ее, 共 将 沿 中 心 为 点 С һ, 0 而 半径 等 于 R, = RR 2h = 
2 一 4h АУЦА B а), ДЕАШ Ч НА? (x 一 — fos 
y > 0) 上 的 级 坐标 为 | 


= и, — th (3.34) 

的 B, AJE. ХЛ РКА ОЕ PJ ES Fd Tek 

ЙЕ, 使 其 速度 3 瞬时 地 增加 一 个 量 a, НИИ A fos 
r 点 ， 其 中 

Е p= а = 4р а (n> 4). (3.35) 
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关系 式 (3.35) 就 是 竺 求 的 后 继 消 数 , 根据 碰撞 后 给 定 的 系统 速度 
nin 之 4), 这 个 洲 数 决定 了 下 一 次 刚刚 碰撞 后 的 瞩 时 速度 z, 
很 明显 ,碰撞 后 的 速度 序列 vo ez tw 组 成 一 个 一 般 项 为 
ta = p, + (n — 1) (a — 4) 

的 算 木 级 数 ， 不 难看 出 ,在 我 们 的 系统 中 ,可 能 运动 的 特性 依赖 于 
а — Аһ 的 符号 

情况 L， аа 过 0， 在 这 个 情况 中 (图 183), 无 论 初始 条 
件 叹 样 ,系统 的 振动 都 将 误 减 ,而 相 点 在 朋 限 次 数 振动 后 就 进 人 由 
原点 向 两 边 伸 展 刀 长 的 平衡 状态 线段 . 

НИП. а 一 4 > 0。 在 这 个 情况 中 , 相 平面 可 以 划分 为 运 
动 特性 不 同 的 两 个 区 域 ， 那 就 是 , НН AE a, ac 的 
区 域 之 内 (网 134), 那 末 系统 于 有 限时 间 内 到 达 平 衡 状 态 线段 , 系 
统 的 振动 就 停 正 了 .如 
果 初 始 条 件 所 对 应 的 点 
位 于 这 个 区 域 的 外 部 或 
边界 之 上 ， 那 未 系 统 的 
RAR ERA. 

Біт Ш. a— 4fo 
一 0。 在 这 个 等 式 成 立 
的 理想 情况 中 ， 相 平面 
也 可 以 划分 为 运动 特性 
不 同 的 两 个 区 域 、 如 果 
初始 条 件 位 于 区 域 a 
Фу, с. (Е 135) 的 内 部 ， 
那 末 四 点 还 没有 转注 一 
局 就 到 达 平 衡 状态 线 
段 ， 如 果 初 始 值 位 于 这 
个 区 域 之 外 ， 那 未 所 有 
运动 都 是 半期 的 ,其 振幅 决定 于 初始 条 件 . 

在 最 后 一 种 情况 中 :我 们 又 遇 到 了 局 期 运动 的 连续 统 , 即 保 守 
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图 135 


系统 特有 的 情况 , 芋 象 所 有 的 保守 系统 一 样 ,这 个 系统 对 于 参数 的 
微小 改变 是 不 稳定 的 。 例 如 , 只 要 尹 微 改变 -一 下 的 大 小 ,就 是 以 
使 系统 转化 为 情况 1 或 情况 п, 亦 即 , 得 到 有 本 质 差别 的 图 象 
于 是 ,我 们 看 到 ,这 次 我 们 所 取 的 阻力 规律 与 碰撞 规律 的 理想 
从: 没有 反映 出 真实 钟表 的 最 本 质 的 特点 (这 个 特点 就 是 : 钟表 中 
вуна АНТА РОДА Е ЕР). 但 是, 只 
EAER EB, ПИ ВА ЭС РН ЛЕРА, ВЕТО E 
УРАВНЕНИЕ. ШИ, 
AA ILARIE ВЕРА ЗУЕВ НУ Е PL FH ЗА) „ВО: 
A (e) 一 常数 或 AG — P, (3.36) 


НЕА TRAILS ИЗВНЕ. 
ARTE E “ВАЗА” GAD а ARER T, CRATE 
撞 前 那 一 瞬时 系统 运动 的 速度 .也 就 是 说 ,根据 表达 式 (3.36), 
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a = у А — у, А” Bu KU НЕЕ ЕЕ RE BE I bB 
ПЕР y ak s. ЖИ, НРАВ ЛАЯ Е o, EARRA 
sN (3.34) AE, ЕЕ BES Ki НЕ ДЖ; 
о (а АНУ А2 Со > Ah) (3.37) 
(和 前 面 一 岸 , 仅 当 o, > 入 КУН НЕХ “ЕЕ 
线 "x = — |, y >> 0 Е: n = +f. FJ ДНЕ А ZE S I|. 56 Ez 
Е ЖЕН), MAAR (3.37) 的 图 形 如 图 136 所 示 . 它 是 
一 条 由 点 и = dh, г, = 开始 而 以 р =, А}, АН 58 BX 
曲线 . 双 曲 线 和 直线 o = о, ВЈ X. 如 果 存 在 的 话 ， 就 是 不 动 点 
5, 也 就 是 局 期 运动 在 磁 撞 后 的 
速度 ,显然 这 个 点 当 
k > 4h (3.38) 
时 是 存在 的 、 并 且 只 要 存在 也 
上 必定 是 唯一 的 。 对 于 不 动 点 有 
Ы? = (рав ва, 
Hik: 


CERRAR 44 r> tfo 
ПХЭ л 多 时 是 满足 的 )。 摆 轮 周 期 振动 的 振幅 * 显 然 等 于 
_ д? 
а № 
不 难看 出 , 条 件 (3.38) ПИ хрен ук E PB 
的 重量 提出 的 要 求 。 实际 上 , RARER T EERJEE BS 
已 由 机 构 的 结构 给 定 了 ， 那 末 重 锤 作 的 功 在 任何 情况 下 都 应 该 天 
十 传 给 系统 的 能 量 ， 因 此 , p BA, ВЕ, 以 使 
条 件 (3.382 得 以 满足 ， 如 果 满 足 了 条 件 《3.33)， 那 末 系 统 中 就 可 
能 有 唯一 的 具有 确定 振幅 的 周期 过 程 ， 它 对 应 于 相 平面 上 的 阅 轨 


"ARARIRE x 轴 上 的 "最 大 偏 距 ?, 如 旱 拨 本 书 前 面 的 定 祥 ,振幅 将 为 ASI, 
НЕ. 
+ ]8É + 


R, ае ани = BY NI ， 轴 上 长 度 为 “的 线 良 所 组 成 的 . 
即使 是 利用 作出 “ 拉 梅 尔 梯 线 ”( 图 136) 或 用 克 尼 格 斯 定理 ( 见 第 
五 章 7), 亦 能 证 明 , 这 一 不 动 点 5 是 稳定 的 , 因而 , 入 分 的 运动 
都 趋向 于 求 出 的 周期 运动 . 

由 此 亦 能 知道 , 极限 周期 运动 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 的 。 МИН 
平面 上 所 得 的 图 象 (图 137) 可 以 证 明 , 在 所 作 的 候 设 ( 常 信 库 仑 麻 
擦 与 碰撞 时 能 量 的 增 是 为 常数 ) 下 .系统 具有 钟表 机 构 的 那些 最 有 
特点 的 两 种 性 质 : D 存在 唯一 的 局 期 过 程 (有 确定 的 振幅 ), 2) 为 
了 建立 这 一 过 程 ,必须 有 有 限 大 的 初 冲 雷 (或 初 偏离 )、 不 难看 
出 ,第 二 个 性 质 是 由 系统 中 存在 常 什 麻 擦 所 引起 的 , 常 值 摩擦 越 


y 
定常 周期 运动 
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K Wg] a w А ВАК, , ПО В. TENE xE np iyul 
TH IBZ K. 钟表 中 的 常 值 摩 近 总 是 不 可 避免 的 , ЕЯ 
中 钟 搜 应 该 使 瀹 纵 机 构 发 生 作用 ,所 以 在 任何 结构 中 ,必须 克服 有 
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AIRRA ВЕНЕ, УИА ВЕЕ. 这样 ,钟表 的 第 二 
ТАН ОКОН ARAKAN ARE A а 
密 的 联系 。 А АНХ ВЕЛАМ, 首先 可 以 用 钟表 中 有 
常 值 摩擦 的 假设 来 概括 ， 当 然 , 这 种 关于 常 值 摩擦 的 假设 ,和 所 有 
的 理想 化 一 样 ,不 能 包 话 勾 统 的 金 部 性 质 , 而 只 能 反映 这 个 系统 最 
突出 的 特点 。 也 就 是 说 , 当 系 统 中 存在 阻力 ,而 且 形 论 运动 速度 多 
小 ， 摩 擦 力 总 将 保持 有 限 的 值 时 ,就 可 以 作 这 种 常 秆 摩擦 的 假设 . 
如 果 对 于 充分 小 的 速度 ,摩擦 力也 是 任意 地 小 , 那 末 用 “ 线 注 阻力 ” 
ЖАН БЕ ЕЕ. 当然 ,在 钟表 中 两 种 阻力 都 有 ;用 第 
一 种 理想 化 可 以 较 好 地 反 陕 摘 纵 机 构 中 的 阻力 ; 而 对 押运 动 时 的 
空气 阻 为 , 则 度 采 甲 第 二 种 理想 化 。 但 是 , 考虑 空气 阻力 , 即 引 入 
线性 阻力 ,并 不 能 带 来 任何 新 的 现象 ,仅仅 须要 把 相 平 面 上 的 圆 弧 
用 螺 线 线段 来 代替 而 已 。 常 值 摩擦 和 全 新 的 性 质 ( 振 动 不 是 自 激 
的 , 为 了 建立 局 期 过 程 必 须 有 初 冲击 , 亦 即 , 存在 着 自 振 的 硬 激 状 
УНИИ ЕЖ. 

研究 等 次 振动 有 两 次 推动 碰 擅 ( 当 * 二 一 y >> 0 J x == Jo, 
y < 0 J) 的 钟表 模型 , 我 们 将 获得 同样 的 结果 ， 在 这 一 祖 况 中 ， 
假设 摆 轮 在 每 次 磁 撞 时 获得 同样 的 动量 CAG = a = 常数 ), 也 
不 能 反映 钟表 的 基本 些 质 一 一 和 柔 六 中 存在 着 稳定 的 周期 振动 ， 如 
扩 假 设 在 每 次 帮 掩 时 ,， 摆 轮 的 动能 增加 一 定 的 .总 是 相同 的 量 , 即 
在 碰撞 时 AG) 二 如 一 常数 , 那 末 , 对 于 碰撞 后 的 速度 ,得 到 后 此 
АХ | 


vi = (z. — һу) + д, 
其 中 必 5 г, ТЕ НН АЕ ЖЕН А BE Су 
里 的 o 与 如 应 理解 为 速度 的 绝对 值 ) 

换 各 话说， 每 周期 有 两 次 碰撞 的 模型 和 有 一 次 婵 描 的 模型 的 
情况 是 一 样 的 , 只 是 摩 禄 三 小 了 一 半 :， 当 有 > 2k 5), 存在 着 唯一 
的 稳定 周期 运动 ,对 于 碰撞 后 的 任何 速度 о, > 2f, 都会 产生 ; 如 于 
2 < 2f,, 则 系统 将 到 达 一 个 平衡 快 态 ， 对 于 经 周 期 有 两 次 碰撞 的 
钟表 模型 , з НЕ ИЕ ДЕН ЖЗ (3.36) 决定 的 , 并且 ло 

* 190+ 


时 , 柏 平面 上 的 图 象 如 图 138 所 示 : 不 连续 的 闭 昌 线 acada 是 稳 


观点 吉 以 解 群 。 这 时 应 注 


定 的 《不 连续 的 》 极限 环 ， ; 

它 对 应 于 钟表 的 振动 系统 

СЕНО. УОЛ АРНЕ, Бе 
研究 了 关于 阻力 规律 NS it 

RREH EATER Z 

后 ， 我 们 所 得 到 的 全 部 结 Га S 2 

论 ， 祁 可 以 从 简单 的 能 量 S — 


NX: E, 
S SS 


意 到 ,有 线性 阻力 时 ,每 周 98 
期 内 消耗 的 能 量 和 振幅 的 4: 
平方 成 正比 ， 而 在 常 值 麻 

捧 中 请 耗 的 能 量 旭 是 振幅 = 18 


的 线性 泡 数 ， 另 一 方面 ,在 按 v 一 в = ЕЕ, ЗЕ 
期 内 系统 的 能 量 增加 为 


2 А 
>. 《am Ар — = = = (2 Am + Ari), 


亦 即 (因为 Ar = 常数 ), АННО VE АЖ. 4 Bz (msz/2) 一 
Cat/2) = НО ЕН, ЗЕНОН A EER PR RJ Ra ii E: 
常数 值 ， 这 样 , 我 们 得 到 的 主要 结果 立刻 变 得 非常 显然 了 。 只 有 
当 系 统 能 量 在 一 个 周期 以 后 仍然 具有 周期 之 初 的 天 小 的 条 件 下 ， 
才 可 能 发 生 局 期 过 程 ， 我 们 看 一 看 在 我 们 曾 研 究 过 的 各 种 情况 
rh, 这 个 条 件 是 否 满足 。 在 第 -一 种 情况 中 “线性 阻力 ”与 按 规律 
m — m = 常数 的 碰撞 ), 能 最 前 损失 与 振 粘 的 平方 成 正比 地 增加 ， 
而 供给 系统 的 能 量 是 振幅 的 线性 函数 。 很 明显 ， 只 有 对 于 革 个 确 
定 的 振幅 , 能 量 才能 平衡 , 并 且 只 有 存在 一 个 定 态 振幅 (图 139), 
在 第 二 种 情况 中 ( 线 狂 阻力 与 按 规律 mm 好 /2 一 mul/2 = 常数 的 碰 
Н) 损失 与 振幅 的 平方 成 正比 而 供给 的 能 量 是 常数 ， 这 时 也 只 有 
АЕ ВЖЕ СИН С 140). 在 第 三 种 情况 中 《 常 值 摩 
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BEME 
TERIS 
1 
i 
к 
SRE 定 态 振幅 
图 133 图 140 


REIRME n 一 во = 常数 的 碰撞 损失 与 供给 的 外 量 都 是 振幅 
的 线 柱 肾 数 ， 因 此 ,要 么 就 没有 定 访 振幅 ,要 么 有 雹 限 多 个 定 态 振 
=. 

最 后 ,在 第 四 种 铺 况 中 (常数 摩擦 与 规律 按 wi/2 一 moy 2 = 
常数 的 碰 增 ), 能 县 的 损失 是 拨 幅 的 线性 函数 ,而 供给 的 能 量 是 常 
数值 ,因此 ,也 只 可 能 有 一 个 定 访 振幅 ,使 得 能 量 能 够 平衡 (图 141). 


$5. ЖИ. “ 带 后 退 搞 纵 ” 的 无 碰撞 柜 型 


在 上 一 节 中 ,我 们 研究 了 几 个 钟表 机 构 的 最 简单 的 太 撞 模型 ， 
利用 这 些 模型 ， 我 们 可 以 解释 钟表 的 某 些 基本 性 质 : 存在 着 唯一 
的 周期 运动 , 并 且 激 而 这 一 振动 必须 有 有 限 大 的 初 冲击 , КВП, Ж 
HAERERAA RERNA RARA FER). aE 
些 模型 很 粗糙 ,不 能 反映 钟表 机 构 的 极 重要 的 定量 特性 ,特别 是 不 
能 解释 钟表 振动 周期 和 发 条 机 构 的 力 或 力矩 以 及 和 阻 为 的 依 丹 关 
A”, 


D TEH. A. 热 列 佐 夫 所 瑟 的 ， 

2) 发 条 机 构 的 力 以 及 摩 氛 力 ,是 钟表 中 变化 最 大 的 基数 .例如 ,发 条 的 弹力 随 闫 弹 
簧 的 松 放 看 贼 小 ， 而 医疗 明显 著 地 依赖 于 钟 圾 的 实 放 方式 ， 这 就 会 司 钟 表 振 动 
的 周期 有 其 些 变化 。 而 在 我 们 研究 过 的 具有 库仑 麻 索 妨 的 钟 束 的 伐 境 模型 中 ， 
Е УИНН Ем, НРА ЗЕЯ РЕНН 7) ОПЯТ), ЧН 
ЖФ РЕ. 
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ХТ, Mikk AHAA ARA 
关系 (这 是 前 县 某 些 条 件 , 例如 何 时 周期 和 参数 的 关系 最 小 而 钟表 
运行 的 安定 性 最 大 , 所 不 可 少 的 ), 需要 更 纸 至 地 研究 钟表 的 动力 
学 ,并 考 卡其 些 类 型 钙 表 机 构 ( 包 括 其 中 的 擒 纵 机 构 )? 的 主要 的 特 
性 .在 一 定 的 简化 假设 下 ,我 们 下 面 研 究 有 所 谓 的 “ 带 后 退 擒 纵 
的 钟表 动力 学 ， 这 种 擒 准 的 东 意 图 如 图 124 所 示 . ВСН 
组 和 发 条 机 构 联 接 , 酚 轮 的 棘 齿 和 搞 爪 的 末端 ( 求 尖 ,接触 , 摘 爪 和 
钟表 摆 轮 或 摆 位 于 同一 负 上 ， 这 样 ,发 条 机 构 通 过 搞 纵 机 构 ( 通 过 
М БЛ) 产生 某 一 力矩 M, ЕНТ Е, ЖАКАМ ТВО 
KEREEME. ES 142а 表示 了 搞 瓜 的 中 间 位 置 Co 一 0), 这 
КРОНА 4, АНЕЛ ЛА п, 接触 , 使 摆 轮 作 逆 时 针 向 的 旋 
转 {我们 即 取 这 个 方向 为 PF 的 正 向 ?、 摆 轮 的 这 一 加 速 转动 , 一 直 
到 摆 纶 转 过 某 一 ро f (图 142, 6) 并且 沧 A, SRR Tl 脱离 时 才 
ВЕ С 20 称 为 摆 轮 的 "上升 角 " > м а, БА л, 脱 离 后 , t 
轮 继 续 沿 平 的 正 向 转动 :而 棘 轮 脱离 摆 轮 后 , 便 进 人 迅速 的 加 速 运 
ДОС RTE h К ДНЯ О. БН д, SAME 
ЛЕК п, 相 迎 而 行 ”, 并 且 经 某 一 微小 的 时 间 , 18 4, 通过 H, 给 把 轮 


8} 
142 


D 近 几 年 来 , H. H. м СБаутин) BJ T Ft rani, 对 钟表 动力 学 的 发 展 有 很 
Afya sh. 

2) BERMA HER А R, 在 挂钟 和 新 钟 等 时 都 有 应 用 . ТЕБЕ Е 
НА ТЕ E В ВЗНОС В ИУ AA h P A НЕА. 

З) яние”, E 142, б 中 的 A ЛАЙТ ВЕРЫ. — 
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一 个 迎面 的 磁 撞 。 ЕЯ, БЛ П, ЕД, ВАЗА 
轴 一 个 负 力 和 矩 ,阻碍 摆 轮 只 正方 向 的 运动 。 但 由 于 惯性 , 摆 轮 还 会 
说 正方 向 转 过 某 一 角度 ,强迫 琼 轮 “ 后 遂 ”( 记 此 得 擒 纵 的 名 称 ) 只 
BERUA. НЕРЖ 183108 П, EADE, 才 开 始 沿 反方 向 
运动 (图 142, 8)。 控 轮 通 过 中 间 位 置 (ф=0), HERA р po 
时 , а 4, SJ Ir, 脱离 . “来 轮 降落 ”后 , 齿 4, БЛОХ п, 接触 ， 
摆 轮 沿 负 向 的 运动 受阻 , RELA ENE Сф > 们 等 .这 
样 现 轮 在 摆 辊 的 每 一 次 短 动 中 推动 它 两 次 ， 作 某 一 正 功 以 补偿 振 
动 系统 中 电 于 摩 氢 而 生 的 能 量 损 拓 . 

研究 具有 这 逢 搞 纵 机 构 之 钟表 的 动力 学 , ДЕН И. 


单 自由 度 的 钟表 模型 在 这 种 假设 下 ,每 次 轮 贞 和 瓜 类 脱离 后 ， 
“ 南 轮 的 下 路 "是 酶 时 的 , 旺 这 时 总 有 一 个 爪 尖 。 或 是 右边 的 已 ,或 
是 左边 的 Ta, ПОЗЕ nispa, 

ЕН, Жиля Sh E X ВЕНУ, 当 p < — фу, 
МООА ЛА H, ВЕД, 当 p > + фр ht, AMERRE Л, ВЕ, 
ПА — Фф < ф < + фо Ж, AREE — Л 5 A МЕНЕ 
AURA H, ВЕ, СНЕ ОНЕУ мк Р, HAME 
П, #819 MM 二 9， 因此 束 轮 加 给 摊 轮 轴 的 力矩 M = Мф) JEE 
轮转 角 Ф EKE — go < p < + фо ЕП (M > 0 还 是 
M < 0, 和 那 一 个 扑 尖 与 蒜 轮 齿 接 触 有 关 》，。 = 

这 就 对 所 研究 的 钟表 动力 学 系统 之 相 面 的 特性 ， 加 上 了 基 些 
限制 ， 实 际 上 ,我 们 不 能 时 普通 的 以 再 与 为 笛 卡 儿 举 标的 平面 ? 
作为 相 面 ,因为 在 其 上 , E (в, ФС — p, < ф < рь), 并 
不 能 单 值 地 确定 作用 在 系统 上 的 力 ， 因 机 也 不 能 单 信 地 兢 定 系统 
的 状态 。 由 于 力矩 村 和 % 的 依赖 关系 其 有 又 值 性， 可 以 用 两 个 相 
1) 如 果 对 摆 轮 轴 求 出 坝 轮 世 连 辣 发 条 机 构 和 整个 辊 系 一 齐 ) ВУЧА НОБ, ME, 

RS НВ HPR EE J HARARE., 对 于 这 种 钟表 ， 

我 们 的 假设 : L, —= 0, 将 能 给 出 相当 满意 的 结果 . 


2) 由 于 构造 的 原因 ,转角 受到 限制 的 情况 . ПКР, 因而 我 们 将 很 定 ， 
ФЯНЕЕН. 
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КЕЈ: (D p < pR GI) p > 一 go 所 组 成 的 "有 重 
B” 的 平面 作为 相 面 ( 图 143)， РТ 
爪 尖 n, ga, 第 二 个 对 应 于 和 左 瓜 尖 r, ЗЕМ. СОНИН Е 
的 点 ， 和 系统 的 状态 间 的 对 应 ， 已 经 是 相互 单 值 的 了 。 PR, 当 
Ф = + фо EF, 相 点 从 叶 C) REEI C), 而 当 p — -- p Bf, 


则 相反 '。 ЧАН АНП 8 #9 
В 


К, ЗА ВЕ ЖЕН. 
REEERE FE” Th, MRE 
ЗЕ ЖА ОТНЕ, ATR 
ТБ Y REEE г. STE, PA 
РАЗ ф ЕРИНО, 
E”, 

为 了 进一步 简化 我 们 对 钟表 模 
型 动力 学 的 研究 ， 对 作用 在 摆 轮 上 
的 力 ,再 作 如 下 的 假设 ， 第 一 , 根 证 
搞 纵 机 构 加 在 摆 轮 上 的 力矩 对 的 绝对 值 是 常量 , 亦 即 , РУ 
ME 五 接 触 时 , м 一 + Ma 而 和 不 尖 H, 接触 时 , м = 一 м, СЕ 
144, ВЕЕ кНиеНН р, 我 们 
假定 它 不 依赖 于 摆 轮 的 转角 四 


D 这 里 访 用 后 画 ,时 ?我 们 将 理解 为 组 成 农时 相 面 (所 研究 之 钟 表 村 型 的 “月 重 迁 
的 ” 相 面 3 的 半 平 面 CD Я СП. 
2) 相 点 由 一 叶 到 另 一 叶 的 过 汶 , 对 应 于 ; МНЕ На CN TE Сре еа 
ЕДЕ, тает, 不 难 
7 ТЕВНО RGAE ats, ВУИ 4 We СВЕТ СН C X аа а TL B EP ES 
ЯЗЬ, Жана $. 
实际 上 , 令 Z, 5 ЗАНАВЕС Л О дли 
WEE БАСНИ REE n 很 小 ,但 不 等 于 零 ) г Ср SM A, 
其 中 M, ЖЕН ЕЮ ОШНО. ИИ 
G= У it OM ITA TID, НИМ ОН, ЖЕН Ú — oo. 
З) M = МОРЗЕ БЕРН ЕКВ, 决定 于 不 尖 的 断面 形状 , 特别 
屯 , 可 以 选择 下 尖 断面 形状 ,使 得 时 为 常数 ， 
D 钟表 的 振动 系统 中 有 两 个 地方 产生 干 摩 扩 ; НН Е, ДНЕ — 
ЕН. 后 车 在 大 多 数 钟 表 中 是 主 章 的 , DR, иен ра 
和 索 货 对 瓜 尖 的 压力 成 正比 的 , 冯 即 ,与 发 条 机 构 的 力 成 正比 的 . 
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以 分 析 过 的 具有 “ 带 后 退 擒 级 ”的 钟表 的 动力 学 模型 为 根据 ， 
下 面 我 们 研究 丙种 钟表 机 构 。 其 中 一 种 的 摆 轮 没有 “固有 周期 ” 
《 撰 轮 的 重心 位 于 转轴 上 , 且 没 有 安装 
任何 使 它 回 到 中 间 位 置 = 0 B Š 
Ж), 我们 已 经 看 到 过 , 这 种 钟表 机 构 
运行 的 安定 性 是 不 好 的 ,因此 ,只 有 在 
振动 周期 不 须要 很 大 安定 性 的 情况 
а, 才能 应 用 (例如 , 在 自动 摄影 设 
вон о, Мааа Е тА 
| уо, 
РАН ОНЕ л AJIA СОНЯ 
者 摆 ), ДВА, АТД ЕВЕ ЕБ), ВАН СРАВНЕНИЕ 
ЛЕЕ ДЕР НАНА, ВВ F| CE SEE TEB)", 
LERS 5 АП › 这 种 摆 轮 无 "固有 半期 ” 
的 钟表 模型 的 动力 学 方程 ,显然 可 以 写 为 : 


de if 28) 
122 н(е, е) + Мф), 
Hp r ДИИН, м 一 Mlp) ВОЛ mA Е АНУ 
Е, П fp, dq/ аг) 是 库仑 摩擦 力气。 А ЈЕ Саф/ ds >= 0) 
ару, іт 
f (+, 2e) ü h Е dt 4 
而 运动 方程 的 形式 为 


I 


йр 

а? 

СВЕ Ы ЭЛК П, БОЕ, SMR п, 接触 时 取 负 号 ). 
ТАТА 8; 


= — fo sgn 56 = M. €3.39) 


Mon s (3.40) 


Е 
1. ОВЕН з Веру НАС, 
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于 是 方程 <3.39) 化 为 下 列 形式 : 


£= у, 
у= — Е рп у ея 0), (3.41) 
其 中 
r= h. 
Mo 


ВЖЕ tS A СЕМЕНИ 
纲 时 间 的 微分 》. 

在 M =< ОВП Е 221) BREED O 一 0) 的 情况 下 , É 
级 机 构 的 力矩 不 能 克服 于 摩 按 力 ,因此 5 二 0《 亦 好 @ф/41 = 0), 
而 任何 状态 Са, 0) 都 是 平衡 状态 ， 这 时 不 可 能 有 任何 的 局 期 运 
动 , 任 何 运 动 到 后 来 都 将 使 系统 到 达 某 一 个 平衡 状态 . 

因此 下 面 我 们 将 假设 M > fo Minit ЕСТ. ЖЖ 
看 出 ,在 这 个 情况 中 ,系统 没有 平衡 状态 . 

为 了 在 时 《iD 《x < 十 1 ARE п Aker, JFE. 
М = + M.) 上 作出 相 轨 线 , 以 方程 (3.41) 的 第 一 式 除 第 二 式 , 得 
下 列 方程 * 


dy _ 1 — F sgn y 
dx У 
积分 后 在 下 半 时 (у < - 9 E 
2 — (+ F)x = ЖЖ, (3.423) 
而 在 上 半 叶 (y > 0) + 
> — (1 一 Бу = ЖЖ. (3.425) 
这 样 ,在 叶 (7) 上 的 相 轨 线 是 由 抛物 线 (3.428) 5 (3.425) RIMAR 
组 成 的 , 同时 在 下 半 时 上 相 点 向 左 运动 , 因为 * = y < 0, 而 在 上 
ЕН СЕ 145). 在 叶 《 门 上 ,全 部 的 相 轨 线 都 走向 边 
Ж. EHE r= + 1, y 0**. 


* 因为 HI А в, 所 以 式 {3.41? 中 的 二 REE. 
** аж“, < 0" НЕЕ. 
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В (1) 上 的 相 轨 线 和 时 C1》 上 的 雪线 GAI SRE A) 对 
称 , BARRE (1) 上 的 轨 线 方程 (3.41) rH PS E Е <, у. 
r —x, —y, 就 可 以 得 到 叶 
(TD G> — 1) 工 的 雪线 方 
程 。 为 了 说 明 摆 轮 之 可 能 运 
动 的 特性 ,引入 两 条 半 直 线 : 
Сх = — 1, y = — s =< ü 
Ej (их =+ 1, y = > D, 
ERARE 
的 交点 序列 一 一 序列 ç, =. 
Pas va 《图 146)5， 设 
HAEA CI, ~r) 由 时 
CHY) BRE СГ) 上 ， 于 是 相 点 将 沿 扫 物 线 (3.42a》 到 达 横 华 标 
Еву СЕ, 0), 并且, 很 明 
М, БЕРУ 


全 十 (1 十 P) 一 (1+ FD, 


或 
s2=2(1+ F) (Е—1), 
(3.433) 
ARARE O) 的 上 半 
面 上 运动 ,最 后 在 边界 ( 半 直 
96 027) 上 的 点 《十 1, л) Е 
出 叶 С), 其 中 >, > 0 决定 于 关系 式 


рук = (1 
ИР Q — Р), 


或 
и = 2(1 — Е) (£ + 1). {3.43ь) 


1) ши ани ЕЮ, RPR РАНЕ ЕЖЕ F UE PEW TF 5 У 
ЛЕНКА, > Бу ЕН Кина, 
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这 样 , 叶 (1) КАНАЕВ Ce) 与 Co LOAREI 
起 基 一 个 单 值 连续 的 对 应 , 换 句 话说 , Éq pk Y ТЕЖ 
(3.43а) 与 C3.43b) FRH EER (0) 对 半 直 线 OCO 的 点 变换 
《我 们 得 到 的 后 继 函 数 具 有 参数 形式 , 参 
离 ))， 其 后 , 相 点 过 渡 到 叶 GI) 上 , 沿 警 相应 的 租 轨 钱 ( 和 (7)》 上 
的 对 称 ) 运 动 ,最 后 重新 回 到 半 直 线 Ce) 上 的 一 点 (一 1， 一 v2), W 
据 上 面 指 出 的 时 (75 和 时 《77) 上 的 相 轨 线 的 对 称 性 ,利用 关系 式 
(299 № (2.435) 所 表达 的 间 一 个 后 继 函 数 , АЈЫ H o, ЖЕ 

. МАЛЕ, КЮ (27) 对 半 直 线 Ce) 的 点 变换 ,和 半 直 线 (z) 
на Со) 的 点 变换 是 等 同 的 ; 所 以 我 们 下 面 将 只 研究 统一 的 
EHH (0) 5 Ce”) 被 此 间 的 点 变换 ， 

因而 , 对 于 摆 轮 的 任 一 运动 , 在 扔 轮 的 《接触 扑 尖 更 换 之 瞬时 
的 ) 速度 序列 v, ri na oa l 中 , ТЕЖЕ, 都 可 以 用 我 
ПЗА ЯК АЖ, 由 前 一 速度 求 出 。 这 就 使 我 们 有 可 能 研究 任 
选 的 一 条 相 轨 线 的 行程 。 点 变换 的 不 动 点 v, ЭКП, ә 一 = 一 二 的 
点 ,显然 对 应 于 对 称 的 极限 环 ， 不 动 点 正 是 极限 环 和 半 直 线 (0) 8 
Cv》 的 交点 ， 对 于 不 动 点 有 : 

| Обо PDGD 

Hi t, 1846 EL p JP ia: 


(3.44) 


H. 


(3.45) 


为 了 阐明 求 得 的 极限 环 的 稳定 性 ,我们 在 癌 一 个 图 上 作出 曲 
о = (Е) Би СЕ) ЕЛА о Ни 而 取 2 
Бр, 那 未 就 可 得 出 图 147 所 示 的 两 条 直线 ). 它们 的 交点 就 是 点 

D 当然, 在 所 研究 的 情况 中 , ДЕ Е РНЕ 

k. НЯ ТЕШ E, ПЕН ПНА, НН 

后 总 隙 数 来 进行 研究 ， 渤 应 指出 ,在 许 宪 | 问题 中 , Н као 6,18. 

ЖАНЕ АЕ ВЕ). 
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变换 的 不 动 点 给 定 任 意 的 "《 在 图 147 中 ,为 确定 起 见 取 e>); 
根据 直线 (3.430 确定 上 ,再 很 据 直线 (3.43b) 确定 2; ЗАЛЕ n, 
《作为 点 变换 的 一 个 新 的 出 发 点 ) 求 出 5 及 о, REHE. PER] 
ЧАЕК ВВ KATAJA Ч Е о = 2(1 十 F)(5 一 1 要 
Шие 201 — ЕХЕ + ОЖ 

得 陡 些 , 亦 即 , 对 于 任意 的 
о >> p, 序列 o, si, въ tatt’ 
ЗВУК ©. НЕЕ, 当 Ó < 
z АБС в. 这 就 证 明 
了 求 得 的 钟表 摆 轮 的 唯一 周 
期 运动 是 稳定 的 ， 并 且 证 明 
ў, 周期 运动 在 任意 的 初始 


图 w 条 件 下 都 能 建立 起 来 . 
摆 轮 的 自 振 振幅 由 公式 
(3.44) 给 出 ,或 者 用 普通 的 角度 单位 可 表示 为 | 


_ £ M 
ф == Ф.Ё = p n” 


要 计算 自 振 的 周期 , 应 广 意 以 下 情况 : 极限 环 (表示 在 图 146 E) 
是 击 抛 物 线 的 四 自强 线 组 成 的 , 在 每 一 段 上 摆 轮 的 加 速度 ?了 都 是 
常数 . ЗЕЕ ар 上 加 速度 ?一 1 十 ,因而 相 点 走 过 极 限 环 
BREWERS F 


Tr == 


р. 
l+ F” 
ЖБИ, EM bc E, y = ! — F, 而 走 的 时 间 等 于 


р 


T; = 


НЕН АУА НАСАН ЕЕ УЮН es Кә 
T = а + т) == — 2 (3.46) 


МЕа — FD 


或 用 普 递 单位 表示 
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Ша ПФ. 1 

T + J (3.472 

.我 们 看 到 , 操 轮 自 振 的 周期 不 仅 依 赖 于 发 条 机 构 的 力 , 它 还 依 

ATERN. 发 条 机 构 的 力 与 搞 纵 机 构 产 生 的 力矩 Mo 成 正比 . 

但 是 它 久 和 莱 轮 齿 对 摊 轮 搞 扑 尖 的 压力 成 正比 ,因而 (在 一 定 的 精 

确 程 度 上 ) 也 和 摆 轮 上 的 干 摩擦 力矩 《 即 p Е. 因此, ЕН 

样 的 精确 程度 上 ,我 们 可 以 认为 系数 F, 以 及 自 振 振幅 三 或 g, 不 

РЕЯ, MERRE РЖ ЛОСЕВ 

k. ВЕРЕ M, 5 F (тм, É РКИ Е 148 

53149). 24 2881809 ПЕ ARAC, 钟表 运行 的 安定 性 
可 用 量 


Sy == 5 


1 
ƏT 
өм, G 


Ma 


 — 一 
Е Or 
T 


8F 


Ех T 


jn 一 学 下 


р 
А 


РА 148 : -图 149 


作为 它 的 数量 量度 ,这 两 个 量 可 表明 , 自 振 周期 的 相对 变化 比 钟表 
的 某 个 参数 的 相对 变化 小 多 少 倍 ， 根 据 公 式 (347) 不 难 算出 ， 
f 1 — F? | 


S e= 2 K S = 2 (3.48) 


摩擦 系数 变化 时 , 当 一 РОН, 钟表 运行 得 到 最 优 的 安定 性 
. v 3 | 

(sj = co, 或 ӨТ/ӘР 一 0)， 但 是 发 条 机 构 的 力 变化 时 ,运行 的 安 

定性 总 是 不 大 的 《Sw = 2), | 
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2. 摆 轮 有 ”固有 周期 "的 钟 囊 模型 ППС — 
表 模 型 ,其 择 轮 上 除了 摩擦 力 和 扩 纵 机 构 的 作用 力 以 外 ,还 有 把 它 
“ 拉 ” 向 中 间 位 置 的 力 (钟表 的 振动 系统 , 或 者 是 有 弹簧 的 摆 轮 , 或 
AER, 它们 都 有 “固有 周期 ”, 亦 即 , 在 陪 离 提 纵 机 构 后 它们 能 够 
振动 )、 

这 种 钟表 的 振动 系统 的 运动 方程 可 以 写 为 

re + kp = (в <) + МО), 


анун AAD 前 一 小 节 中 含意 相间 ,而 ky ЕАН Л 
ED, 如 果 引 人 新 变量 


хд=— ip = un = | 


ата 


EDANE (dp/dr = 0), 可 将 这 个 方程 写 为 下 列 丙 个 一 阶 
MA ADARIA R: 

# = y, 

p= — r — rsgn y — А01)", | (3.49) 
Нин ВУ РЕ, п ЛЕЕВ ЛОС, Е 
表示 对 新 时 间 的 微分 (显然, RAA- RHES (15 对 
ATAMA П, 和 辐 轮 齿 的 接盘 ,也 就 是 持平 面 z 达 十 1, 而 时 (r r) 
对 应 于 左 瓜 尖 卫 的 接触 一 一 半 平 面 + 福 一 1, 

研究 叶 СР) 上 的 相 轨 线 (和 前 面 一 桩 , 叶 UD 上 的 相 轨 线 仍 

对 称 于 (相对 坐标 原点 ) 叶 (Г) 上 的 相 轨 线 )， 先 求 平衡 状态 ， 由 
于 我 们 考虑 的 是 库仑 干 麻 擦 力 , 任 一 状态 ， 只 要 振子 在 那里 不 动 
(афр/ аг 一 0 或 y = 0), НЕЮ ве E 1З 
最 大 静摩擦 力矩 , 亦 即 有 i | 


1) ран шаа AERAR NAGER rh ERR) 
当然 这 个 方程 亦 是 三 确 的 ， 
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|M, — kpl < h w leil <! 
有 时, 这 个 状态 就 是 平衡 状态 。 显 然 , 根据 参数 取 值 的 不 同 , 可 能 有 
СЖ: а) 如 果 А + z c, BRENU 上 有 平衡 状态 线段 
(у= 0, ¿L — r £ x = 2, + r) 
一 一 静止 线段 oror С 150); 
b) WE Z + +> 1, (Н А — к 
< 1, RRR O = 0, ¿ — r 
=< x= 世上 的 点 是 平衡 状态 ; 
最 后 cy ЯПА — z > 1, 平衡 状 
态 不 存在 (在 后 一 情况 中 , 点 
01(2— ғ, 0) В O (A+ r, 0) 
都 在 半 平 面 (站 之 外 )。 AN амыны 
在 叶 (1) C e= 1) ER 图 150 


分 方程 (3.49), 不 难 证 实 , 相 轨 
ИЕ: 在 下 半 时 y < 0 上 《中 心 在 点 ОГ + r, 0)) 为 
у 4 [z — (А + z) = 常数， (3.504) 
MEE y > 0 EDEA ОГО — r, 0 为 
y E — G — r) = НН. — (3.50b) 


А + + 三 1 的 情况 , 图 150 ЕАН У (1) 上 的 相 轨 线 。 МЕ 
线 区 出 发 的 相 轨 线 《 经 过 有 时 间 
后 ) 进 和 人 静止 线段 огог. ЖЖ 
的 相 轨 线 都 将 在 半 直 线 
х= +1, y> 0 
土 走出 这 一 叶 的 边界 . 
ГЕЯ 
能 运动 的 特性 , 和 前 一 何 题 一 样 ， 
在 相 平 硬 上 作 两 条 半 直 线 : O) 
x= — 1, у= — р Со 2 0) K 
(m), к + l, y= #' > 0, E 
研究 由 相 轨 线 实现 的 两 条 半 直 线 
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相互 他 的 点 变换 . РЕЗЧЕ (о) 的 点 《一 1, 一 六 (图 151) 
上 , 由 叶 (77) 过 渡 到 叶 (7)， 相 点 在 叶 《1) 上 沿 相 应 的 半圆 周 
(3.508) 韦 到 横 办 上 的 点 (一 号 0), НЕХ, 并 且 决 定 于 方程 : 
t= [E ti t r АН] 

= Е + 2(¿ + ГЕ — í — At r). (3.51а) 
如 果 ELi r ВЖЕ ВЕНЕ ЗОВЕ СГ) 的 上 半 于 
EEPE (3.50b) | 

у? Га А r> F Е А r) 
运动 ,或 者 到 达 半 直线 (0) 上 的 点 《二 1, o), 其 中 n ВЕРУ 

m= (£ + à) — +#]' — [1 — À + r] 

= 十 20 — r)Ë — 1 + 20 — r), (3.51b) 

或 者 到 达 静 止 线 段 的 一 个 平衡 状态 ， 当 
ЕТА к1н Ё р [S 1 — 20А er’ (3.52) 
时 , 就 发 生 后 一 种 情况 .关系 式 (3.519) 5 (3.516) ЕВН 
点 变换 的 后 继 函数 的 参数 形式 ;由 叶 CI) ЕЕ СВАО 
直线 РЕН (о) 的 点 变换 ,由 于 时 (C7) 及 时 (C11) 上 的 相生 
线 具有 上 面 指出 的 对 称 性 ,具有 相同 的 形状 .利用 这 个 后 继 函 数 ， 
TESTLER SIE ESE Cv) № (07) 的 交点 序列 中 《在 序列 o, ou 
r> и, TH), 可 以 根据 每 一 个 前 行 点 , 确定 出 后 继 点 。 变换 的 
不 动 点 (对 这 一 点 有 : > = x, = 仆 对 应 着 对 称 的 极限 环 (图 
151). 
为 了 求 出 不 动 点 , 并 确定 其 稳定 性 , 作出 拉 梅 尔 图 (图 152). 
在 图 上 面 出 曲线 (3-51a) 与 (3.51b》( 内 须 对 5 > 1 作 第 一 条 , 而 
对 E> 名 一 1 一 202 — r) 作 第 二 条 ) 后 , 不 难 求 出 不 动 点 ,两 条 
曲线 的 交点 (在 图 152 上 , 维 轴 取 作 Р ыо ШК о 与 mi; 这 样 ， 
曲线 (3.51) -5 (3.52) 就 成 了 抛物 线 )， 很 明显 , 如 果 占 > 1 ( 当 
1 < r 时 ,就 全 发 生 这 种 情形 ), 册 曙 线 (3.51a) 与 C3.51b) 不 相交 ， 
第 一 条 曲线 总 是 位 在 第 二 条 上 胆 线 的 上 方 ,序列 z, wi, pz oat BB 
调 地 三 小 ,从 而 系统 在 任何 初始 条 件 下 都 将 到 达 一 个 平衡 快 态 . 
在 这 个 情况 中 , 钟表 中 将 没有 自 振 (这 种 情况 由 的 拉 梅 尔 图 , 如 
“2304 ° 


图 152a тж). 

AR E < 1, Ш 

' À > ғ (3.53) 

时 就 发 生 这 种 情况 , 那 未 地 线 (3.51a) 5 (3.51) 有 唯一 的 交点 ,而 
所 研究 的 点 变换 有 唯一 的 不 动 点 ,不 难 证 实 ,这 一 不 动 点 是 稳定 的 
(E 152,6). ЖЕ, Ма Же (3.53) 时 , 相 平 面 上 有 唯一 的 稳 
定 极限 环 , 它 对 应 于 钟表 的 自 振 状态 (图 151 上 表示 了 1 -+r<1 
与 4 > > 情况 下 的 极限 环 ). 

根据 参数 值 2 与 + 的 不 同 (但 1 > zr), 可 能 有 硬 状态 或 软 状 
SHAR. 如 果 2 >r, АА а + 时, 相 平 面 上 除 稳定 的 极限 
环 外 述 有 稳定 的 平衡 状态 线 晓 (在 
每 一 叶 上 都 有 ), 并 且 不 是 在 任何 初 | 
始 条 件 下 (在 图 153 上 的 阴影 区 外 )， 
都 能 发 生 自 振 的 . 如 果 4 > 1 + r, 
那 末 不 存在 平衡 状态 ， 而 所 有 的 相 
轨 线 都 渐 近 地 ( 当 гоо) 趋 近 于 概 
限 环 , 亦 即 , 发 生 软 状态 的 自 振 ( 自 
振 在 任何 初始 条 件 下 元 能 建立 起 | 
Ж). 图 154 表示 着 铀 表 的 参数 2， 图 155 
平面 (精确 些 说 ,其 第 一 象限 )， 其 上 划分 出 若干 区 域 , 这 些 区 城 分 
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别 对 应 于 钟表 运行 的 不 同 状 态 ， 
现在 对 钟表 振动 系统 中 的 局 期 运动 进行 较 洋 细 的 研究 ， 我 们 
ЕЖ, ЖАЦ > r R M> piit Е. ЖА 
{3.51а) 与 C3.51b) Hi, $ =? 5 11988, 


SS pl Ера 
E= 2 (3.54) 
И ROREM ВЕНЕ НУ fE EP ЕО 
$ _ = Ma 
r ф = pë = po R 
=o 为 了 计算 自 振 的 周期 ,应 指出 , 相 点 


的 洛 相 轨 线 一 一 溢 半 融 井 绕 圆 心 运 动 的 角速度 等 于 一 ”， 因 此 , 相 
点 沿 组 成 极限 环 的 每 一 半圆 统 运 动 的 时 间 , 就 等 于 该 红 的 中 心 角 ， 
而 身 振 周期 (用 无 量 纲 的 时 间 单 位 表示 7) 等 于 

f T = 2 + r, — Tt), 
ER z, 与 x 一 7 是 极限 环 的 a 与 be ЗАНЕСЕН 151). 0 
М, т, 与 7 满足 不 等 式 : 


(<+ < H 0 < z; < x, 


并 决定 于 关系 式 : 


cosr, = Таже № соѕт, = 1-А+ (3.55) 


二 十 2 十 了 Ë + 4 — r` 
AAO + ¿4 + r)/(Ë + ¿L + r) > (1 — 4 + РЕ + 1 — r), Ú 


жАнА, MERE AA AA HRANA C il (3.445. 
ХЭЕР ЕН ЛЯ — k HATER, 实际 上 , ПТ ЖЕ 
每 个 自 振 周 期 内 所 任 和 的 功 等 于 4nafogo， 而 库仑 新 氢 力 在 一 个 贿 期 内 的 动 等 于 
Hf, 那 来 能 量 平 衡 式 可 写作 Mop = thp, HERA ЗЕ БНЗ ОС ЭЕ, 因为 弹 
ЕН 总 是 等 于 零 的 . 由 这 个 能 最 平衡 方程 ,对 于 两 类 钟表 ， 
Пен: 


P= poti 


2) 实际 上 , 根据 方程 (3.495, 相 速 讼 的 平方 等 于 i + y = yt + [x + lA 
+ rsgn у) =R- ЭНА 2 ERDA: БНН sih uk № F 
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T, < т, 而 户 振 周期 . 
T = læ — Uri ri) =< 28, (3.562 


用 普通 单位 表示 的 自 振 户 期 等 于 


- |1 < fE, 
А к” 


АЕ РЕЖ СРО ВИН. 
由 米 研 究 自 振 局 期 是 怎样 地 依赖 于 钟表 参数 的 ， 这 些 参 数 
有 : 参数 4, 即 发 条 机 构 的 力 , 和 参数 2/r = Е, WERA Н. 
LERH -G r iR Сеа < 1) 时 的 最 有 实际 意义 的 情 
3。 对 于 给 定 的 85, AR r >0 BF, т, R тет" ar cos (1/8)， 
而 т» 2я, ЩА, r < 1, ПН TANAR: 
。 0 £ 一 DAt? 
i ба A+ 


ЖЕ} ВЕР ЭДА Е ЛМ A r, 得 : 


т т CË — DQ +r), 
E sinr 
XMH, . 
z, == r° 小 GL DG 0) 
z 
£! sin z 
Am 
r == 2=w= 一 44 а, 1-7, (3.57) 
Ë: д: 
因为 snr = УС /). 155 * х 


БЯ ЖН T H = ECHA 
ЖАНА RKR ( 当 =/1— 
(ИМ 2) 时 (8r/81) 一 0)， 把 rt 看 
成 是 1 与 r+/% 一 1/Е HAR, RHE 


р-он. 


. 
得 和 ， 当 发 条 机 袍 的 力 与 摩擦 系数 ¿i ЕЯ 
改变 时 ， 钟 表 运行 安定 性 的 下 列表 m 5 


D ЖЕН НЕЛЕЕ АН JH fo Tn kiti IERE ASER 
正比 ,或 者 说 ,和 发 条 机 构 的 力 成 正比 ， 这 时 ,比值 A = E 不 依 御 于 发 条 机 构 
AJ ПАРИ ЕН ЛЕНИН ЕЕ ЖК. 
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5 1 wg? КА т 
м 5 . 
А | дт | 2208—12, h — z 
21| BÀ | rE д? 
É a hor (3.58) 
„ihi 2 
1 а 
S 一 一 2 
719: r (1 一 2 一 


25| Or =g 
我 们 看 到 , r 55 д 越 修 《 即 钟 表 振 动 系统 中 的 摩 氛 越 小 )， B. Gg 
和 дф 比较 ) 搞 纵 机 构 的 作用 越 弱 . 则 钟表 的 运行 越 安定 。 在 任何 
情况 下 ,可 以 使 得 摆 罗 有 ” 圈 采 周期 ”的 钴 表 的 运行 , 比 把 轮 无 “ 固 
有 有 霹 期 "的 钵 表 的 运行 .其 有 好 得 多 的 安定 性 中 . 


s 6， 最 简单 的 自 振 系统 的 性 质 


通过 前 几 节 中 所 研究 的 钟表 与 电 于 管 振荡 器 (具有 由 直线 线 
段 组 成 的 特性 曲线 ?的 一 些 特 例 ,我 们 了 解 了 很 多 实际 上 非常 重要 
的 装置 的 基本 性 质 ， 这 些 装 置 应 当归 纳 成 一 个 专门 的 类 别 一 自 
振 系 统 。 这 些 系统 的 共同 特点 是 , 它们 能 产生 自 振 , 亦 即 ,产生 这 
样 的 振动 , 其 振幅 一 方面 在 长 时 间 内 可 以 保持 不 变 , 另 一 方面 , 一 
般 来 说 未 依 腑 于 初始 条 件 , 不 由 初始 条 件 决定 ,而 是 由 系统 本 身 的 
性 质 决 定 的 、 属 于 自 振 系统 的 ,除了 我 们 研究 过 的 (钟表 与 电子 管 
ВО К, ВНЕ Е АЕ НЗ 
振荡 器 ,以 及 许多 乐器 和 如， 管乐器 和 提 浴 等 等 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 
汽车 的 前 轮 系 统 中 也 可 能 发 生 自 振 《所谓 的 汽车 前 轮 的 “ 控 振 ” 现 
象 )， 造 父 变 星 型 的 周期 变量 也 是 自 振 系统 bra 
自 振 的 性质 一 一 振幅 不 依赖 于 初始 条 件 一 一 是 自 振 系 统 的 一 
个 非常 独特 的 标志 .但 是 ,并 不 是 所 有 自 据 系统 客 以 十 分 “纯净 的 ” 
形式 具有 这 种 性 质 的 。 例如, 时 钟 摆 的 振幅 , 我 们 已 经 看 到 , 在 某 
种 意义 上 就 依赖 于 初始 条 件 . 如 果 摆 的 偏离 甚 小 , 则 它 将 作 衰 减 
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Bab. НА, ЕСА E А) ВЕ 
一 个 充分 大 的 偏离 ,或 一 个 完 分 大 的 初速 度 . РЯ, 整个 初 值 区 
《 初 偏 离 大 于 给 定 的 值 ) УКР АЖ. 以 后 我 们 
就 会 看 到 , 在 基 些 自 振 系 统 中 , 能 存在 着 几 个 振幅 不 同 的 定 恋 过 
B, 建立 娜 一 个 过 程 则 依 粮 于 初始 条 件 , 虽然 在 这 个 情况 中 , 整个 
初 值 区 也 是 对 应 于 同一 个 不 衰减 振动 的 振幅 的 . 

自 振 的 另 一 个 典型 的 特点 是 ， 在 所 有 的 自 振 系统 中 , H F 3 
一 能 源 的 存在 , 能 量 损 失 得 到 补偿 , 因此 在 自 振 系 统 中 , 必然 存在 
有 这 样 的 能 源 , 同 时 ,因为 我 们 研 完 的 情况 是 自治 系统 情况 , 亦 即 ， 
系统 上 设 有 明显 依赖 于 时 间 的 力 , 所 以 由 能 沽 所 生 的 力 ,本 身 也 不 
是 时 间 的 函数 , 而 是 决定 于 系统 本 身 的 ， ИЯ: 上 一 章 中 研究 
的 电子 管 振 葛 器 的 例子 中 , 屏 路 电池 (或 钟表 中 的 发 条 机 构 ) 就 是 
这 种 能 源 ;电流 的 电 讨 是 一 个 不 依赖 于 时 疗 的 常 值 ,可 是 振动 时 电 
池 给 出 的 能 量 却 周 期 的 改变 。 正 象 对 电子 管 振 荡 脆 情况 那 祥 , Ж 
统 与 能 源 间 的 这 种 联系 ， 对 所 有 自 振 系统 来 说 ， 是 -- 个 重要 的 特 
A. 能 源 本 身 给 出 不 变 的 能 量 , 但 由 于 能 源 所 作 的 功 依次 于 系统 
的 状态 (依赖 于 其 坐标 与 速冻 》, 能源 的 作用 可 以 成 为 周期 性 的 , 同 
时 其 周期 块 定 于 自拔 系 统 本 身 的 性 质 ， Е, 自 振 系统 是 这 样 的 
一 种 装置 , 它 周期 地 从 能 源 吸取 一 定 的 能 量 , ЛАВ, 利用 非 周 期 的 
能 源 建 立 周期 过 程 。 从 这 个 定义 的 观点 出 发 ,立刻 就 可 以 看 出 , 菊 
汽机 是 个 襄 振 系统 . 


$7. 似 正统 自 振 的 初步 研究 


由 方程 
k + сбх = F(x, Ф) — lir = Ка, #) (3.59) 
所 描述 的 系统 , да PTH ВЕРЕ НУ 4 РУ, WB 


D 在 某 些 最 简单 的 情况 中 , FCx, 2) 与 x 无关, 于 是 (3.59) 可 写作 : 
£ + ах =), 
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在 系统 的 组 成 书 , 包 含 车 有 线性 阻尼 的 振动 回路 , 那 末 我 们 一 定 
会 得 到 这 种 方程 ， 例如 ,在 我 们 研究 普通 的 振荡 发 生 器 时 ,就 有 
= HLC, 2h = R/L, 而 PC, х) 是 作用 在 回路 上 的 等 效 电动 
5 这 是 由 反馈 所 引起 的 。 这 个 力作 功 的 结果 , 使 得 电阻 引起 的 
能 量 损失 得 到 补偿 ,六 此 , 周期 过 程 的 存在 成 为 可 能 的 了 | 
如 何 根据 给 定 的 函数 Са, 2) (例如 , 可 以 报 定 在 整个 相 平面 
x £ E, C, z) 是 解析 的 ), 来 判断 系统 中 是 否 可 能 有 称 定 的 自 振 ，。 
并 且 如 果 稳定 自拔 可 能 的 话 , 如 何 求 出 这 些 振动 的 特 狂 (振幅 , 周 
期 ,形状 ), 即 便 是 近似 地 亦 好 。 对 于 单 自由 度 的 容 治 系统 来 说 ,这 
就 是 非 线性 振动 理论 的 基本 任务 ， 今 后 几 平 所 有 的 内 容 ,实质 上 ， 
都 是 以 某 种 形式 与 此 基本 任务 有 关 的 。 但 是 。 在 进行 系统 的 理论 
讲述 以 前 ， 现 在 我 们 对 自 振 的 一 个 重要 类 型 ， 即 所 谓 的 似 正弦 自 
$”, 进行 初步 的 不 严 客 的 探讨 ,其 了 的 在 于 闭 明 对 自 扰 理论 研究 
的 问题 提 法 。 对 于 似 正 救 振动 我 们 孔 先 指出 下 列 情况 ， 例 如 , 如 
果 我 们 知道 ,方程 (3.59) 的 周期 解 存在 , 旦 和 它 对 应 的 要 平面 上 的 
闭 轨 线 位 于 半径 为 Ri 的 圆 的 外 部 。 如 果 还 知道 Ка, 2) 在 圆 外 各 
点 都 很 小 (我 们 假定 o, 是 给 定 的 ), 那 末 我 们 可 以 说 , 我 们 的 解 十 
分 相似 于 正弦 的 ?， 另 一 方面 ,不 难看 出 , 50а, z) 基 小 的 至 求 亦 绝 


1) Кх, D 的 最 网 可 以 不 是 电动 势 的 朋 纲 ， 
2) 就 物理 性 质 和 作用 访 的 性 质 而 论 ,二 最 和 保守 系统 的 振动 有 着 本质 的 差别 ,但 是 
定 太 身 插 的 形状 , 却 可 能 和 保守 系统 振动 的 形状 ,相差 得 任意 的 小 . 
特别 地 ,在 某 此 实际 上 十 分 重要 的 情况 中 ,月 振 的 形状 和 线 姓 谐振 子 的 振动 
形状 ,相差 得 若 不 足 道 (在 清晰 其 数 很 小 的 意义 下 )， 樟 如 ,观察 具 有 『- 特 性 曲 
钱 的 振 莫 发生 器 的 波形 图 财 { 在 卉 共 小 的 情况 中 3, 我 们 就 看 不 出 , 它 究竟 是 谐振 


ЕЕ ЕВ НЕЕ. 
3) 为 了 说 明 这 个 论断 的 售 义 ,我 们 答 出 其 让 明 。 研究 方程 组 : 
аху; 他 = =x + ф(х, у). 


经 适当 的 变量 变换 ,方程 3.5% 很 容易 变换 为 这 一 方程 组 。 
RERNA аА Я ИЕ, И ИВ НН к, 的 辐 外 。 又 
ВЕНЕ F, МИН plr, y| < 5Ro， 其 中 5 < 1/2. ИЖЕ: 


фе - 1 + хх, у). >, = УФС У) 
— x 一 р. _ 
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非 必要 的 。 虽然 在 运动 的 某 些 时 刻 上 , f(x, 2) 可 取 任 意 大 的 值 ， 
形状 和 正弦 形 十 分 接近 的 自拔 , 仍 是 可 能 的 .在 钟表 理论 里 ,以 及 
在 有 本- 特性 曲线 且 栅 路 中 有 振荡 回路 的 振东 发 生 器 的 理论 里 , 我 
们 过 到 的 就 是 这 种 系统 , 因为 很 显然 , 如 果 我 们 研究 的 系统 中 , 有 
限 动量 的 传递 是 瞬时 的 , 那 末 ， 只 有 作用 着 无 限 大 的 力 , 这 才 是 可 
能 的 . 

关于 周期 过 程 之 特征 的 问题 ,特别 烽 谱 成 分 的 问题 ,至 少 是 对 
于 似 正 弦 自 振 情 况 米 说 ,可 以 近似 地 利用 自 共振 的 概念 来 解释 ,这 
一 概念 在 阅 述 具有 -特性 曲线 的 振荡 器 理论 时 , 我们 已 经 讲 到 

首先 重复 一 下 普通 共振 理论 的 一 些 基 本 原理 .在 周期 外 力 的 
作用 下 , 县 阻力 与 速度 成 正比 时 , 如 果 线 性 振子 中 的 运动 。 和 它 的 
一 个 固有 振动 很 相近 的 话 , 亦 就 是 说 ,这 个 运动 的 周期 和 振子 的 固 
有 周期 充分 相近 , 且 清 晰 系数 叉 甚 小 的 话 , 我 们 说 线性 字 子 中 发 生 
共振 设 我 们 有 周期 为 < 的 周期 外 力 @(e) 作用 于 具有 线性 阻尼 


的 谐振 子 . 上, 而 请 振子 的 固有 频率 亦 等 于 w% 《现在 我 们 研究 的 主要 
就 是 这 种 情况 ): | 


& вх = Фс). 一 20%, (3.60) 


在 半径 为 RE, 的 加 外 
|52622 | < Le yol <e <4; | >? | <, < ERa. 

ЗН Г НИ ВЕЕ HTE: 

Ë ФС! = 一 2 +<, На |a] < 218, 

『 pcpat = — 2л, Зе 3883800 838. 


由 此 | |. $024: | < 2xe， 而 得 周期 的 修正 量 为 |z — 21| 4те, 
估计 向 径 在 一 个 周期 内 的 最 大 变化 : 
Ағ < (r lAn] d: < [7 eras < ERGIT + tre), 
BETEA E АН АЕРА ЗР F09 ВУ ELAK 
2 32 R,C2z8 + Azet. TA. mR RN HSA AAE zp huta R T E 


ея Ro 与 RCR > Roy 的 圆周 之 间 ， 那 末 我 们 只 须要 求 . pir, y) ТЕТЕ 
ХЕ T. 
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分 出 共振 项 后 ,将 外 (9 表 为 形式 : 


(e) = Рсоѕо + Q sina + GO, (3.603) 
存在 着 确定 的 固有 振动 : =”. 
(0) = P sin twi =2 COS mf , . (D 


这 时 ,外 力 的 共振 项 被 振动 中 的 摩擦 力 所 补偿 ， 不 难看 出 ,对 于 充 
分 小 的 (如 果 P + O? 96 0), ЗЕ ФС) 的 作用 下 , 系统 中 将 
产生 任意 相近 于 铅 有 振动 (0 的 半期 运动 , 亦 就 是 说 ,对 于 这 个 运 
动 ， 国 有 振动 (D 远 较 运动 之 富里 埃 级 数 中 的 其 他 项 为 强 ， 或 更 
精确 些 说 ， 这 个 运动 的 清晰 系数 将 任意 地 小 ， 我 们 来 证 明 这 一 论 
ВТ. Kl =(2) 表示 方程 (3.60) 的 精确 解 与 固有 振动 x.(#) Z 2, Wu 
rl S z (2) + #0). ВВМ, #0) 是非 共振 项 G (z) 产生 的 ,并 
满足 方程 : i 


# + wz = СОР) — а, 
其 中 


GO = a + > (P,cosnet + O, sin nat), 


以 后 把 e б a Eei 


z (A = = + È C, cos (nut + aly 
其 中 | 
= ONE, + Q < Рі + 0% 
ПЕ Ir + apna o e 
我 们 可 以 把 研究 的 周期 运动 之 清晰 系数 的 平方 写 为 
> С 
к? 一 п =} , 
P: +: Q? 


480 


D 亦 即 ,选择 常数 了 与 如 使 得 : . 
f ec cos wi dt = Ü: [оо sin ом = 0, 
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“г 


wx 
t 


或 ,因为 ' 
У а < jite о? + x o: +00 
= 4 


РЕТ 
ія 


-l I ° G:( de, 
ü . 


| 


то 


2 


F (р At EV 
к? 一 一 


Р + 0 ло“ 
这 样 ,清晰 系数 甚 小 的 条 件 是 : 
全 6° (г) di < < Р? + о? 
20 о 4: 


如 果 b (9 是 给 定 的 , 那 末 对 于 考分 小 的 a ВФ) 的 上 省 
何 , 只 要 严 十 Q: = 0, 则 清晰 系数 可 以 任意 小 . 
现在 我 们 感 兴趣 的 并 未 是 受到 外 力 的 情况 〔( 受 迫 振 动 ), 而 是 
В, 自 振 中 系统 本 身 产 生 作 用 于 其 上 的 力 。 这 时 运动 方程 是 : 
Ех = F(x, z) — 28. . (3.593 
81808 3: НУТУ F Ei 18 Ph 8 ОЈ ВН 5: х = p G), 
一 外人]。 显 然 , 这 个 解 满足 方程 : = 
` É+ ох = ЕЕ, pie) ] — 224 (3.61) 
亦 即 , 满足 在 了 明显 依赖 于 时 间 之 力作 用 下 的 系统 的 方程 2， 这 样 ， 
月 振 可 以 看 成 是 受 迫 振动 ,维持 它 的 力 的 形状 ,决定 于 自 振 本 身 的 
ЛЖ. ОКНА ЕС Се), p (O 1 满足 共振 的 条 件 ,特别 是 如 
果 其 周期 充分 接近 于 ?xye。 那 未 称 为 自 共 振 是 合适 的 ?. 


* 式 中 的 < р" ЕЖЕ, 

D 应 指出 ,只 有 所 研究 的 周期 运动 才 满 足 方程 (3,61), ИЖ, 方程 (3.59) 决 
定 的 其 他 运动 ,并 不 满足 这 一 方程 。 由 此 可 知 , 根据 这 一 非 自治 方 隆 的 解 , 是 不 
能 研究 稳定 姓 问 题 的 . 

2) 特别 地 , 利用 育 共 振 的 概念 可 以 得 出 绪论 , 如 果 方 程 (3.59) PHAR FEO, 
sC] 看 为 对 间 的 函数 时 ,实际 上 不 依 昌 于 回路 中 的 振 划 的 特性 《 测 如 不 依赖 于 
振幅 的 大 小 ), 并 且 各 果园 路 的 阻尼 三 小 时 ,其 周期 超过 十 滑 振 子 允 启 期 2x /eoo， 
好 回路 阻 忆 威 小 时 ,我 们 得 到 的 振动 越 来 越 象 正弦 振动 。 这 :一 点 具有 实际 的 意 
又 特别 是 ,在 共有 | -特性 曲线 的 控 菏 器 理论 中 ,我 们 遇 到 的 正 是 这 种 情况 ， 
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我 们 应 指出 , TAF (3.61) 型 的 方程 时 , 我 们 有 有 一定 程度 上 
的 任意 性 :例如 ,常常 可 以 把 方程 适当 地 写 为 : 
E+ wr 一 FCp, $) + (w — wp 一 228, (3.62) 
其 中 心 是 自 振 的 频率 ,于 是 ,需要 研究 改变 了 的 外 力 
Flp, Ф) = Fip, $) + (№ — ap. 
对 具有 另 一 <"“ 修 正 的 ”) 频 率 的 线性 振子 的 作用 . 因为 可 能 出 现 这 
种 情况 ,将 方程 写 为 (3.61) 的 有 形式 时 , 共振 条 件 不 会 庄 足 , 而 写 为 
《3.62) 的 形式 并 选取 适当 的 2 时, 便 能 满 是 ， 
现在 我 们 来 前 明 ， 利 用 自 共 振 的 概念 ， 并 用 预先 假设 方程 
(3.59) НВА РЕЗИНА, РЕ ХАН 
以 及 频率 的 近似 表达 式 ， 
Wiz ВЕ (3.59) 的 周期 接近 于 《在 清晰 系数 其 小 的 意义 下 ) 正 
WX PE AJ: 


xlr) = Acosmt; (ЕР) = — Asin ot, 

其 中 4 与 % 是 暂时 末 定 常数 。 以 “ 零 次 近似 ”和 解 G (e) = Асов 
代替 精确 解 y,， 代 人 方程 《3.62), 我 们 又 可 以 把 自 振 当 作 受 据 据 
动 来 研究 (现在 已 经 是 近 拟 的 了 )， 这 样 就 可 得 出 下 列 受 追 振动 的 
问题 : 

£ 十 Qa? = FA coswr, — оу sin wt) — 228, (3-63) 
将 ЕСА costot, — Aa sin oz) Е A E НИ 18 CHL (3.602): 

ЕСА coswi, — Ato sin iwi) 

= РЛ) созо + OCA) sinot + GUA, t), 

其 中 


zx 
w 


РСА) = 一 | Fi{Acoswt, — Ч sin wi} cos qaz du , 


=] = 
Е Ë: 


ОСА) = ef F(A совы, Aw sin wr) sin wtdi, 


方程 (3.63) 的 受 迫 解 为 : 
A = РСА) sin wi — OCA)coswt 
' 250 


+ ка, г), 
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дк rm 


. т 一 
abas 


其 中 (А, ?是 由 非 共 据 项 GCA, 2) РЕВ. 302819 о, РСА) 
与 04) 是 给 定 的 , 那 末 可 以 说 ,存在 一 定 的 固有 近 动 
PCA) sino: — OCA) созын 
. 25 ; 
对 这 个 据 动 来 说 ,外 力 的 共振 项 由 固有 据 动 所 生 的 摩擦 力 补偿 了 . 
很 明显 ， 我 们 可 以 把 这 个 固有 据 动 和 我 们 假设 由 外 力 折 产生 的 辕 
有 振动 x (2) = 4 cos wt 等 同 息 来 ， 于 是 立刻 得 出 两 个 方程 *; 
РСА) = 0, ОСА) + 2104 = Ü (3.64) 
外 此 可 “ 选 出 "4 与 性 的 那些 能 够 者 征 所 有 可 能 的 似 正弦 的 自 振 的 
š. | 
但 是 必须 清楚 地 意识 到 , ЗЕ y ge (3.64) * ЗОН ЕДЕ, 
一 般 地 说 , 绝 未 是 精确 局 期 解 的 主 谐 波 的 振幅 与 频率 (甚至 正和 象 我 
们 所 假设 的 那 梯 , 如 果 这 神 精 确 解 实际 上 存在 , 且 具 有 微小 的 清晰 
系数 衫 ,因为 我 们 在 过 渡 到 研究 “ 受 迫 ” 解 时 ,以 4 coswt 代替 了 精 
БАЕ. ДЕЕ “ 受 迫 "运动 时 ,内 一 次 近似 
m (1) = Ч сов + zid, O 
КУЧИ, ЯВЖ, НИХ ERES RS ЛИВОНИИ 
慢 与 频率 。 完 全 类 似 的 方法 ,我 们 得 到 确定 4 和 wo 的 新 的 ,一 般 二 
1) 这 个 方程 常 称 为 : 令 “ 共 报 项 "的 系数 等 于 零 而 得 到 的 方程 。 ТЕПТЕ ЯЕ Е — 
称 的 来 源 , 同 时 给 出 这 些 方程 的 田 一 个 , МИ, А ЈАТ У 
法 . 那 就 是 ,不 研究 方程 (3.62, ПЖ: 
wir = Р(ф, p) (ай 一 юа — 256 = hip, bD. 
假设 接近 于 正 护 振动 x = A cos сог 的 振动 是 存在 的 . ПВ 4 T BE ila 
THRA E e МИН: 
E + az = PCA) cos ot + ТОСА) + 2804] sin o: + GCA, г). 


ARE RE АРА РВ, 在 这 一 情况 中 , TARA TRA 
长 的 振动 。 于 是 及 可 以 导出 方程 (3.64). 


2) 必须 着 重 指 出 , Л (3.64) 的 实 解 的 存在 这 一 事实 志 身 , ЕЖА 
# (3.59) 的 对 期 解 是 存在 的 ， 

3) 应 注意 ,如果 “一 次 近似 ?能 相当 精确 地 表示 待 求 的 周期 运动 的 诸 ( 按 假设 后 者 
ВЕ), PECAR E ARREDRE НЯ, ОХ ЖЕ 
是 , 那 末 一 般 地 说 ,我 们 还 不 能 讲 , 从 方程 C3.64) AAWA чата оре 
ERRARE ER, 同时 也 不 能 确定 对 高 次 的 “和 近似? 请 晰 系数 将 是 怎 样 
ЕЗ, 
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说 ,改变 了 的 条 台 


xake) 


b ЖЕ" TKE”: 


„Я cos yt + z, A, г), 


这 样 建立 确定 4 Бо ВЕЕ ту "Д" По, 可 以 无 限 
这 个 过 程 是 收 敏 的 , 那 末 ,用 这 种 方法 可 以 求 出 
精确 解 . 为 商定 这 个 过 程 的 基础 及 证 明 周 期 解 的 存在 , 须要 专门 
的 数学 研究 。 以 后 当 我 们 研究 斋 卡 芋 定 量 方 法 时 , 还 要 涉及 与 此 


地 继续 下 去 .如 


有 关 的 一 些 问 题 . 
关于 自 振 接近 于 正弦 形 的 假设 ， 在 振动 理论 中 被 广泛 地 用 来 


Б 


=F 


解决 一 系列 的 问题 。 例如 , 用 来 研究 电子 管 振 落 器 的 近似 定量 方 
法 。 象 巴尔 克 肾 生 -法 勒 〔《Barkhausen-Maller) 方法 《平均 互 导 法 ” 


只 


г 


了 
1 
1 
1 
' 
1 
' 
1 


smg f 


或 HERPE Э) 
ЗЕЯ (Van der Pol) УИ AE 
ОРЕХ) Æ Rh bJ. EFRY 
TUe з gapi Eit, Я 
适宜 于 应 用 的 方法 ™. 

在 结束 本 区 时 ， 为 了 说 朋 这 里 
提出 的 关于 外 共振 的 概念 ， 我 们 来 
计算 带 后 退 擒 纵 屿 把 轮 有 固有 周期 
的 钟表 一 一 本 章 $ 5 第 2 小节 所 研 
ЗЕ HARAN. 

把 这 种 钟表 的 运动 方程 (3.49》 
SIEA 


š + wr = Flx, £) + Саг — 1)x = Fir, š), 
其 中 F.Cx, z) = — r sgn # — (ya TERNA НИ 
НИ. рок Ра MEB OF IF dk JE. 


x = Ч cosuz 


《我 们 已 看 到 , Ч; < 2 «м ЗЕНОНА О). RR PJ 


1) 显 热 , RAEE ER ФЕ НАЕЛ Е. 在 某 些 情况 中 , де 


#216 * 


ЈЕ, ЕЯ, EER R ТЕН ЕЕ ОВОИ ЗЕ Яа 
ЕЕ, И, ЯР, НЫЕ НЕ pa ВЕ ix kE BS, 


及 对 这 种 振动 的 区 数 Р, 的 形状 , 如 图 155 РЖ. 证 算出 基数 
Ех), 0) ] 的 前 二 个 富里 埃 系 数 


к-та 


QLA) = ба? — 134 -a f-t 
ж А? 


ДЛЕ, ИЕ A ДАА 4 1539838 o ВОЈУВА ОМУР (3.640): 


А 44 | 1 
— — = 0; в) —— {| = 0 
ғ 2 Cea 2 元 72 3 
i 2 
4 二 之 ， w= g А hobe 47 + 2. 
r m A w д? 


考虑 到 ,对 所 研究 的 钟表 的 自 振 , 只 有 在 r, А < 1 PJ, TRTE 
iz, Е 


. 2 
оя 16 27 rfi T R r= и 4 1 


所 得 的 关系 显然 与 公式 Ga 和 (3.377 相符 ,后 背 刀 是 同一 问题 
在 4 女工 情况 下 通过 严格 研究 所 得 的 结果 。 
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第 四 章 ”一 阶 动力 学 系统 … 


钢 在 我 们 系统 地 曾 述 非 线性 系统 的 理论 ， 以 及 非 线性 微分 方 
程 的 研究 方法 和 求解 方法 ,并 且 特 别 注重 所 谓 的 定性 积分 问题 , 定 
性 积分 的 重要 性 我 们 已 经 谈 过 了 .和 便 是 , 我 们 的 证 备 与 其 说 是 对 
我 们 提出 的 所 有 论断 给 以 严格 的 数学 证 明 ， 或 是 把 所 有 可 能 的 情 
况 进 行 彻 底 的 分 类 ,不 如 说 是 要 阐明 定性 积分 的 思想 ,并 且 将 现 有 
的 定性 积分 方 沪 加 以 发 展 ， 由 于 它们 在 振动 理论 与 某 些 其 他 问题 
之 中 有 所 应 用 . 
在 我 们 讨论 的 问题 中 ， 最 一 般 的 异 深 是 由 一 个 二 阶 非 线性 微 
分 方程 ,或 者 说 ,由 两 个 一 阶 微分 方程 所 措 写 的 非 小 性 系统 ， 不 过 
我 们 现在 不 从 这 一 般 的 情况 来 甸 述 一 般 的 理论 ， 而 准备 从 比较 简 
单 的 一 阶 非 级 性 系统 (1/2 自由 度 的 系统 》, 亦 即 从 其 运动 是 出 一 
个 一 阶 非 线性 微分 方程 
= Кау (4.1) 


描写 的 动力 学 模型 开始 着 手 ， 许 多 有 一 定 物理 意义 的 问题 的 研 
究 ,在 适当 的 简化 假设 下 ,都 可 以 化 为 这 种 动力 学 模型 ， 

首先 我 们 研究 这 样 的 系统 ,其 运动 可 以 由 方程 C4.1) 足够 精确 
地 确定 , 方程 的 右 端 Kw) ВЕНЕ х 直线 上 的 解析 防 数 , 有 限 个 
点 可 能 除外 ， 

我 们 要 阅 述 的 一 般 理 论 ， 其 最 终 目的 是 区 定 系统 的 坐标 对 时 
间 的 依赖 关系 , 亦 即 求 出 函数 xy (2) 的 形式 ,在 一 继 相 “空间 ”中 , 亦 
即 在 相 直 线 上 画 出 败 线 ,虽然 起 着 很 重 朗 的 作用 ,但 仍 不 过 是 辅助 
的 作用 . 


1) AESA H. A 热烈 佐 夫 改写 的 ,5 2—4, 65 小节 ),56 第 1 小 
节 与 $7 是 他 重 号 的 . 
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51. 存在 性 和 唯一 性 定理 


研究 平面 2, х, 我 们 的 方程 的 解 x = ph) 是 平面 t х 上 的 
申 绕 ， 这 些 曲 线 我 们 也 将 称 之 为 积分 曲线 (不 过 ,不 要 将 它们 和 想 
РЕЯ МН ЕН). 

设 给 定 了 初始 条 件 : 当 £ = ЕР z = д, 或 假设 在 平面 t,x 
上 给 定 了 坐标 为 (ay хо) 的 点 ， 如 果 对 于 方程 (4.1) 科 希 定理 的 条 
忻 成 并 六 例如 , 隧 数 天 x) 在 包含 x 的 某 区 闻 上 是 解析 的 ), 则 方程 
(4.1) 就 有 满足 这 一 初始 条 件 的 唯一 的 解 , 或 换 句 话说 , 有 通过 点 
Cios za) 的 唯一 的 积分 曲线 . 这 一 积分 曲线 在 任何 情况 下 都 将 一 直 
ER 其 x) 非 全 纯 的 * 慎 为 正 。 如 时 阵 数 在 全 直线 上 解析 , 则 解 
я] — НЕЙ х 到达 匹 限 远 以 前 为 止 ?， 如 果 * 不 会 走向 无 限 远 ， 
那 末 解 能 从 : 一 一 оо 延 拓 到 z = 十 co, 

甚至 在 有 破坏 全 纯 性 的 点 存在 时 ,还 可 能 有 解 从 :一 一 如 ЯЕ 
HA e = + со 的 情况 ,例如 ,这 时 解 可 以 位 于 两 条 平行 于 zt 轴 的 
直线 之 则 ， 这 两 条 直线 的 љави 
级 举 标 就 是 函数 f(x) 的 
= ab EE BE Bz TR а СН 
157). 


52, TAMA FAR О 
述 。 整 个 平面 ,x 可 以 被 А 
划分 为 若干 医 带 ， 带 域 的 157 


边界 是 平行 于 + 轴 的 直线 , Hl e bn СИ Я JC) 的 全 纯 性 被 酸 坏 
的 点 ， 在 每 个 带 域 中 通过 每 一 点 有 唯一 的 积分 曲线 这些 曲线 是 
解析 的 ,因而 在 带 域 中 互 不 相交 . 

上 述 定 理 并 不 能 断定 带 域 边界 上 的 情形 ， 那 里 可 能 有 积分 曲 


1) Hh РЯ I- 
2) 应 指出 AWARA th ВТА, НН ГЕ CA: OZ B ET Tahu Рух 
РЕ. У deldi = 1 + rx: Hl КВ, 
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线 连 续 地 通过 边界 的 情况 ， 也 可 能 有 连续 入 被 破坏 的 各 种 可 能 情 
т. 

RRMA- TATAARIT, ЕЛ Раса а 
的 条 和 件 不 成 立 ， 研 究 物 体 等 加 速度 下 落 АА НЕЕ E. > , 加 速度 
Г в, 初速 度 等 于 零 (图 158)， 
— 2 2 根据 能 量 守恒 定律 : 


m p? 


> mg(x 一 x), 


р 由 此 , 开 方 之 并 在 根 式 前 取 正 号 (我 们 只 考 
嵌 一 个 方向 的 远 动 ), 得 到 微分 方程 : 
my == = + 24+ аа). (42) 
求 这 方程 对 应 初始 条 件 :一 由 x == ry 的 
加 解 . 不 难看 出 ,对 二 这 个 值 .函数 
комнаты 
是 非 全 纯 的 , 因为 导数 了 (x) 当 x = 名 时 趋 于 无 限 ,因而 不 能 在 这 
点 将 f(x) 展 为 台 劳 级 数 ， 这 样 ,在 平面 , x 上 , WAHR = nF 
希 定理 的 条 件 不 成 立 ， 由 此 ,我 们 可 以 得 出 结论 ,在 这 条 直线 上 的 
点 上 ,可 能 有 解 不 唯一 . 解 不 存在 等 情况 发 生 . 
在 这 个 例子 中 ,还 可 以 用 圭 湾 积分 的 方法 来 求解 我 们 的 问题 ， 
方程 (4.2) 在 我 们 研究 的 初始 条 件 下 的 解 是 
— 2+ 一 ta) 
(注意 ,在 这 个 抛物 线 上 , 我 们 应 该 只 研究 对 称 轴 右 边 的 那 一 半 , 因 


为 电 于 前 面 我 们 在 根 式 前 只 取 了 正 号 , dx/ d: > 0), 
除了 这 个 和 解 惧 外 ,方程 还 有 一 个 满足 同样 初始 条 件 的 解 : 


这 个 解 可 以 按 普通 法 则 作为 以 为 变 参 数 的 抛物 线 族 x 一， = 

gG 一 в 的 包 络 而 得 到 ， 于 是 我 们 看 到 CB 159), 通过 直线 

+ = zo 上 的 每 一 点 , 有 两 条 积分 曲线 而 不 是 只 有 一 条 , 亦 即 , 破坏 
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了 解 的 唯一 性 条 件 . 

解 不 唯一 的 物理 意义 刺 不 难说 明 ， 因 为 在 研究 物体 下 落 时 ， 
我 们 不 是 从 牛顿 的 运动 定律 = 
mex/ dt 二 了 出 发 的 ,而 是 
从 能 量 守 入 定律 出 发 的 ， 从 
能 秘 守 恒定 律 的 观点 来 看 ， 
对 于 我 们 选择 的 初始 条 件 ， 
物体 既 可 以 是 等 机 速度 下 落 
的 , 也 可 以 是 处 于 静 起 的 . 
这 就 再 次 地 说 明了 ， 盐 至 对 
танки, EF 
恒定 律 不 足以 确定 运动 的 规律 ,这 -~ 点 是 我 们 所 熟知 的 ， 


z-z git- 


图 159 


$2. 曲线 在 平面 t, x 上 的 定性 特性 
ХЕ Рх) ВИЖ 


假设 f(x) 是 对 所 有 x BARRAR. IEAA iX hj = gë 
等 在 怎样 的 解 ， 设 方程 f(x) = 0 无 实 根 ， 这 时 dx/ а: 在 全 部 时 
间 内 保持 同 号 ,而 所 有 的 解 者 是 由 :一 一 % Aj ; = + co 的 单调 
增 函 数 或 单调 减 函 数 。 假 设 方程 JG) = 0 有 实 根 : x 一 x, x = 
81, 77у х = zk, 异 然 ,这 些 根 都 对 应 于 平衡 杖 态 。 在 平面 1, x E 
对 应 的 积分 曲线 是 平行 于 * 轴 并 把 平面 1, x 划分 为 带 域 的 直线 . 
由 于 积分 曲线 不 能 相交 (由 科 项 定理 ), 所 坟 每 条 积分 曲线 必定 完 
全 位 于 某 一 个 带 域 之 内 , 而 且 是 单调 的 , 因为 f(x) ЗЕНА 
5. 并且 也 不 难看 出 , 如 果 积 分 曲线 位 于 平行 上 + 轴 的 两 条 直线 
(х= ху, z = xa) 之 间 的 带 域 内 ,这 两 条 直线 是 我 们 的 微分 方程 
的 解 , ЭЖ H £ — оо 时 积分 曲线 源 近 地 趋 于 两 条 直线 中 的 一 
条 ,而 上 一 一 5 时 渐 近 地 趋 于 另 一 条 ， 如果 积 分 曲线 所 在 的 那 一 
部 分 平面 ,只 有 一 边 为 平行 : 轴 的 直线 , 则 积分 曲线 的 一 边 将 随 + 
增加 或 减少 走向 充 限 远 , 而 另 一 这 将 趋 于 边界 直线 。 
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这 样 ,知道 f(x) 后 便 不 难说 明 平 z, х 上 的 昌 线 的 定性 特性 
T. . 

TA, 只 要 JG) ERRAR, 那 末 这 些 曲 线 就 不 可 能 是 局 期 
的 , 因为 它们 是 单调 的 。 这 一 点 对 以 后 很 重要 . 


$ 3. 运动 在 相 直 线 上 的 表示 


现在 来 考 虚 所 研究 的 运动 在 一 维 空间 内 ， 特 别 是 在 相 直 线 二 
的 表示 . 这 时 表示 运动 的 方法 , 和 在 二 维和 杭 平 面 情况 中 的 完全 一 - 
样 ， 不 过 现在 这 情况 比较 简单 ,因为 这 里 只 是 相 点 的 一 维 运 动 ( 图 
156). 


АО ОРИОН , 
ї=Ір 
Ва 160 
设 对 于 给 定 的 x, 相 点 的 速度 是 f(x), ВОН АВЛА ОЕ 
z 一 (+), (4.1) 
dz 


象 忆 前 一 样 , 设 在 整个 * 直线 上 ,除了 有 限 个 点 外 ，Fz) ВИ 
数 。 这 时 由 科 希 定理 , 在 初 钥 时 : = n BERRE х 一 x АЖ 
确定 相 点 以 后 的 运动 , 军 少 到 相 点 到 达 解 析 区 域 的 边界 之 前 . 

ЕВЕ РАНЫ z = jw 处 在 解析 人 区 域内 的 相 点 随时 | 则 的 运 
动 。 如 果 在 返 动 期 癌 相 点 不 会 越 出 解析 区 域 , 就 研究 从 + 一 一 оо 
到 + 一 + оо 之 间 的 运动 , 如果 相 点 在 与 7 的 甩 时 接近 到 解析 
取 域 的 边界 , 那 就 研究 从 + = =, В] р тт, 6 С т) МОЕЙ. 
相 点 在 运动 时 , 描 绽 出 一 个 点 (在 静止 的 特殊 情 沉 下 ), 或 是 一 个 直 
ВЕ, 或 是 半 直 线 , 最 后 或 是 总 个 直线 , 这 些 就 是 相 和 直线 上 的 运 
盐 的 可 能 轨 线 、 相 点 沿 相 直 线 的 运动 特性 和 运动 从 何 时 开始 无 
关 , 因 为 运动 方程 不 明显 焦 闲 于 时 则 ， 由 此 ,在 相 直 线 上 的 每 一 条 
单独 的 相 轨 线 , 对 应 的 都 是 不 只 一 个 运动 ,而 是 从 不 间 时 间 开 始 的 
运动 的 无 限 集 合 . 


在 周一 条 雪线 上 的 每 对 点 4 5 в, АРАН АВ 
的 距离 的 确定 的 (有 了 中 的 ) 时 间 间 隔 。 我 们 注意 到 , 治 轨 线 运 动 的 
相 点 不 能 在 有 限时 间 内 到 达 平 衡 点 (我 们 知道 平 窒 点 是 由 方程 
ICO = D 确定 的 )。 这 一 断言 的 正确 性 可 再 科 和 希 定 理 推出 实际 
E, 如 果 按 规律 x = фо) 运动 的 相 点 , 在 某 个 有 限时 间 :一 1 到 
达 了 平衡 状态 x= xo, 那 末 微分 方程 便 有 了 两 个 不 同 的 解 (一 个 是 
х = фб), К x 一 z), 它们 在 1 二 时 取 同 一 个 值 , 这 便 与 
ВНЕ НЕ. 在 这 一 情况 下 相 点 渐 近 地 趋 于 平衡 状态 ， 而 不 
能 在 有 限时 间 内 到 达 。 其 轨 线 不 是 一 线段 便 是 一 端点 为 x 一 如 的 
半 直 线 (图 160). 这 里 重要 的 是 ， 点 xz = к ЖЕ РАНА 
线 , 它 是 一 条 独立 的 轨 线 。 这 很 明显 , 因为 不 管 我 们 取 怎 样 一 个 有 
限 的 时 间 , 租 点 将 离开 点 x — хо КН, 虽然 这 个 距离 
可 能 是 非常 地 小。 现在 就 来 叙述 在 相 直 线 上 解 连续 地 依 琅 于 初始 
条 件 的 定理 2. 

研究 从 同一 个 瞬时 上 = д ЗА Shi BN РЦ = хр} 
УР, = x,(z)]) 的 运动 ,并 研究 它们 在 要点 记 未 越 出 解析 区 域 的 
某 个 有 限时 间 工 内 的 运动 。 这 时 关于 解 对 初始 条 件 之 连续 性 的 定 
理 可 叙述 如 下 : 对 于 任何 的 了 工 与 es > 0 ， 就 总 可 以 找到 这 样 的 
846(в, T) > 0}, 使 得 如 果 

EAE 一 zato | = 0, 


EA 
[5.60 le 3 t = ( < r + T. 

亦 即 , ља НЕВЕ В НЕ НЕ X zu АВА ЧА, 86, 
二 相 点 在 给 定 的 时 同 工 肉 的 运动 , АНН заро EER S. 

更 在 再 来 厅 究 禄 直线 上 的 轨 线 对 函数 Xx) 的 形状 的 依 环 关 
Ж. 

TREE fx) 是 整个 * НЯ РА. wE У Рб) 一 0 
无 实 根 ，、 则 所 有 的 运动 都 有 相同 的 轨 线 , ИЕН ЕЕ ВЕДУТ . 


L НЕТ тяж винде 
Mae, 
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WR JG) 有 实 根 x = z, x = zx, 2 == xs, ttt, х == zaə 则 胃 线 可 
能 有 各 种 类 型， 

a) 平衡 状态 ; 

b) 两 个 根 之 间 的 开 区 间 ; 

с) 一 个 根 与 元 限 远 之 闻 的 开 区 闻 ( 半 直线 ). 

在 每 条 雪线 上 , 运动 都 是 朝 确 定 的 方向 进行 的 , 因为 f(x) 在 
HETES, WE f(x) > 0, 则 相 点 向 右 运 动 , 如 果 |) < 0, 
则 相 点 向 堪 运 动 ; 正 象 我 们 说 过 的 ，fr*) 一 0 的 点 对 应 平衡 状态 ， 
知道 了 曲线 = 一 1(x) 的 形状 , 再 利用 这 些 性 质 , 就 可 以 把 相 直 线 
划分 为 轨 线 , 并 指出 衫 点 没 轨 线 运 动 的 方向 "， 这 种 图 线 的 例子 邵 
图 161 所 示 。 被 轨 线 划分 了 的 相 直 线 , 使 得 我 们 对 由 一 个 一 阶 微 
分 方程 描写 的 动力 学 系统 的 可 能 运动 , 有 个 一 目 了 然 的 图 家 . T 
然 , 平衡 大 态 就 是 完全 确定 相 直 钱 上 的 运动 特性 的 基本 元 素 . 知 
道 了 平衡 状态 及 其 稳定 性 . 便 能 画 出 可 能 运动 的 定性 图 得。 特别 
地 ,由 此 立刻 可 以 看 出 , 当 f(x) 在 全 直线 工 为 解析 的 情况 下 ,系统 
中 不 可 能 有 局 期 的 运动 ， 和 如 果 已 知 相 点 在 相 直 线 上 运动 的 特性 ， 
就 能 知道 平面 z, x 上 积分 曲线 的 性 状 . AEE 2, z, 并 使 相 直 
线 与 * 轴 重 合 。 设 相 点 洛 相 直线 运动 。 在 平面 5 x ЕН, 其 
横 坐 标 为 时 间 1, ВЕРЕ АСЕ ВЫ + 相 点 治 x 轴 的 位 移 . 点 
的 横 举 标 既 然 是 时 间 , 故 它 是 变化 的 ; 纵 坐 标 一 般 记 会 变化 , 因为 


图 161 


1) 扯 直线 上 的 箭头 表示 相 点 运动 的 方向 , 
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相 点 在 运动 。 因 此 点 在 平面 1, x 上 也 将 运动 , 并 画 出 一 条 曲线 . 
这 条 曲线 就 是 我 们 的 方程 的 积分 曲线 (图 162), 


у 


扯 应 户 


图 162 


$4. 平衡 状态 的 稳定 性 


我 们 曾 在 前 面 给 出 了 平衡 状态 的 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 的 定义 .。 
我 们 来 看 这 个 定义 在 这 里 订 研 究 的 情况 下 是 怎样 的 ， 忆 及 平衡 状 
态 的 稳定 或 不 稳定 性 是 怎样 用 解析 法 判定 的 . 

在 这 个 情况 中 ,平衡 状态 === x 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 的 , 如果 
给 定 一 个 任意 小 的 正 数 8 后 , 总 能 找到 这 样 的 5, 使 得 
当 [С 一 zal <8 ht, ИР: O) 一 2 如 |<s 
李 亚 普 诺 去 给 出 了 研究 平衡 状态 稳定 性 的 解 折 步 又 .我 们 先 叙 述 
这 个 步骤 ,然后 再 给 出 它 的 理论 基础 ， 

设 我 们 讨论 的 是 平衡 状态 x = x 的 稳定 性 , 因为 我 们 理解 这 
个 殉 定 性 是 按 李 亚 普 诺 夫 的 稳定 性 ， 所 以 我 们 苓 虑 相对 平衡 状态 
的 笋 小 的 偏离 。 令 x 二 x 十 ;就 是 对 平衡 状态 的 情 离 。 根 据 
假设 ,Cx? 是 解析 函数 ,在 方程 


— = Кх) (4.1) 


中 把 变量 * Е 5, 得 到 : 
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— = а + E) = Ка) + РЕ + КОБ + ---, 


di 
或 因 六 xo) = 0, MAE (4.1) 的 形式 化 为 : 
4“ а aE? а... 
人 iË + в? + аа + +... (4.3) 
其 中 


ат 一 Ия яр — = Ke 等 等 ， 


李 亚 普 详 夫 给 出 的 研究 稳定 竹 的 步 观 如 下 : 弈 去 方程 (4.3) 
中 的 非 线性 项 , 得 线性 方程 : 
Boa | 
а; (z, (4 4) 
称 为 线性 化 方程 或 一 次 近似 方程 。 立即 可 求 出 这 一 方程 的 积分 
А: 


£= се“, 其 中 А = a, = Р(х), 

рае Е, 如 果 А < 0, 则 方程 (4.1) 的 解 = x АА 
Е), B SE лае нч: Д А с> 0, 则 平衡 状态 不 稳定 ; 如果 
2 = 0, 则 一 -次 近似 方程 ,一般 来 说 ， 不 能 解决 稳定 性 的 问题 。 于 
是 , EMV ARG WPA, 在 某 些 情况 中 , 由 弃 去 非 线性 项 而 得 到 的 方 
程 ,可 以 对 非 钱 性 方程 的 解 的 稳定 性 的 问题 作出 正确 的 呵 答 . 

在 这 里 所 研究 的 简单 情况 中 ， 很 容易 给 出 这 一 赋 究 稳定 性 的 
步骤 的 理论 依据 .在 方程 4.3) РЕМ £, A: 


L AED L ag t a t oo = FCE), (5) 
2 de 


利用 人 台 劳 定理 来 表示 FE), 注意 到 
F(0) = 0, F'C0) = 0, F”) = 2а, 


F(E) = = FCE) СЕНО < ә < 12, 
Ж p = 5/2; 这 时 方程 (4.5) 化 为 
de a E РР. Ge) 
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如 果 FOCO) < 0 CRRI a < 0), 则 由 函数 FU(E) 的 连续 性 ， 
{TAE El 有 "C95) < 0, BEFA, Pe (4.6) 对 于 充 
分 小 的 [E] 也 有 40/4 < 0, WÈ o = F/2 威 小 , 则 |E] 也 减 小 ， 
Вже. НМ, 条 件 a, Со) < 0 是 判定 所 研 
充 的 平衡 状态 х 一 хо 按 李 亚 普 诺 夫 稳定 的 充分 条 件 , 因为 在 这 一 
情况 下 ,环绕 x = x 总 存在 这 么 一 个 初 值 区 , 使 得 由 这 个 区 域 出 
发 的 相 点 渐 近 地 趋 近 于 平衡 状态 ， 

完全 类 仆 地 可 以 证 明 , 当 а, = JO) > 0 у, FARRER E 
亚 普 诺 夫 不 稳定 的 . | 

这 样 , 李 亚 普 诺 夫 的 步 又 便 得 到 了 证 明 , 因为 如 果 a, == 0, Ж) 
用 完全 的 非 线 性 方程 


a 
dt 
研究 平衡 状态 的 稳定 性 的 结果 ,和 用 线性 方程 
4 
E = mË 


研究 稳定 狂 的 结果 相同 ， РРР, 弃 去 非 线 性 项 的 根据 在 于 当 5 值 
微小 时 , 非 线性 项 比 基 本 的 线性 项 要 小 得 多 ; 当 线 性 项 等 于 零 时 ， 
间 题 便 需要 另行 研究 . 

以 上 我 们 所 以 讨论 了 充 去 非 线性 项 的 做 法 ,这 是 因为 ,以 后 在 
研究 更 复杂 的 动力 学 系统 时 还 要 作 类 做 的 讨论 ， 亦 因为 在 这 个 最 
简单 的 情况 中 ,作为 上 述 李 亚 普 诺 兴 方 法 根据 的 概念 , 显得 特别 地 
清晰 。 人 得 是 , 另 一 方面 , 在 这 个 一 阶 微分 方程 的 具体 情况 下 , 经 过 
ВАУ Ek (x) 在 平衡 状态 * = x 邻近 的 特性 ,不 难 直接 地 对 平衡 
状态 的 稳定 性 或 不 稳定 福 , 作出 同样 的 结论 ， 

因为 Кл) = 0, 于 是 这 里 可 能 有 三 个 本 质 上 不 同 的 情况 : 

1) 当 ПТ, Ск) ЕНК + 一 хо PERES 
号 (图 163)， 由 此 ,根据 前 面 所 讲 的 , 充分 接近 平衡 状态 x 一 mm 的 
FEA, 当 * 增加 时 , оО F3E SE. ВЮ, 这 时 平衡 
状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳定 的 . 
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ЖЕ КНР 
图 163 图 154 


2) 当 增加 时 了 Cx) 在 平衡 状态 + 二 x 邻近 由 负 变 正 ( 图 164). 
这 意味 着 ,充分 邻近 平衡 状态 的 相 点 将 远离 平衡 状态 ;: 由 此 可 知 ， 
平衡 状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 不 稳定 的 . 

3) 当 工 增加 时 fGe) 在 平衡 状态 хо 令 近 不 变 号 (图 165). 
这 意味 着 , 祖 点 在 一 达 充 分 接近 平衡 状态 时 将 趋向 它 , 而 在 另 -一 边 
将 远离 它 。 很 有 明显, 这 时 的 平衡 状 


£ 
@ 态 亦 是 按 检 亚 疯 诺 夫 不 稳定 的 . 
| z 对 所 研究 的 梢 况 ， 稳 定性 条 件 
还 可 以 手术 得 更 简单 坚 ， 把 坐标 原 
jn 点 移 至 am 点 。 这 时 如 果 稳 定 ， 必 和 
= * 55 f 在乎 衡 位 置 的 两 边 都 异 号 ， 


否则 dx/ qz 与 + 同 呈 时， 一 县 偏离 
平衡 应 便 会 越 偏 趟 多, 即 平衡 捧 态 将 是 不 稳定 的 。 
对 所 有 这 些 精 况 , 者 能 进行 解析 的 研究 . 
WR a 7 0, 我 们 得 到 的 结束 , 便 怡 好 和 前 夯 用 李 亚 普 诺 夫 方 
法 得 到 的 完全 一 样 . 


5 5. 运动 特 往 对 参数 的 依赖 关系 


在 所 有 的 真实 系统 中 , 由 方程 《4.1) 确定 的 速度 与 坐标 疗 的 关 
系 在 不 同 的 程度 上 受到 许多 因素 的 影响 ， 例如, 若 我 们 研究 机械 
系统 , 其 中 这 一 关系 是 和 干 摩擦 有 关 的 , 则 摩 掠 的 大 小 依赖 于 .一 系 
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А: ЕТА) ВЕ 2), 表面 温度 等 等 。 这 些 因 素 常常 认为 
是 不 变 的 , 虽然 严格 说 来 , 它们 不 是 永远 绝对 不 变 的 ， 因 为 , 这些 
因素 在 所 有 的 真实 系统 中 , 都 不 可 避免 地 会 有 一 点 改变 ,所 以 这 种 
情 癌 必需 加 以 著 虞 ;也 就 是 说 , 必需 知道 当 这 些 因素 有 些 不 大 的 改 
变 时 , 运动 的 特性 如 何 变化 ， 此外, 在 许多 情况 中 , 我 们 对 于 当 基 
一 个 因素 改变 时 , 系统 的 运动 特性 有 已 样 的 变化 , 特别 地 有 兴趣 . 
用 数学 的 语言 , 我们 可 以 把 这 个 问题 叙述 如 下 ; 微分 方程 


dx jx . 


ЧАТА Е В 2 i, 我 们 感 兴 是 的 是 , 当 参 数 1 改变 时 ， 系 
统 的 运动 特性 是 怎样 恋人 屁 的 ， 我 们 说 过 , 平衡 状态 是 完全 确定 相 
直线 上 运动 特性 的 基本 元 素 ， 

ЖЕНА ВЕРУ РЕ 

Fr А) = 0, (4.8) 

这 一 方程 在 平面 1.* 上 上 确定 一 条 表示 平衡 状态 坐标 和 参数 2 的 依 
НАС ЈЕНЕ 图 166). 

根据 以 前 的 结果 , 如 时 

K (Z, 12 < 0, (4.9) о 

则 平衡 状态 * ~- авио СА 

(8.120, (А10) aghe 

则 是 不 稳定 的 . ое 

于 是 我 们 看 到 ， 一 阶 动 力学 系 
统 的 平衡 状态 和 共 数 的 依 琅 关系 的 理论 ， 和 最 简单 的 单 自 出 度 保 
守 系 统 的 平衡 状态 和 参数 和 的 依赖 关系 的 理论 完全 相同 . 这 里 同样 
也 在 参数 分 枝 值 , 稳定 性 交替 等 问题 . 

ЖЕНЯ Дно вт 
就 转 人 研究 一 些 实 际 系 统 ， 在 对 其 性 质 进 行 了 和 相应 的 简化 假设 之 
后 ,这 些 系 统 便 化 为 一 阶 的 动力 学 系统 (模型 ). 

1. 侈 有 电 咀 与 自 感 的 电弧 电路 属于 这 一 类 的 系统 的 线 
路 ,有 含有 电动 势 为 互 的 电池 和 电阻 丸 政 自 感 工 的 电弧 电路 (图 
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пла 9 


А 


167). ЗА НЕ 167 上 表示 出 的 电路 元 件 。 并 忽略 所 有 
真实 系统 中 必然 存在 的 寄生 参数 ， 还 假定 电路 中 振动 过 程 的 速 询 
比 电弧 的 电流 所 引起 的 离子 过 程 建立 的 速度 小 得 多 ， 这 时 就 可 以 
把 电路 化 为 -一 阶 的 非 线性 微分 方程 。 使 方程 成 为 非 线性 的 原因 在 
+, 电弧 是 不 服从 欧姆 定律 的 导体 , 亦 即 。 流 过 电弧 的 电流 是 电弧 
端 电 压 的 非 线 性 函数 ， 电 练 端 电 压 与 流 过 电弧 的 电流 之 闻 的 关系 
可 用 所 谓 的 电弧 的 静态 特性 i 一 p(w) 或 w 一 (i) 来 给 定 , 其 中 
* 是 电压 , i 是 电流 强度 (图 168). 


图 157 Æ 168 
ЖЕТЕН Е, 由 克 和 希 收 夫 第 二 定律 ,对 该 电路 可 得 下 列 一 
阶 微分 方程 : 


L ркі + Ф000) = Е, 


dt. 
я di E— R Çi) 
t КФ) 
Е КР 7 . {44 1) 
平衡 状态 G = Г) 决定 于 条 件 IG) = 0, 亦 即 方程 
Е — R: 一 ФС) =ü — (4.12) 


要 找 出 这 个 方程 的 根 , 象 普通 电工 学 中 那样 , 在 同一 个 平面 上 , TE 
出 电弧 的 特性 曲线 = = pO 与 所 谓 的 “负荷 ” 直线 = E — Ri; 
其 交点 就 表示 出 平衡 状态 中 的 电 该 值 了 (图 169), ЕЖЕТ 
曲线 # 一 互 一 环 一 出门 ， 它 以 划一 比例 尺 表 示 了 函数 G), 1 
道 了 藉 门 ， 便 可 立即 在 想 直线 上 和 作出 轨 线 (图 170)?， 在 我 们 研究 

1) 因为 我 们 选 了 能 单 住地 确定 z 与 2042 的 电流 ARIES, TEMSE 


是 直线 г. 值得 汪 意 的 是 ,直线 = 不 能 用 作 相 线 , 因为 电 该 ; E E SL a JE = 的 
单 值 盟 数 , 所 以 给 定 了 # 之 后 ,还 是 不 能 单 值 邮 确定 系统 的 状态 。 
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的 情况 中 , 有 三 个 平衡 状态 ;i = I, i 一 L, i 一 1, 根据 前 述 的 
关于 稳定 性 的 判 洪 ,这 里 第 一 个 与 最 后 一 个 平衡 状态 是 稳定 的 , 而 
中 间 的 是 不 稳定 的 . u 

下 面 我 们 建立 这 个 动力 
学 系 绕 的 运动 特性 和 参数 E 
或 RR 的 依赖 关系 ， 

令 E 是 变化 的 套数 ， 按 
一 般 的 项 则 ,在 平面 FE, 1 上 
作曲 线 C1, E) = 95% 

Е — Кі — Ф(1) = 0 
(171). МЕР 
这 条 曲线 有 两 个 分 枝 点 ， 因 
而 参数 E 有 两 个 分 枝 值 : 

E = E, 5; E = E;, 
参数 的 分 枝 值 Е = Е, 对 应 
于 相当 大 的 电池 电压 《对 于 
给 定 的 R), 在 此 电压 下 , 平 
衡 状 态 汇合 后 就 消失 了 ， 因 图 170 
而 再 增 大 互 时 ， 就 只 剩 下 了 一 个 对 应 于 大 电流 的 稳定 的 平衡 状态 
i 二 h, 参数 的 分 梳 值 E = E, 
对 应 小 的 电 窒 电压 《对 于 给 定 
的 R), 使 得 平衡 状态 i 二 了 与 
i= h 汇合 后 而 消失 ， 选 一 步 
НИР E, 便 只 笠 下 一 个 对 应 小 
电流 的 稳定 平衡 状态 L. HHE 
可 知 ， 如 泉 缓 慢 而 连续 地 改变 
Е, WASTES LAL ВК ЕЕ 地 
由 一 个 平衡 状态 过 渡 到 另 一 
М. 电弧 电 路 中 的 电流 , 根据 
FEN), ELLA 1, C8 E = E, BF) SZ Eq Е] C 
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z =A 


图 169 


ІЯ феі 


E-A pTI 


E = E, К). Е ГНЕВЕ FE ENARRARE 
СРЯ 172)， 对 于 给 定 的 与 变化 的 R, КРАЖИ. 
我 们 研究 了 电弧 电路 中 电阻 充 
分 小 的 情况 一 一 R < 1р. 的 情 
W, Ruh || ах ДЕ, ДЕР E В 
и = ФОУ ETEB ЕК 
对 值 ， 如 果 
R > [p |as (4.13) 
则 对 于 任意 的 E, 只 有 一 个 平衡 状 
态 并 上 且 是 稳定 的 (图 173)。 对 于 任 
图 172 意 的 L, 特别 是 对 于 任意 小 的 工 ， 
平衡 状态 都 是 稳定 的 ， 这 个 结论 和 实验 资料 是 相 矛 盾 的 ; 看 来 ,条 
Ph (4.13) 并 不 是 特性 曲线 下 降 段 上 的 平衡 状态 稳定 性 的 充分 条 
ËF. 这 就 说 明 , 把 电弧 线路 看 成 
为 一 阶 动力 学 系统 (1/2 АВ) 
时 ， 我 们 没有 考虑 到 某 些 对 这 一 
情况 十 分 重要 的 参数 ， 在 大 尺 小 
工 的 情况 下 ， 这 些 重要 参数 是 电 
Wah ya E A № Fa Wk rh Ez T- tf 
程 的 惯性 。 关于 在 电路 中 不 仅 有 
电阻 与 自 感 而 且 还 有 电容 时 ， 关 
于 中 就 的 燃烧 状态 的 癌 题 ,我 们 将 在 第 五 章 $ 5 中 研究 
Z. 人 省 有 电阻 与 电容 电路 中 的 负 阻 管 。 ”我 们 研究 图 174 HE 
的 电路 ,作为 1/2 自由 度 电 学 系统 的 第 二 个 例子 + 
这 个 电路 的 方程 ( 当 只 考虑 图 174 中 所 示 的 元 件 时 ), ВН 
RERE IASA FAE: 
ЕТТЕРИ" 
7 ЕН. . 
2) ШЕТТЕ) НЕ 67 ВЕ НО 6, MELA CHEE 3 H EQ 


EE E Н уа E AL E pH К НЕЕ н ЕРТЕН БВУ Л А) ЛР В Е 
ААА, 
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图 173 


Rc S + x + Ri = B. (4.14) 
2 


这 里 :一 pl) ПРЕ ЕЕ, ЕЕ = Н ВАА РЕВЕ РАК. 
这 个 依赖 关系 的 图 形 ( 四 极 管 的 屏 极 特性 曲线 ), 正 象 在 第 一 章 $7 
所 指出 的 那样 ,具有 下 降 段 (图 175). 
平衡 状态 u = 了 决定 于 方程 
Е — z — Еі = 0, (4.15) 
它们 可 以 用 找 特性 曲线 i? 一 ptw) Я 
НЕ — z Ri = 0 的 交点 的 图 
HERE CLE 175). TARET ER 
管 特性 则 线 i == ф(и) 后 ,将 有 一 个 或 三 个 平衡 状态 , 这 要 由 五 与 
REEE. 如 果 把 并 路 电源 电压 吾 当 作 电 路 的 参数 , 而 电阻 
R 当 作 轿 定 的 参数 。 就 可 以 在 
E, Уи ЕЕК 
AER U ХЗ ERREA 
(4.15) (33 R HER. НЕ 
Р 176 PRR. 这 里 可 能 有 
黄种 情况 . 如果 电 阻 充分 小 
СА [Ф ак, Ех 是 
i EHR Z TERRE TIR 
大 绝对 值 ), 那 末 对 于 尾 意 的 只 有 一 个 平衡 状态 (图 176, а). Ш 
果 Кр |== > 1, 那 末 在 电压 上 的 某 一 区 间 上 , 将 有 三 个 乎 奖状 态 
(图 176, 6)。 在 后 一 情况 中 ，E 与 E, 的 值 都 是 分 核 值 ， 
将 


图 274 


Fp, 
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E —# — R: > 0 
或 如 /和 > 0 的 区 域 区 上 阴影 线 , 便 不 难 确定 出 平衡 状态 的 稳定 
性 ， 亦 即 ,曲线 54.157 下 的 点 在 阴影 区 以 上 时 ,对 应 于 稳定 的 平衡 
状态 ,而 在 阴影 区 以 下 的 点 ， 对 应 于 不 稳定 的 平衡 状态 . 这 样 , 在 
有 一 个 平衡 状态 的 请 并 中 ,这 个 平衡 状态 总 是 稳定 的 ;如 果 有 三 个 
平衡 状态 , 则 最 大 与 最 小 的 状态 《图 176, 5 中 的 sn=0 5 и= 0) 


a733 æ 


g РЫ 


i 


ш 
0) 
图 176 


是 稳定 的 ,而 中 间 的 G = U) 是 不 稳定 的 ， 存 在 一 个 和 三 个 平衡 
状态 时 的 相 直线 如 图 176, в BUR: 
在 任意 的 初始 条 件 下 ， 系 统 将 趋 近 
于 平衡 状态 中 的 一 个 . 
3. 电子 管 继电器 对 图 177 
所 示 的 电子 管 继电器 (线路 图 中 的 
电容 C, RRETA J EJ PLUR RE Е 
i 的 微小 寄生 电容 ) 进 行 研究 时 ,也 会 
图 17 导出 一 阶 动力 学 系统 ?. 
根据 克 希 霍 夫 定律 ,对 电子 管 了 1 的 屏 极 楼 点 可 得 方程 


ceo Es 
йі Ra Ë, + Е, 


СВИПЯЕЯХ Л DER, 288 T ETE 2, 的 袖 流 ,因为 继电器 实际 
上 总 是 在 电子 管 没 有 狂 流 时 工作 的 )。 忽 略 阴极 接点 的 寄生 电容 
后 , 可 以 认为 电子 管 的 屏 流 是 电子 管 7, 与 A ЮЕ E 5 вА 
数 Cw 是 电路 状态 的 坐标 , 五 当 作为 参数 来 考虑 ; 电压 u, E 及 ua 


с. =0 (4.16) 


D Ft 5 8 ЕН БЕЗ, MAN, 图 中 的 电 了 管 Л, НН 
BEA A E Н R АРА ВОЗЕ Ат РН R. 的 电容 所 补偿 ， 
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都 从 电路 中 的 接地 点 量 起 }. . 

图 178 表示 电子 管 组 (有 公共 阴极 电阻 的 电子 管 赂 ВЛ 的 
特性 曲线 族 , 这些 曲线 给 出 了 惠子 管见 的 屏 流 二 和 电压 “的 关系 
C 当 电压 E 不 同 但 为 常数 时 ). 
ЖРЭА иби), 电子 P pa 
2 Л. ДЗЕ G, = 0), 而 电子 管 
Л, 的 屏 流 不 依赖 于 «Gi = 
Gss 一 ВО. 34 ии’ в, CB 
B+ JI, ОИК Е НИЕ 
z 的 增加 引起 u, 与 阴极 电压 
xx 的 增加 , 因而 使 减 小 ， 直 
到 4 = U”, 09 Л, ЗЕ 
1. а>” ата Л, 鹿 一 0。 分 别 地 使 电子 管 册 与 
JI, 闭塞 的 电压 V RU", 以 及 极 大 电流 G ax, ИЕН Е ， 
瑟 ( 随 互 的 增加 而 增加 7。 同 时 我 们 假设 特性 曲线 下 降 段 上 的 最 大 
TẸ (其 绝对 值 记 为 sO 不 依赖 于 E. 

再 者 ,电子 管见 枯 压 为 

u == Виш, 
其 中 8 = B,/(R, + RO 是 电阻 R, 与 R, 组 成 的 分 压 器 的 传递 系 
数 ?， 利 用 这 关系 式 ， 从 方程 《4.16) PHE на, 使 得 到 下 列 关 于 
电压 = 的 一 阶 微分 方程 ; 


图 178 


С. du E . > н ( 1 1 
£ —— в и, В + -]. C4.162) 
в dt Ки is ? ) 8 ‘Ра А + =) £ 
平衡 状态 由 方程 
Вей (т =.) = 0 (4.17) 
R. B Ка R, + R: 


确定 ,也 可 用 图 解法 求 出 ,它们 是 电子 管 特性 曲线 六 一 а, E) 与 


1) 我 们 章 略 去 了 电子 管 好; 的 机 模 失 点 的 寄生 电容 ,各 果 这 个 接点 的 寄生 电容 等 
с, 岂 芷 文中 分 压 器 的 传递 系数 的 表达 式 仍 然 正确 ， 只 要 电阻 R, МЕН 
ЖЕТ CRR. 
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“负荷 ”直线 (4.17) МХК. Ману Л, КИ E E SE pk rH: 
他 参数 的 大 小 的 不 同 , TER- ТЕТЯНА. 


st » І I 1 
mat “ 负 有 ”直线 (4.17) 的 坡度 (+) 大 于 特 
性 下 降 段 的 最 大 坡度 So, 而 这 在 


ФТ 
8 a < 1 
R, + R: 
时 是 必定 成 立 的 , 那 末 对 于 每 一 个 ,都 有 唯一 的 平衡 状态 , 同时 
" 不 难 证 实 它 是 稳定 的 。 在 这 一 情况 中 


CUE 178》 电 子 管 ;的 大 压 的 平衡 值 
ОВЕ Е p ЛОО SR Bak s, E 
ТЕЛ, 屏 极 的 输出 电压 Ua 对 E НИХ 
ЖЭС АР 179 所 示 。 输出 电压 上 是 
输入 电压 的 连续 区 数 ( 在 变化 得 充分 
缓慢 的 条 件 下 ?, 而 继电器 恒 象 普通 电压 
放大 器 一 样 地 工作 (有 由 于 电路 中 有 正 反 馈 存 在 ,具有 很 高 的 放大 系 
数 ). 
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亦 即 直线 54.17) 的 坡度 小 于 龟 子 管 组 特 作 团 线 下 降 段 的 最 大 坡度 
《图 180), 别 在 某 个 电压 区 向 E, < E < Е, 中 ,电路 有 三 个 平衡 状 
Ж: Un U, 与 U,, 其 中 两 个 C0 与 U) 是 稳定 的 ,一 个 《V2) 是 不 
稳定 的 ?， 因 此 ,现在 输出 电压 Ua 和 王 的 依赖 关系 可 以 表 为 S 
FRROK E BO; 虚线 眉 对 应 不 稳定 的 平 稀 状态 。 在 电压 
E = E, 与 上 一 ,时 ,平衡 状态 汇合 而 其 数目 也 有 了 改变 , 所 以 
电压 的 Е, 与 Е НВ, ИН, 图 181 所 示 的 电路 的 特 
性 曲线 是 静态 的 , 因为 它 只 给 出 了 输出 电压 ye 的 平衡 值 和 电子 


НРА Е, 在 一 定 程度 上 还 是 精确 的 CE 改变 得 越 慢 越 
精确 2， 因此 , 如 果 我 们 充分 槛 地 СПО ЕА Н) KOE АЕ E 
CH R = E PHE É > 0, ПА E = E, ВЫ А < 0), ВЖЕ 
AEA уН ERA У (алва) 发 生 迅 速 的 变化 5 回路 的 寄 
ВЕ Ru jv, АЕ, 

于 是 ， 所 研究 的 电路 在 这 一 情况 中 象 -一 个 电子 管 继电器 一 样 
地 工作 , 它 具 有 继电器 的 基本 特性 《迅速 地 由 一 个 平衡 状态 过 流 到 
ВАНИЕ). 

4. 快艇 的 运动 现在 来 讨论 若干 力学 系统 的 例子 ,其 运动 
可 以 满意 好 用 一 个 一 阶 微 分 方 释 来 撒 述 。 以 快艇 的 直线 运动 《不 
УЕ ОРЕ А ЛИР. МИРЕ EE, 运动 方程 可 
写 为 : 


miL Ту) — (№), (4.18) 
йг 


其 中 ” 是 船 速 , m ААА В, T 15 W ТАО Е E Bi: JJ 


D з Е, ЕАО 
С, dË 


в 4. 
其 中 
sun ll 1 di 
5 == ол о teim + (2: “=u” 


对 于 平衡 状态 a = U, q a = U, 4>0, I 3 z = U, A À < 0; 因此 前 两 个 
平衡 状态 是 稳定 的 ,而 后 一 个 是 不 稳定 的 。 
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УН. туи 都 是 速度 o ЮРА, НЕЕ pR uE EF 
的 增加 单调 地 减 小 (在 给 定 了 船 的 发 动机 的 工作 状态 时 3》, 而 船 的 
w 阻力 特性 曲线 在 速度 的 荣 个 区 间 中 
ВЯ РЕ СН 182 R». 

“平衡 状态 ”vr = V = 常数 (对 
应 船 作 匀速 运动 的 状态 》 显然 决定 
于 条 件 


TO) = И). 
根据 阻力 特性 曲线 № =W Со) Р 
EEJ FREH T = T (s) 的 不 局 形状 ,通常 有 一 个 或 者 三 
Фо АК. НЕЕ Ра 183, a 与 5 所 示 《 图 中 还 分 别 
地 表示 出 了 相 直 线 的 相 
轨 线 划分 )。 不 难看 出 ， 
只 有 一 个 等 十 状态 时 
《图 183, а), 这 个 状态 
总 是 稳定 的 ; 当 存 在 有 
三 个 等 速 状态 时 《图 
183,6), Ж) s = V, 
与 =V, 的 状态 是 稳定 
的 ， 和 而 具有 中 间 速 度 
C5 一 PF) 的 状态 是 不 秘 定 的 , 当 速 席 增 加 市 螺旋 桨 推进 力 T = T(> 
变化 很 小 时 ,特别 是 在 试验 池 中 用 手动 快艇 的 模型 作 试验 时 ,如 果 
拖 动 推进 力 了 不 变 , 就 会 产生 有 三 个 等 速 状态 的 情况 

显然 ,对 于 任意 的 初始 条 告 ,快艇 最 后 必定 到 达 一 个 稳定 的 等 
速 状 态 。 
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D ARARKEN, RRT И PRR HERRE KE HB; B 
雯 如 时 ,运动 咀 轧 也 随 之 赠 太 . ВНЗ ЛЕНУ ЖЕ ОД 8 E Sk ИЕ EE Erk 
动力 学 的 升力 所 平衡 的 部 分 越 淋 武大 ,船体 也 趟 来 越 履 出 水 面 . 结果 使 铅 的 排 
求 天 显著 地 减少 ,因而 使 得 在 其 个 速度 区 阿 中 ,阻力 随 速 度 的 增加 友和 而 减少 - 当 
运动 速度 其 大 时 , АЕ РАН”. 排水 面 随 速度 的 增加 的 城 少 已 非常 沼 小 ， 
阻力 区 重新 贿 吉 和 度 的 增加 而 增 天 。 
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5. 音 相 异步 电动 机 ”我 们 研究 单 相 异步 电动 机 转子 的 转动 
问题 作为 第 二 个 例子 . 这 种 电动 机 有 一 些 铅 点 《在 研究 过 程 中 我 
们 将 说 朋 这 些 缺 点 )， 使 得 这 种 电动 机 在 普通 的 条 件 下 很 不 适用 ， 
因此 单 相 异步 电动 机 的 功率 都 设计 得 很 小 ， 并 且 只 有 在 起 动 及 低 
转 数 时 负荷 不 大 的 情况 中 才 几 它 ， 这 些 条 件 限制 了 单 相 异 步 电 动 
机 的 用 途 一 一 例如 , 它们 被 用 来 驱动 小 电扇 。 当 高 电动 机 的 定子 
输 人 单 相交 访 电 时 ,就 得 到 了 旋转 力矩 , 它 和 转速 的 依赖 关系 大 致 
如 图 184 所 示 . 另 一 方面 ,转子 的 旋转 受到 摩 控 《轴承 的 ) 和 空气 
阻力 上 《 扇 叶 运动 受到 的 ?3 考 上 诬 了 第 一 种 固体 的 ”和 第 二 种 (' 流 
体 的 2 阻 四 ,我 们 可 以 将 阻 方 息 对 速度 的 依赖 关系 大 致 表示 为 如 
q 185 所 示 那 样 的 曲线 . | 


# 


И 


图 18+ 图 185 


以 Мо) Жоке, 以 mtw) Жл ЛЕ, НДК 
逢 ,可 以 把 转子 的 送 动 微分 方程 写 为 
dur 
r P == Mew — mlo), E 
这 样 , 我 们 就 遇 到 只 依赖 于 一 个 变数 (转速 a) 的 情况 . 
“平衡 状态 ”对 应 于 电动 机 的 静止 状态 Go = 0) 积 等 速 转动 
状态 7) 本 由 方程 


М) 一 ао) = 0) 
得 出 ， 为 了 求 出 这 一 方程 的 概 ,我 们 作 两 根 辅助 曲线 : z = МСо) 
ЖП 2 == mla, 并 求 出 其 交点 《图 186). 然后, 象 前 例 中 一 样 , R 
Ш М ЖЖ Ко) = [MC — тСо) 171, HEMER E E RSA 88 
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CE 187). 

在 这 个 情况 中 ， 我 们 
有 三 个 稳定 的 平衡 状态 : 
О] — 0005 60 = 0035 9 — 0:5 
及 两 个 不 稳定 的 平衡 状 
Же o= Мо = ол, 根 
据 对 应 于 完全 静止 的 状态 
“无 转动 的 >) ww 一 wo 一 上 0 
的 稳定 性 可 知 ,一 般 来 说 ， 
转子 自己 是 不 会 转动 ， 必 
须 把 它 “ 抛 到 ”状态 o В 
ol 以 外 ， 亦 即 ， 将 转子 先 
转 到 具有 高 于 w, 的 转速 
以 后 ， 才 能 自行 到 过 额定 
转速 о, ВЛИЯЯ 


边 转动 < 有 两 个 稳定 的 平衡 状态 o, 与 002), 建立 起 来 的 转动 的 方 
向 只 决定 于 转子 开始 是 向 那 边 转动 的 。 为 了 使 电动 机 不 必要 洛 可 


以 初 转动 ， 就 要 采 取 特 殊 的 措施 《附加 绕 
组 , BRT, 使 得 能 破坏 向 两 过 转动 的 对 
称 性 ， 这 样 出 现 了 的 初 转 筷 使 电动 机 能 自 


11455), 当然 总 是 向 一 边 转 的 . 


但 是 利用 来 玻 坏 对 秘 性 的 初 转 短 不 会 


AA, 因此 电动 机 起 动 总 不 太 好 .。 jx Ruk 
点 (我 们 在 前 面 也 说 过 3 大 大 地 限制 了 单 相 
录 荡 电动 机 的 应 用 范围 ， 

6. 摩擦 式 调 建 器 再 研究 一 个 机 械 
系统 一 一 摩 掠 式 调 速 器 ， 在 适当 简 作 假设 
下 ,可 以 将 它 北 为 一 个 一 阶 动 力学 系统 , 亩 
速 器 的 结构 示意 图 见 酌 188. 这 种 摩擦 式 
育 速 器 用 在 许多 天 文 仪器 ,电报 设备 , 电 唱 
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图 158 


机 等 中 以 镇 定 轴 的 转速 。 它 的 作用 是 这 样 的 , 随 着 亩 速 器 轴 转 束 
的 增加 , 调 速 器 的 球 随 着 张 开 , 在 到 达 某 一 个 角度 э 一 9, 时, 制 动 
块 开始 与 限制 环 摩擦 ,产生 制 动 力矩 ,转速 越 大 则 制 动 力矩 也 越 六 
〔 因 制 动 块 对 限制 环 的 压力 增加 )。 制 动 力矩 〔 随 转速 的 增加 而 急 
剧 地 增加 ) 使 系统 达到 等 速 转 动 的 状态 , 这 个 转速 和 力矩 MC 传动 
机 构 作 用 到 调 速 器 轴 上 的 ) 的 依赖 关系 是 很 小 的 . Е 

我 们 假定 调 速 器 的 所 有 各 部 件 者 是 理想 地 刚 硬 ， 并 设 在 整个 
调 速 过 程 中 3 = 3。, 于 是 便 得 到 1/2 自由 度 的 动力 学 系统 (其 运 
动 将 由 一 个 一 阶 微分 方程 描写 ). 

但 是 为 了 找 出 制 动 块 对 限制 环 的 压力 的 依赖 关系 ， 我 们 暂时 
ЖФ 8 = 9。, 而 把 调 速 器 看 成 是 两 个 自由 度 的 系统 (以 与 9 为 
广义 坐标 )。 这 一 系统 的 拉 格 朗 日 函数 是 


L= > Do 十 > 1 — СЭ), 


其 中 149) 是 调 速 器 对 其 轴 的 惯性 和 矩 ，.ns BIL PRSI O ЕК 
Б, № VC) 是 调 速 器 的 势能 ， ГЕНЫ ВУ 
以 外 , ВНК ЕН. 这 
ЕЕ Е ПН т СОЗНАНИИ), 我 们 =# 
БЕ БАНЬ E£ BS ЕЕ D М) SB 
СО КУ N 成 正比 的 , 亦 即 令 
т = М№(о), 
其 中 plo) 是 正比 于 摩擦 系数 的 函数 ， 
因此 决定 于 制 动 块 与 限制 环 接 秽 面 的 性 
MARERE 189 所 示 》。 于 是 得 
到 下 列 调 速 器 的 运动 方程 , 即 第 二 类 拉 格 良 月 方程 的 形式 的 方程 ， 


Е 189 


á 
d 97.) u m, 2 (а) а. 
4 ‘Ош аг “DH өэ 
或 
aa + Го = M — m, 
- 1 (4.19) 
Ја 一 > riae + V'(8) = — N. 


> 241 • 


在 方程 中 令 3 = 94, 首先 得 到 制 动 其 对 跟 制 环 的 压力 矩 的 表 
А: . : 
М == + Г) — И), 
А f 2 
N = а(о? — в), (4.20) 
其 中 = = 1'(9)/2 K в = V ODT (9 )— 10 7 oo 是 这 样 
的 转速 ,在 这 个 转速 下, 9 = S, 是 没有 限制 环 也 能 平衡 的 位 置 ;其 
次 ,还 可 得 到 一 阶 动 力学 模型 的 运动 方程 : 
. T8060 = M — apla — в). (4.21) 
FERA СПЕ ЕЕ НКА) o = О, 显然 决定 于 方 


程 | 

арс) 一 в) = М, (4.22) 

等 速 转动 的 速度 ©, А, MESOLA TIER EAE 

对 有 关 这 个 关系 式 通 常 称 为 调 速 器 的 静态 特性 ， 它 由 隐 式 方程 

(4.22) 给 出 )。 我 们 可 以 把 这 个 关系 式 用 导数 
dQ 1 


ам 2а0р(0) + ap (ONP — 1) (4.23) 
KEW”. 
等 速 转动 状态 的 稳定 性 决定 于 一 次 近似 方程 
1C9,) 420) = — a20 + p ONP — aD) Au, 
或 
19) 2624) 十 -ee 一 0 (4.24) 


显然 ,如果 а9/ам >90, 则 等 速 转动 状态 是 稳定 的 ,如 果 qQ амМ 0, 
则 是 不 稳定 的 . | 


1) 在 (4.20) — (4.23) 和 以 下 的 表达 式 中 ,我 们 应 该 假定 o > ao。 只 在 这 时 才 有 
N > 0, РАЕН Е. 
* МЕ до--- Ж, 


«242 = 


MAAR plo) 的 形状 (阻尼 特性 下 降 段 的 坡度 3 和 育 速 器 的 
参数 o 的 大 小 的 不 同 ?， 调 速 咒 的 静态 特性 © == OM) 可 以 是 单 
值 单调 的 曲线 《图 190; а), 这 时 对 应 每 一 个 МН, 系统 有 唯一 而 
稳定 的 等 速 转 动 状态 ,也 可 以 是 $ 形 的 册 线 (图 190; 6)， 在 后 一 
种 情况 中 , # M, < M < M, 时, 系统 有 三 个 等 速 转动 状态 , 转速 
备 为 Q, 2, 与 2, 其 中 两 个 (9 == 9, 8 = 如) 十 稳定 的 , 一 个 
(9 = 0) 是 不 稳定 的 。M = M, 5 对 一 M, 的 值 就 是 分 枝 值 。 当 
Ф меи, 系统 便 从 一 个 等 加 转动 状态 过 渡 到 男 
一 个 等 速 转动 状态 2 


56. 局 期 运动 


在 我 们 研究 过 的 一 阶 动力 学 系统 中 。 唯 一 的 定常 运动 是 平 竺 
状态 。 系统 中 没有 任何 的 周期 运动 。 这 是 很 显然 的 ,因为 我 们 限 
于 研究 运动 是 由 一 阶 方程 


ZX _ (x | 
7 © | (4.1 


1) ВИК, B. 1 tE wo Е EABAR iE. 

2) ИК АНЯ AEREN ПЕНИ ВОН GL АЕА О FE E ah 
BERBA МЕНЕЕ. НС НАСЕ, ЧЕН KIM 
нс, iA RENS Ик, ПЕРО l. ВАНЯ ME H Е 
AARRE у, аА Е ЕЕ Б ТО р RISA A 28 LEE a| s) 
АО A T) ARARE. 这 样 点 导致 其 有 一 个 半 自 直 度 的 动力 党 楼 型 
(其 运动 由 一 个 三 阶 微分 廊 程 描写 )。 这 种 研究 超出 了 本 书 的 范围 . 
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措 写 的 系统 ,而 方程 具有 单 舍 的 右 端 〔 单 值 函 数 Xe) 一 一 这 种 广 
程 一 般 是 不 容许 有 周期 运动 的 实际 上 ,如 果 发 生 了 周期 的 运动 
那 未 系统 就 会 在 两 个 相反 的 方向 两 次 地 通过 同一 个 * 值 , 亦 即 具 


本 


一 阶 系统 中 荐 要 有 周期 运动 存在 ,只 有 在 这 种 情况 中 才 可 能 ， 
就 是 方程 《4.1) 的 右 端 一 函数 f(4) 一 一 即便 在 * 变化 的 某 一 个 
区 间 内 是 非 单 值 的 . 

下 面 便 是 一 个 例子 。 设 总 能 量 给 定 为 4。 则 谐振 子 的 运动 方 
程式 可 写作 : 


T m + L ke = à CHRO, 


或 化 为 《4.1) 的 形式 
= + f2 h — Ë, 
m 2 
大 家 知道 , 它 有 周期 解 
z = [coston + a), 


其 中 wo 一 ykm, а BERAD. ME ATRA, Н 
线 已 经 不 是 x 的 直线 线段 : ааа, Ч A= HAR 
ТЕ 是 给 定 的 振动 振幅 ,因为 给 定 z 后 ， 


还 不 能 单 值 地 确定 系统 的 速度 2 
zast 个 * 值 都 对 应 两 个 不 同 的 * 值 ). 我 


们 可 以 另 取 任意 的 一 条 简单 《不 自 
交 的 ) 闹 曲线 ,例如 取 一 圆 ( 图 191) 
2-30 0-59 EXTER., ЕЛ х 的 值 者 对 应 贺 
二 的 两 个 点 ， 这 样 就 有 可 能 建立 网 
于 的 点 与 具有 给 定 能 量 的 潜 振 子 的 
状态 癌 的 单 值 连续 的 对 应 关系 ， 例 如 ,我 们 可 以 令 在 上 半圆 上 有 
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E 19 


=+ Z fh К, 
m 2 
t= — |2 Ja — А, 
m 2 


这 时 给 定 加 上 的 点 就 能 单 值 地 确定 * 与 +, JRD, ВЕРА MEA 
统 的 状态 . 

一 阶 动力 学 系统 中 普 裔 存在 这 样 一 种 情况 ， 只 有 相 线 其 有 圭 
闭 部 分 的 系统 才 可 能 有 周期 运动 《只 有 这 种 相 线 才 容许 有 对 应 于 


mE КРАЕ 


=“ = + w e a 


下 面 我 们 来 研究 两 个 实际 系统 的 例子 ，。 对 系统 的 性 质 作 了 一 
定 的 简 北 假设 之 后 ,就 可 以 将 其 化 为 一 阶 动力 学 系统 ,其 方程 (4.1) 
的 右 端 是 双 值 的 . 

1. беды ЕЕ 第 一 个 例子 是 双 位 (< 继 电 ) 式 温度 调 
节 器 , 其 原理 图 如 图 192 所 示 ， 对 于 炉 温 8 《我 们 假定 炉 内 各 处 温 
RHEL ЗЕН. pan "НН 
HEMARA a EP PLA) 可 
得 下 列 热 平衡 方程 : 
da 
а! 
Еф оду REC 
ЖАРЫ, 是 加 热 器 传 给 
TRDE, KO 是 人 炉子 向 外 面 
TARRE GERERE 
ЕЮ Es PTA TARARE, JFBD/IR EAH E 
质 谓 的 牛顿 获 热 定律 得 来 的 ;系数 天 称 为 散热 系数 2， 急 温 用 热电 
{ВЕ 〈 或 其 他 测 刘 计 ), 然后 通过 调节 器 与 执行 机 构 控 制 传人 功 
率 到 炉 内 . 


c = W — КӨ, (425) 


Е 192 


r 245 • 


我 们 来 研究 双 位 式 亩 节 器 , 亦 即 开 - 关 "型 的 调节 器 , 随 着 仿 


温 6 的 不 同 。 谓 节 器 或 者 党 全 关闭 加 热 器 (WW 一 0), 或 者 完全 天 
启 加 热 器 并 供应 一 定 的 功率 CW — W), НН ЕН 


线 如 图 193 所 示 . 特性 册 线 总 是 具有 回 铺 的 特性 : 如果 在 炉 温 以 


— 98 
ЗОНЕ 
m 开启 g 


ВРЕТ НА R, WRX 
可 热 器 的 温度 是 9, > 9,; 在 温 
KEO < 8 < 0, R, ATT 


‚ 性 曲线 — W (9) 是 双 值 的 ?. 


BE 


对 应 于 调 书 器 特性 曲线 的 这 
ХВЕ, 6 СТ 19 у а 07 


线 ( (8 > 0.) 对 应 于 关 


$: 


PERE ER HHR 
193), CAFR FERHAN, 
EE 
в 193 的 加 热 器 , Я на (1 
(0 < 6 对 应 于 启 开 的 加 热 器 . 这 时 相 点 只 在 8 (Ө = 9) 处 由 


一 条 


闭 
1) 


FER O) БАЈЕ OI 上 ,而 在 & 点 (9 = 0.) ТЕ E BU 
ЗИ. 相 线 有 一 个 封闭 的 部 分 cgeea, 所 以 如 果 系 统 有 周期 运动 。 
则 对 应 于 周期 运动 的 相 雪线 只 可 能 是 闭 暑 线 абвга CA 49 98 


BA НЕЕ). 


Е 


”加 热 器 关闭 时 (W = 0, BATE Е (T) 上 ) 方程 C4.25) 


的 解 显然 可 以 号 为 


1) мази ЭРМ-47 型 双 位 式 测度 调节 器 的 结构 如 下 СМР 
上 上 接 电 该 计 ,次 电 该 计 指 外 上 装 丰 铅 片 CU Bey, 揪 在 电子 管 振荡 器 回路 线 图 
与 反馈 线 习 之 向。 温度 政变 时 小 族 称 动 , 因而 改变 了 振 落 器 线圈 则 的 下 感 系数 
СР h EA T RE E ELERA TE НУВ 
PRETE ARAE RR FEPER C TARAA, Ple tp js Ben L a et E 
НИ Е EAREN ERRERA. 因为 电子 


ЖИРЕ A N EE A 


自 振 计 大 得 多 《 振 落 器 在 搬 路 中 有 自 


TAES a TEA, FE A H RETE F E p AE нн E, BEA D BEAS ВА КВ 
随 着 护 温 的 变化 ,就 能 开关 加 热 器 ， 大 家 知道 , ERR TF, ВИН 


止 对 应 于 振 洲 器 线 图 癌 的 互感 系数 的 不 同 


同 值 (中止 白 报时 的 互感 系数 比 产生 


振 的 要 小 }。 这 样 就 使 调 委 器 的 特性 曲线 
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RA TERRITI HE. 


ЕЕ 


ð 一 аг", (4.26) 

ту пева PIE СИ" = Way АННЕ (11) 上 ), 解 为 
ө= Wo p e. (4.27) 
K 

34 0. = РК =< Ө, (0. 是 加 热 器 一 直 启 开 时 ,在 炉 内 所 达到 的 定 
常温 度 ) 时 ,系统 (在 半 直 线 (115 上) 有 唯一 的 平衡 状态 

д, = Wo, 

K 
在 这 一 情况 中 ,不 难 证 实 , 在 任意 的 初始 条 件 下 , 系统 中 将 建立 起 
这 一 平衡 状态 。 FEME Ө, 依赖 于 加 热 跨 的 功率 《mm， 也 依赖 
于 散热 条 件 (к), 当 它 们 改变 时 世 随 之 改变 , 因为 加 热 右 在 接近 
的 温度 下 总 是 语 开 的 . 
现在 设 


Ө. = —— > @,, (4.28) 


这 时 在 整个 半 直 线 (11) 上 46/ 4z > 0, 而 在 半 直 线 (1) Е 90/4: < 0 
сы, 在 半 直 线 с) 上 上 总 是 如 此 )， ‚ ААА EBA Е РЯ 


wa + w #?Ə o F o q n 


亦 即 在 调 ЕН. 在 这 种 RN M 35 т, 
尽管 加 热 器 的 功率 W', 可 能 改变 或 散热 条 件 可 能 变化 , Pa 96 + 


图 194 


= 247 。 


会 超出 这 区 域 的 范围 之 外 《而 这 个 区 域 可 以 做 得 充分 狭 罕 )， 

图 194 表示 了 温度 振动 的 波形 图 (为 确定 起 见 ,初始 温度 取 为 
32). ЖЕН (4.26) 5 (4.27) 的 指数 曲线 段 组 成 , 并 “缝合 ”得 
使 温度 8 是 时 向 的 连续 也 数 ， 周 期 振动 是 “ 张 怨 的 "振动 , 亦 即 , 形 
REARDAN, HRA WAE РЕВО). 

我 们 来 求 自 振 的 局 期 ， 在 时 间 间 页 内 加 热 器 关闭 使 温度 出 
Ө. ВСЕ] @:, 根据 (4.26), & 决定 于 关系 式 

K 


8, = Be C", 
由 此 
£, = £ іп b 
K б, 


类 但 地 ,在 时 间 间 隔 js 内 加 热 器 启 开 , 使 温度 由 0, 增加 到 Ө,, 根据 
(4.27), h RETARA 


K K 
或 
Wo 
с K 
t = — п А 
к W, 
- — 9, 
K 
这 样 , 自 振 周 期 就 是 
Wa 
T =, + ,, = £ а -- ш К ая 
K 9, Wa в, 
K 
或 
8, 
caT! 
T = — n — А (4.29) 
K 9. 
= —1 
6, 


显然 ,调节 器 特性 曲线 的 双 值 区 域 越 窜 (9 У 0, Ba EXT) 自 振 周期 
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越 小 , ЗО Е Chh BJ HA ЕЕ. 
2. 有 氨 管 之 电路 中 的 振荡 作为 
第 二 个 1⁄2 自由 度 的 动力 学 系统 的 例 
于 ,我 们 研究 气管 张弛 振荡 四 回 跟 《图 
195)”, НЕН ВТЕ УЫН 
微分 方程 C4.1) 来 描述 ， ИН 图 19 
里 德 伦 德 (Friedlinder) 等 人 都 研究 过 类 似 的 电路 0 
研究 这 个 电路 时 ,我 们 不 邯 虞 电路 元 件 的 任何 寄生 参数 ,并 假 
定 通 过 气管 的 电流 ; 是 气管 上 电压 м 的 函数 ， 这 个 函数 决定 于 握 
管 的 静 林 特性: =- pa)”, 由 此 可 得 出 用 一 阶 非 线性 微分 方程: 


c фі = ETH 
dë R 
或 
du 1 _ 
Jt RC {Е — и — Еф(и)} = Ка) (4.30) 


描述 的 1/2 自由 度 的 动力 学 系统 。 电 路 的 非 缓 性 是 由 于 电路 中 的 
气管 所 引起 的 ， 因 此 电流 i 和 电压 * 韶 的 关系 ， 不 决定 于 欧姆 定 
律 ,而 是 由 具有 回 灌 特性 的 非 线 性 关系 i 一 p(w ВЕНУ. MEPE 
特性 的 最 典型 的 特点 , 在 我 们 研究 的 过 程 中 , 起 着 很 重要 的 作用 ， 
我 们 将 加 以 考虑 ， 这 些 特点 是 这 样 的 ， 电压 小 时 和 氛 管 中 没有 电流 


1) RH RARD TRIBANN ENEN, RIE TEE 
ААТА ЫВ, ЗА Я аа а Я RT ER OREHE 
内 各 处 的 温度 分 布 几 乎 是 均匀 的 )。 MERERI AARNEN 
有 有 限 速度 的 话 , 那 来 就 将 得 到 更 高 阶 的 动力 学 系统 ,其 至 得 到 分 布 系统 .在 自 所 
状态 下 , 炉 温 将 要 稍微 超出 调节 器 特性 的 双 慎 区 一 些 ,而 自 振 周 期 在 8, 与 8; 楼 
近 时 也 不 会 趋 过 于 零 , 这 与 双 位 式 调节 器 的 实验 数据 是 相符 的 . 

我 们 折 研 究 的 双 位 式 温度 调节 器 的 动力 学 楼 型 , 只 有 在 双 习 区 充分 寅 以 及 
坊 内 各 处 之 热 交 换 充 分 快 时 , 才 与 试验 结果 相符 合 ， 

2) 应 指出 ,六 流 等 的 馈 当 形 电 压 发 生 界 的 研究 和 气管 电路 的 研究 神 拟 ， 

Зу 这 枞 ,我 们 急 设 所 管 的 状态 在 每 一 院 时 苑 是 静态 的 (这 和 当 摊 管 上 有 相应 的 常人 
电压 # 时 ,所 建立 的 状态 相同 7. 强 然 ,只 有 当 电 路 中 的 过 程 充分 要, u 的 变化 速 
度 远 比如 管 中 之 气体 放电 的 速度 为 小 时 , 这 才 是 可 能 的 ， 扬 管 中 气 体 放 电 的 时 
WALE TREH. 因此 ,下 面 对 这 一 电路 中 的 周期 运动 所 得 的 结 涯 ,只 有 
对 于 振 菏 笑 率 不 二 过 (在 数量 级 上 ) 每 种 万 次 的 电路 十 是 正确 的 ， 
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通过 全 不 亮 门 ,只 在 一 定 的 电压 U, 《5 点火 电压) 下 氛 管 中 才 有 电流 
通过 .这 时 就 立刻 产生 某 个 不 等 子 霉 的 电流 hi， 进一步 增加 电压 
и, ВЭЛ АЕ АЈ П. Б, ЕК л>, 3 h НЕ 
ОНО ГЕ ЛА), ЕИ ЕК, ВЕ и, 
ЛИРЫ, ICE EA АК ЈА, 最 后 , 气管 在 茶 一 电压 U, GE Z Ea, 
JE F B ия 0 1, В, 282838 K X B U, < U, K L, < L. 所 有 
Ех TAE R Pp a TE PA E Sa BWA SPE Н 8 2 = ФО 的 特点 ， 
都 表示 在 图 196, a 的 曲线 上 . 

当然 ,实际 上 气管 全 路 中 具有 一 些微 小 的 寄生 自 咸 ,因而 气体 
放电 需要 的 时 间 昌 甚 小 :但 总 还 是 有 限 大 的 ;因此 通过 握 管 之 电流 
的 改变 便 不 能 是 胜 时 的 。 但 是 既然 我 们 忽略 了 这 些 因 素 , 所 以 可 
以 假定 所 管 着 炎 与 熄灭 时 , 通过 的 电流 都 是 瞬时 地, 邮 皮 地 由 0 变 
到 六 和 让 1, 变色 0, 

同时 ,尽管 电流 有 跳 牙 式 的 变化 , 电压 “还 是 连续 地 改变 , 因 
为 电压 的 这 种 跳 峰 式 改 变 Cdnj qz = ооу 将 引起 无 限 大 的 电流 { 电 
容 妖 充电 电流 i = Сди/ дг) 与 电压 , 这 在 我 们 的 电路 中 是 不 可 能 
的 。 НИ, ЕАК (Ч u= UD SEK (6 # = U.) 时 , ВЯ 
i 的 改变 如 图 196, а ЈАТ ТЛУ. НЕ: НЕНИЯ 
段 MM2《 相 点 跳跃 地 越过 其 上 的 点 }, 通 常 由 于 其 不 稳定 性 在 静态 
中 就 不 存在 了 . 图 196, a 所 示 的 特性 曲线 ,从 其 基本 特点 来 看 ,和 


图 195 


D Am, Эа Еа Ир е ERE ИАА) 改变 时 ,电文 了 已 经 不 
де РНЕ: = фи), 而 系统 也 不 满足 方程 (4.305. 
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由 试验 所 得 的 特性 曲线 是 符合 的 . 
系统 的 平衡 状态 决定 于 条 件 f(x) = 0, 亦 即 方程 

一 pG), (4.31) 
要 求 出 这 个 方程 的 根 , 可 作曲 线 = (zy 与 直线 ; 一 《EB 一 /RR， 
PREHRA. 在 5 > U, 的 情况 中 , 亦 如 , 当 电池 电压 大 于 气管 
着 火电 正 时 (我 们 只 限于 研究 这 种 情况 ), REKER 2 = pG) 
与 “负荷 "直线 i ~ (E 一 G) /R 只 有 一 个 交点 , 同时 这 个 交点 的 位 
TARTEA E S REHA 196, 6)，、 我 们 知道 ,平衡 状态 = U 
的 稳定 狂 决 定 于 Си) 的 符号 ， 很 容易 证 实 ,如 果 平移 状态 位 于 特 
HARDERE, 那 末 就 是 稳定 的 。 如 果 在 下 降 眉 ,就 是 不 稳定 
的 >， 因 而 ,对 于 每 一 个 E > U,, 我 们 可 以 增加 R, 使 平衡 状态 由 
稳定 的 过 渡 到 不 稳定 的 ,同时 E 越 大 , 则 临界 电阻 Кан 便 也 越 大 ， 
当 电阻 大 于 临界 电阻 时 ,交点 移 到 特性 曲线 的 下 降 股 上 , 且 使 唯一 
的 平衡 状态 变 成 不 稳定 的 . 

在 氛 管 回路 的 所 有 振荡 中 ， 我 们 仅 研 究 有 这 样 起 始 状 态 的 振 
B, 对 应 于 这 些 起 始 状态 的 、 表 示 氨 管状 态 的 点 (4, iD, 或 者 位 于 
i 一 0 的 那 一 段 上 , 或 者 位 于 静态 特性 小 线 的 上 升 眉 上 ”， 这 样 我 
们 就 可 以 完全 不 去 注意 特性 曲线 的 下 降 眉 ， 因 为 扬 管 光 论 何 时 者 
不 会 到 达 下 降 眉 上 的 点 所 表示 的 状态 . 


* w e è a < w + ú n u w w + * <+ 


D АЕР — вла. хил, 如果 电阻 下 亮 介 大 而 电容 忆 充分 小 
时 ,于 末 , 下 降 腿 上 的 平衡 状态 就 会 是 稳定 的 【网 第 五 章 $ 53， 这 是 气体 的 电 俩 
HEHEA, MEAR TRUES RETRA MRE RREN, TRE 

ВН РЕ УЛ, MURRER ETA а REA 

研究 ,只 有 在 电容 C 3G y Ab A E ERR, xb e ра) bq tE hioa. 

WERTE R а ЛА АА Kak EE t ЖЕНИ F B еа +k 

AS) 开始 的 振动 , WARMER, RO — ЛКИ ВЕЛКЕ Г. 

PERR -ER Т HTA REME 2 iF ЦА ЕА B HHB A Erge 

UDAJE E ARBA- СЕЕ ЕЕ A RS ARE ВАНЯ 

AREE, MREP KESHE ЗСА ВО sp HPE. E, УНАВ 

A, ЕНИСЕЯ НЕВЫ LoL 

Воч Е = 0 的 那 一 展 二 的 其 ~- 点 的 状态 。 册 后 的 扳 湾 起 将 由 这 里 所 研究 

的 一 阶 动 力学 系统 而 皂 写 TOLPAR TE 57 31 J 3). 


2 


«у 
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通过 氨 管 的 电流 i, 在 区 间 U, < < U, 上 , 将 是 电压 «的 双 
信函 数 ,而 在 区 同 之 外 是 单 值 函数 (图 197, a9)， 和 上 例 中 一 样 ， 
与 此 对 应 的 祖 线 是 “有 重 造 ”的 线 ( 图 
197, 6), AREER (1) <U, 5 
G) x > В ЖИ 
灭 时 系统 的 状态 ， 第 二 条 对 应 着 火 时 
的 状态 ， 这 时 相 点 由 一 半 直 线 过 渡 到 
AFERRA E KAAK) e 


$ 


в) 2 L, u= U, Фа = U, В Е 
G aga HAHH. ная 
图 197 的 闭 轨 线 абага, 所 以 在 我 们 的 系统 


中 只 可 能 有 唯一 的 周期 过 程 。 

利用 这 个 相 线 , 很 容易 研究 在 各 种 情况 下 系统 的 运动 。 当 R 
充分 小 并 且 平 衡 状 态 是 稳定 的 ( 当 EE 守 可 时 ,平衡 位 在 半 直 线 
GD 上 ) 情况 下 ,把 氟 管 和 电容 器 连接 后 立即 着 火 ,然后 氛 答 上 的 
电压 和 通过 的 电流 开始 减 小 ， 着 火 的 捍 管 上 电压 变化 的 速度 决定 
于 系统 的 参数 , 亦 即 方程 (4.30) 的 参数 ,但 在 所 有 情况 中 它 总 是 有 
限 大 的 ,电压 «一 直 减 小 到 达 稳 定 平衡 状态 4 = U AECE 198), 
电路 也 就 保持 在 这 个 状态 上 (严格 地 说 ,系统 当 1 -> + co 时 渐 近 
地 趋 近 于 这 个 平衡 状态 ). 

如果 民 大 到 使 半 直 线 《11) 上 没有 平衡 状态 (在 这 一 情况 中 ， 


УРНЫ FEE E, 并 且 是 不 稳定 的 ), BE 
在 整个 半 直 线 (11) 上 da ds < 0, 又 因 在 六 直线 C) E du/de>0 
《因为 E > U), 在 气管 第 一 次 粮 灭 或 着 火 后 , 在 电路 中 便 建 立 起 
寺 期 过 程 ,在 相 线 上 就 表示 为 闭 的 祖 轨 线 a6eaa， 或 者 是 w, i 平面 
КИН ABBBTA'A (图 199). РАНЕЕ абе 段 对 应 于 扯 管 
В А с 通过 电阻 充电 的 过 程 , веа RAAR A 火 时 
电容 器 的 放电 ， 


Eq 200 


ЗЕЕ, 亦 即 , 曲线 G), itr) 和 i 一 du/ dr 的 形状 如 
图 200 所 示 ， 在 建立 起 周期 过 程 之 前 的 曲线 形状 都 依赖 于 初 条 
Е. Piin, FEURN 加 一 E 《图 201 中 的 电路 上 开关 B, 是 早已 
闭合 的 ,现在 合 上 开关 В»), 那 末 曲线 的 形状 便 如 图 202 ВТК, йд 
果 在 初 瞬时 w。 一 0 (图 201 中 开关 p, 原 已 团 合 ,现在 合 上 开关 


ра 202 


В.), ЯВКА АПИЯ 203 所 示 . 

PL HRK ГЕЯ НИЕ Е ЈЕ. ВЕРЕ НОЕ EL ER 
性 (周期 , 振 惕 ,波形 图 的 形 
状 ) ,必需 具体 给 定 非 线性 函数 
i 一 q(x)。 我 们 对 由 直线 段 组 
成 的 分 如 线性 函数 pa) 进行 
计算 (图 2042， 令 氢 管 静态 特 
性 曲线 的 稳定 段 《不 考虑 特性 
曲线 的 下 降 段 ) 是 由 下 列 方程 给 定 的 : 

| ЖЕ (1) ЕСМ), 
i= 


Е 203 


и — 在 半 直 线 OD 上 ( 当 算 管 着 火 时 ) 


[常数 u = 2 一 一 B. R, = E: Жаба 
1, — 1, LI 一 Р, 


Е, CRR E A 2 8 К INP B EE 
Ж). 

我 们 从 所管 熄灭 而 要点 在 点 (图 
204) 的 瞬时 开 妈 研究， 在 абв Et СТА 
REK. 一 0) 有 下 列 运 动 方程 : 

du 


КСЕ и, (4.32) 
di 


因为 E> U, 所 以 电容 器 上 的 电压 * 将 
НД ОЧ и < U, b| dai dz > 0), 经 过 某 个 时 间 + 后 达到 着 火电 
ЕС. 因为 方程 《4.32) 的 满足 初始 条 件 :一 0 и = U, 的 解 是 


и = E — (E 一 ие TE, (4.33) 
故 立 决定 于 关系 式 
U, == E — (E — Upe FÈ, 
或 f 
Tı = RC n Ё Us (4.34) 


а 
1 


НЕЕ Е E a g K 
c Елин 


d: R R; 
S p = RR ;/(R + R), 方程 化 为 
си. (4.35) 
dt в R ро 
设 = > 2 + Re 当 
R > Run 一 —, (4.35) 
2 


时 ,这 一 假设 成 立 。 于 是 当 U u =< U, Fj dude 之 0 时 ,电容 器 
Е РЕВ, 因为 在 R > Rer 时, 电容 器 之 通过 着 火 的 气管 的 
放电 电流 , 总 是 大 于 通过 电 了 RR 的 充电 电流 的 ; 经 过 某 个 时 间 z, 
电容 器 放电 到 电压 Us АРЕНДЕ. 方程 (4.35) 的 解 在 初始 条 件 
为 1 二 0, = = U, НЕ 


? _ 
“EU (£ E Uo) 277%, (4.37) 
0 Е R; p R К; 
Wiz = z, мы = 0, КА, т, #2718: 
U, Е U, 
r, = oC Ш R. Ri 
0. Е _ U, 
P R R; 
s E E]: (U, — рю, == I CU, — UR, = ?,, 有 
т, = РС In Rh +U, — Ë (4.382) 
ЕІ, + tu; — Е 
自拔 局 期 等 于 
T = T, + Ty, (3.39) 


于 是 我 们 得 到 了 自 振 周期 和 确定 波形 图 形状 的 解析 式 ， 电 容器 C 
的 电压 的 自 振 波 形 图 , 是 由 措 数 曲线 殿 组 成 的 《见方 程 《4.33》 与 
《4.37))， 它 和 正弦 曲线 天 不 相同 。 自 振 的 周期 和 电容 器 上 的 电容 
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成 正比 , 而 和 其 他 电路 及 氨 管 的 参数 成 复杂 的 依赖 关系 . 图 205 
, 上 表示 出 了 当 其 他 参数 不 变 时 自 
J EB] р RE rB, FE Е ЕВЕ 
HAR. НН 
нажим U, < E < Een = U, + RI, 
时 才 存 在 。 М ЕВЕ U, 或 Egr 
。 М, 都 有 r+ 一 оо 《对 前 一 种 情 
& Ж. + 趋 于 无 穷 , 而 在 后 一 情形 
图 205 НН, т, ATEA), 
最 后 再 捉 醒 一 次 ,我 们 研究 的 一 阶 动 力学 系统 ,只 有 当 电 容 C 
充分 大 时 , 亦 即 ,振荡 不 是 快 得 使 氛 管 中 的 离子 过 程 的 惯性 发 生 影 
响 时 ,才能 满意 地 反映 氮 管 张驰 振 箔 电路 中 的 过 程 . 


= m — —— a 


$7. 有 一 个 RC 回路 的 多 谐振 荡 器 


所 谓 的 多 谐振 荡 器 (有 一 个 RC 回路 的 ) 是 男 一 个 可 以 作为 电 
自拔 系统 的 例子 , 其 电路 如 图 206 所 示 。 这 种 振荡 器 产生 形状 象 
“ 算 形 ”的 电压 振荡 一 一 近似 于 矩形 的 电压 脉冲 的 周期 序列 ， 

如 果 只 邯 虑 在 图 206 上 标 出 的 
电路 的 元 件 ; 并 忽略 电子 管 Л, НО 
流 , 册 多 谐振 荡 器 的 振荡 方程 是 : 


í + C —- + = = ü, 
dt Ка 
ди и 
(С — == —. 4.40 
d: Rs £ 2 


忽略 屏 极 反应 ， 我 们 假定 电子 管 的 
屏 流 是 电子 管 Л, НЕЕ ze BJ НА 
Ў. ERETTE Л, 的 屏 流 i 和 这 个 电压 的 关系 由 电子 管 组 的 特 
性 曲线 ; 一 p(w) 给 出 ， 象 我 们 在 本 章 $6 第 3 小 节 中 所 见 到 的 ， 
具有 如 图 207 所 示 的 形状 。 为 了 对 振荡 电路 的 研究 作 某 些 简化 ， 
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图 206 


THRHR РТ ВЕРНУ ЕН А — В. 
В АХ REE z 一 0 的 地 方 
СД S, 记 特 性 曲线 下 降 段 的 最 大 互 
导 的 绝对 值 : 55 = — ф'С0), ха 
[ф'(и)| < 57. 

从 方程 (4.40) 中 消去 wz (电容 
器 5G 上 的 电压), 我 们 得 到 对 于 电 寺 图 207 
管 JI, НОНЕ ВЕ н ВУ А27 Е: 

СВ. + R.) |з + =a Ф «| = +u=0 (4.41) 
因为 电流 i 是 电压 «的 单 信函 数 , 给 定 = 就 单 值 地 确定 了 da/dr, 
亦 即 这 人 多 谐振 落 器 动力 学 模型 的 状态 ， 因 此 我 们 可 取 直 线 * 为 
1888. 

根据 方程 (4.41)7， 唯 一 的 平衡 状态 是 状态 a 一 0。 其 稳定 狂 
PRAET РЯ ЕС АИ: 


CCR: + ВЫ к]. + = = 0, (4.42) 
+& ”其 中 
g = В.В, 
R, + R, 


是 系数 ,具有 放大 器 传递 系数 的 意义 ,把 多 谐 

振荡 器 电子 管 Л, ПЕСН 206 上 

连接 点 e 与 6; a 点 是 放大 器 的 输入 ,5 点 是 
输出 ) 就 成 了 这 个 放大 器 ， 

如 果 放 大 系数 玉 < 1, 闭 末 平衡 状态 w 一 0 是 人 稳定 的 ,并 且 在 

任意 初始 条 件 下 , 系统 中 都 将 建立 起 这 个 平衡 状态 , 因为 , 根据 不 

1) 有 处 于 “人 负 互 导 " 状 态 的 电子 管 的 多 请 振荡 器 《图 2087 的 动力 学 ,和 我 们 研究 的 

电路 的 动力 学 相似 . 这 种 电路 的 振荡 方程 和 方程 C4.40) 相同 ,而 帘 栅 极 的 电流 

和 第 三 机 极 上 电压 # 的 依 回 关 系 由 和 医 207 所 示 的 相似 的 特性 曲线 给 名。 这 

个 特性 曲线 的 下 降 段 是 由 于 第 三 网 极 上 电压 * 变 化 , 使 以 电子 党 朋 极 出 发 的 电 


子 流 在 帘 权 极 与 屏 极 | 间 重 新 分 布 而 引起 的 (这 一 电 庄 *# 减 小 时 ,以 胃 极 发 出 的 电 
THARA ATRL IRR. Е i жи!) 
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ER Бе GOJE S,, 3 z < 0 BJ ds/ dt 0, Пи Id da де 0. 


2 ‚ TATE Sa es h ASE PJJ D 
状况 ， 相 直线 的 相 轨 线 划 分 如 图 


а 
209, а 所 示 ， 
2 А 当天 > 1 时 , 得 到 另 一 种 图 
PR “ R (图 209, 6), 这 时 平衡 状态 
gy 209 u= 0 ARREN (DERE E 


ARD. 以 U, В U, 表示 的 能 使 
方程 《4.41) 中 duf dt Z REOS ER н аА COREN da / de T ERI 
BJ =. a. WA, U 与 U, RRETHE 

КЕ = — 1, 
Bu<u=<06o<u =u ӘӘ н U, u = U, Кр duf di 
变 号 ,因此 当 w < U, В da Z а: >> 0, МИ ива = b, 
H 0 < gu < U, BJ ангар > 0, Щи, du / dz =< 0, 

因而 , 相 点 在 任意 初 抬 条 性 下 , pk GET] м = U, Е д 
# =, 不 过 这 都 不 是 平衡 状态 ,有 没有 有 从 这 些 点 路 出 的 相 罗 线 ， 

这 样 ,我 们 采用 的 多 谐振 菏 器 动力 学 模型 的 方程 (方程 (4.41)) 
合 系 统 到 达 这 样 的 状态 Си = U, B и == Us)， 从 这 些 状 态 没 有 运 
动 开始 ， 多 谐振 荡 器 的 这 一 动力 学 模型 , 是 只 考虑 了 真实 多 湾 振 
荡 避 的 基 些 性 质 的 结果 , 所 以 用 方程 C4.41》 来 描写 振荡 器 是 不 合 
到 和 的 ,矛盾 的 , 因 徊 不 能 反映 真实 侈 谐振 荡 器 中 的 振荡 ， 

这 里 的 问题 在 于 ,在 建 立 多 谐振 菏 器 的 模型 时 ,没有 考虑 某 些 


sn 


管 1 的 栅 极 接点 的 电容 C, 5 Cp 或 阴极 接点 的 电容 С). 这 些 
ЖЕ, EEFE Л, E 迅速 变化 时 , 却 起 着 决定 性 的 作 
用 ,这 就 构成 多 谐振 荡 器 振荡 的 特点 之 一 ， 沽 虑 了 寄生 电容 C, 5 
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C, 或 电容 Cu 我 们 就 得 到 二 阶 动 力学 模型 有 一 个 自由 度 ) ,就 能 
充分 满意 地 反映 出 在 多 谐振 东 锋 中 发 生 的 振荡 ， 多 谐振 落 器 的 这 
种 动力 学 模型 将 在 下 册 第 八 章 $ 5 与 第 十 六 S a 中 研究 . 

能 够 研究 多 庶 振 荡 器 中 的 振荡 的 另 一 方法 ， 在 于 引 人 一 些 补 
郊 假 浴 来 对 一 阶 动 力学 模型 加 以 “修正 ”, 这 些 假设 在 振荡 的 某 些 
ВЕРНЕТ 54.41)， 并 指出 系统 从 状态 # — U, flu — Ú, 
开始 的 运动 的 规律 。 这 些 补充 假设 ,或 老 是 根据 关于 多 谐振 萝 器 
中 振 水 过 程 的 实验 资料 和 一 些 补充 的 物理 概念 而 作出 的 ,或 者 是 
从 研究 汐 虑 了 重要 的 寄生 参数 然后 令 它 们 充分 小 (精确 些 说 是 令 
它们 趋 于 零 ) 而 得 的 “更 完全 的 ”动力 学 模型 而 作出 的 。 后 一 种 方 
法 我 们 在 第 十 章 中 研究 一 系列 产生 “不 连续 ”振动 的 振动 系统 时 将 
要 用 到 六. 

现在 我 们 利用 一 阶 动力 学 模型 ,附加 以 关于 电子 管 Л, WE = 
的 区 路 假设 ,来 研究 多 谐 握 荡 器 中 的 振荡 ， 显然 ,当天 > 1 时 ,多 
谐振 荡 露 产生 具有 “不 连续 "特性 的 自 振 ， 电压 x AIUT 
的 变化 后 又 作 很 快 的 变化 。 电压 * 作 快 变化 对 的 速度 。 决定 于 电 
路 寄生 电容 再 充电 的 速度 , 寄生 电容 越 小 这 一 速度 越 大 (其 中 以 电 ` 
容 C. 与 C, 最 为 重要 ). 当 寄生 电容 充分 小 时 ,我 们 就 可 以 把 电压 
的 快 变化 看 成 是 无 限 快 的 , 象 是 醋 时 的 、 跳 跃 的 变化 . 

与 此 同时 ,我 们 就 在 多 谐振 荡 器 的 这 个 动力 学 模型 之 外 ,再 附 
加 一 个 假设 : 在 模型 内 ,除了 服从 方程 C4.41) 的 运动 以 外 ,电压 x 
还 将 作 不 服从 方程 《4.41) НИ ВЕНЕ. 方程 (4.41) 
当然 已 经 不 适宜 用 来 描写 系统 到 达 状 态 x 一 U, 或 w = U, 以 后 的 
运动 ;因此 ,我 们 便 假设 , 系统 是 以 网 路 的 方式 由 这 些 状态 走出 ,到 
达 又 可 以 用 方程 (4.41) 决定 运动 规律 的 状态 的 .为 了 确定 系统 钢 
到 的 状态 ， 必 需 再 加 以 某 些 物理 的 考虑 ， 假 设 在 电路 中 不 可 能 有 
无 限 大 的 电压 与 电流 . 根据 这 个 假设 ,电容 器 充电 电流 Сао ае 总 
是 有 限 的 :因而 , 当 电压 * BERD BARC 上 的 电压 v 不 会 改变 ; 


1) 不 连续 振动 是 这 样 的 振动 ,在 振动 过 程 中 , 系统 的 状态 既 作 较 慢 的 改变 , ВНЕ, 
ЧЕН, ИМЕНИ ЛЕВ Е ВЖЕ, 
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FM 20/42 — ос, 而 这 是 不 可 能 的 . 电容 器 c 上 电压 的 这 个 连续 
НЕСК”, ЕВА ЗЕЯ ЕН, EAE ЕВЕ 
ЖАУ. 
从 方程 (4.40) 消去 Cdv/ di, ЕЕ о 为 电压 的 函数 : 
s= Е(и) = E, — RPO 一 (1 + Re) _ (4.43) 


E 


《当然 ,这 个 关系 式 只 有 对 于 多 谐振 荡 器 中 服从 方程 4.417 或 
(4.40) 的 那些 状态 才 正 确 ). 
很 明显 , ú 是 # 的 单 值 连续 省 
数 。 当 天 之 1 时, 其 图 形 如 图 
210, a Ma CREAM, =“ 
tF fu) u= 02, M a= U, bf F e=, 


a Ар 
ГО 因为 多 谐振 落 器 的 状态 在 紧 接 
r 全 人 M МАМ O4 «=U, BË =U) 
Г} ЕКЕ (и; 或 一 区) 
都 是 使 方程 《4.41》 成 立 的 状 
ааа 态 , 因而 亦 是 使 关系 式 《4.43) 
Й = ИН ç 并 
а 不 变化 , 多 谐振 水 器 从 状态 


U,G = 1, 2) ЖЖ 
后 的 状态 (и 一 Ир, 决定 于 方程 
Е(0,) = F(UD 


R,p(U;) + (1 + 52) U; = Е.Ф(0,) + (з + =) U; (4.44) 


D 在 别 的 问题 中 , ИЕ РА КЕ © ЕЕ ВЕНЕ Е Jp "7, ERE 
Fj. Sr РЕВ, КЕ Е Е Е fE ВЕЕР. 在 这 
些 人 情况 下 ,必须 再 补充 某 些 根 设 , 4 BE š: НЕ нЕ НО, 

如 果 系 统 巾 的 跨 妈 规律 ,是 在 对 “ 较 完 全 的 ?动力 学 机 型 作 极限 过 渡 寺 得 到 
的 【考虑 了 重要 的 寄生 套数. НЕЕ ЕР). ЖЖ, 系统 在 跳跃 启 的 状 
w PARERA Е НЕ СИЕ Ра). Е], 在 
ХЕ ЕН “pra Ар" БЛВ РЕВ ЕЕ A, 可 证 明 , 电压 
r ERRER к Еда Н, П ВЕ ЛАУ ВЕЕ = =, Rl u = U, 时 开始 , 也 能 
ERW U, < u < V3 中 的 性 何 # 下 开始 ， 
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这 一 方程 的 图 解 如 图 210, а 所 示 ， 显 然 , ЕВЕ 
Ж, ЧАН pk EK BU RAA (Ui 与 U; 分 别 由 U, 与 U, 单 值 
地 确定 》. | 

这 样 ,多 谐 铸 荡 器 中 的 振东 是 周期 的 ,由 电压 = 的 两 种 变化 组 
询 , 由 可 到 5; 和 由 Vi 到 Ui 的 慢 变 化 《有 有 限 大 的 速度 ) 服从 方 
FE (4.41), 而 由 如 到 UU 和 由 UV; 到 05 的 快 变化 决定 于 跳跃 条 件 . 
周期 运动 在 图 210, a БУА РИН абвга (бв В Уга 眉 对 应 于 
电压 w УЛАА НО аЬ”, 而 аб ВЕ ве 段 对 应 于 跳跃 式 的 
“ 快 变化 ”). 电压 2, v 和 z. 的 振荡 波形 图 如 图 211 所 示 . 电容 器 
C 的 电压 ”的 振荡 是 连续 的 , HAS “BAR AER, METE 
H BRE wo К ВЗА ГЕ. 

Ae H HRA, EZ TEM а = U; | м = U, RIMA e = м 
и 一 U2 的 范围 内 积分 方程 (4.41) 或 

dt = — C(R, + Ra) |: + я КО] <, (4.45) 


£ 


因为 我 们 假设 了 , 电压 м 作 跳 跃 变化 时 的 持续 了 时间 为 零 . 我 们 只 
用 最 简单 的 对 称 分 段 线性 的 电子 管 组 特性 曲线 (图 212。o) 来 计算 


і= рш) 
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JHH, ЕРЕК рч ARAS ЗУ h ЙЕ 
的 饱和 区 域内 G == Г„ = 25), A ERRER E УВЕ Hi Z 
时 出 真实 电子 管 组 的 峙 质 ( 有 公共 阴极 电阻 的 电子 管 )， 在 这 些 
Б, p (0 = 0, 方程 (4.41) 是 线性 方程 : 

CRs + R) S + u = 0, 


很 容易 积分 出 来 。 积分 后 , 便 得 到 最 能 表征 类 他 过 程 而 又 简单 的 
周期 公式 ?: 


T = 2C(R, + RA ln QK — 1), (4.46) 
其 中 , 象 前 面 一 样 ， 
Е = 58. ñ 
1 十 Ra 
K, 


ВХ kaki, ГАН ССВ, + RO 外 ,还 有 对 系数 下 
УОИ a Я, BAAI, 在 接近 激动 边界 时 (天 -> 1 时 ), 振 
荡 频 率 急 副 地 增加 ， 城 小 电容 C 对 , 振 功 频率 世 增 加 ， 不 过 , 产 格 
地 说 , ЗНАЕТ, 我 们 就 不 能 再 把 多 谐振 荡 器 看 成 是 1⁄2 
自由 课 的 系统 了 《不 车 虞 电路 中 的 微小 的 寄生 电容 ), 因为 在 这 种 
情况 下 , 寄生 电容 的 作用 非常 重要 。 以 致使 得 撤 费 不 再 是 不 连续 
的 ,而 在 形状 上 已 接近 于 正 效 形 了 . 

总 之 ;在 一 阶 动力 学 模 列 之 外 ,再 “补充 ”以 关于 电子 管 Л, 的 
WE = ZERRE, 我 们 已 经 能 研究 多 谐振 荡 器 中 的 振东 了 . 


1) 在 “人 慢 * 运 动 时 间 内 , BARCELLE st 和 电子 算 .7 RHE e BRRR, 
如 图 212, 5 BUR. Bet (4.445, 对 于 68 RA: 


{1 + R jv; = Rdm 一 0 + =) и, 


斯 
Ui = Tof2 下 一 15. 
因此 , 访 бе RR ERREA T 
СВ, = к,а CK — D. 
根据 电子 管 组 特性 曲线 的 对 称 性 , 沿 a4a 展 之 “名 ?运动 的 持续 时 间 出 相同; 因 政 ， 
求全 周期 的 公式 就 是 (4.46), 
t 原 书 为 # ВЕ. 
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在 这 种 “补充 ”了 的 动力 学 模型 中 ,电压 * ERI U; < = < U, A 
已 不 能 单 值 地 确定 系统 的 了 大森 ,因为 在 电压 具有 这 些 值 时 ,运动 可 
似 有 不 向 的 规律 ,要 看 发 生 那 种 运动 C 慢 ” 的 或 " 快 В, ВРК ВУ) 
而 定 。 因 此 ,补充 了 踊跃 候 设 的 模型 的 相 线 已 不 是 直线 и, 而 是 有 
“ 重 运 ”的 线 , 如 图 210, 5 所 未, 这 个 相 线 招 扩 地 等 价 于 图 210, a 
中 的 线 ааб 与 ввг, ERR аа 与 вв 上 ,反动 决定 于 方程 (4.41)， 
市 用 细 线 表示 的 由 а 到 6 与 出 8 到 的 跳跃 ,决定 于 电压 的 跳 
Rikis СЕ аб ВЕ ла = + оо, ФЕ ве BE аи/ = — co), 
象 本 章 $7 中 所 分 析 过 的 其 他 例子 一 样 , НН ВНЕ 88, 它 
对 应 于 多 谐振 狂 硕 中 的 不 连续 周期 振荡 。 

我 们 就 此 结束 对 一 阶 动力 学 系统 的 研究 〈 以 后 在 干 册 第 十 章 
中 还 要 讨论 这 种 系统 中 的 不 连续 振动 ,下 面 我 们 转 入 对 二 阶 动力 
学 系统 的 研究 。 
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第 五 章 ”二 阶 动力 学 系统 ” 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 研究 ( 单 自由 度 的 ) 二 阶 自治 动力 学 系统 ， 
亦 即 其 运动 用 两 个 一 阶 微 分 方程 


ŽE Pa, у), 27. = Ок, у) (51) 
дг dt 


来 措 述 的 动力 学 系统 (真实 物理 系统 的 动力 学 模型 )， 这 种 系统 是 
我 们 研究 的 对 象 中 最 一 般 的 情况 ， 正 象 我 们 说 过 的 ,可 以 化 为 两 
个 一 阶 方 程 进行 研究 (在 适当 的 简化 假设 下 》, 有 各 种 电工 的 与 无 
线 电 的 系统 , 特别 是 普通 简化 假设 下 的 电子 管 振荡 器 ; 此 外 , 还 有 
许多 机 械 系 统 ,一 系列 的 飞行 动力 学 问题 等 ,都 可 轨 为 这 种 问题 来 
研究 . 

必须 着 重 指出 ,为 了 对 这 种 物理 系统 的 运动 进行 数学 研究 ,只 
用 微分 方程 组 C5.1) 是 不 够 的 ， 除 了 方程 组 (5.1) 表示 的 运动 规 
律 外 , 还 必需 知道 该 系统 的 各 种 可 能 的 状态 , 换 名 话说 , 还 要 知道 
动力 学 系统 的 相 空 间 ， 此 相 空 间 内 的 点 和 系统 的 状态 是 相互 单 什 
且 连 续 地 相对 应 的 2， 

不 过 , 相 空 间 的 特性 应 该 从 物理 问题 中 导出 ,微分 方程 的 形式 
也 是 这 样 。 例 如 ,车 我 们 知道 , 当 * 改变 了 2 时 ,系统 回 到 原来 的 
状态 , ЖЖ, 这 就 给 我 们 指出 了 想 空间 的 特性 。 CERE, 它 的 
“圆柱 性 ”。 当 相 空间 尚未 园 定 之 前 , 微分 方程 本 身 并 不 能 确定 系 
统 的 可 能 运动 的 特 姓 , 以 及 相 空 间 中 可 能 的 杠 轨 线 的 特性 。 要 说 
明 这 点 ,我 们 讨论 一 个 最 简单 的 线 信 系 统 : 


17 5535512 H. А. ЯНЕ НА, ВІ, ЗСА), 57 (92, ЗА 
节 ), $9 和 $1 ЕН iS, 

2) 当 热 ,在 现在 讨论 的 ( 单 户 出 度 的 ) 二 阶 动力 党 系统 的 情况 由, 根 空间 是 :二 维和 的、 
ПРЕ — а, УЖИН НИ, 完全 给 定 . 
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dx _ a, dy _ = b. 

de dt 
和 如果。 与 ?是 相 平 面 上 的 竟 通 笛 卡 几 举 标 , 那 末 相 扫 线 就 是 直线 . 
#9 тат ЕЕ “УЗВ” 运动 的 连续 统 ， 如 时 * 与 ?是 环 面 * 上 的 正 
ЕНЧА СИД, х 是 子午 面 的 方位 角 , У EAER Е 
ERAJ 那 末 对 于 同一 个 微分 方程 组 . НАЕ НВР АЈ 
连续 统 4《 如 果 = 与 上 可 通 约 ), 亦 即 周期 解 的 连续 统 , 或 老 是 环 面 上 
处 处 稍 密 的 轨 线 连续 统 5 如 果 a 与 是 不 可 通 药 的 亦 即 所 谓 的 
概 周 期 解 连 续 统 . 这 个 例子 说 明了 , АННЕ ЖЕ НЕЖИН 
轨 线 性 状 图 象 的 意义 .由 同一 组 积分 曲线 方程 决定 的 性 状 的 一 般 
规律 ,在 平面 与 环 面 的 情况 中 是 不 同 的 

在 这 一 章 占 ,我 们 只 讨论 对 应 用 来 说 最 重要 的 情况 ,色相 面 是 

普通 平面 的 情况 ， 以 后 在 下 册 第 七 章 中 ,将 以 例子 的 形式 ,来 讨论 
对 力学 具有 重要 意义 的 相 柱 面 ,而 在 下 册 第 八 章 中 , 还 研究 一 些 有 
多 叶 相 面 的 系统 ， 


$1. 相 平面 上 的 相 轨 线 与 积分 曲线 


我 们 将 研究 两 个 自治 的 一 阶 微分 方程 的 组 ": 


£ — PGz, у), A = Ql, у), (5.1) 


它 描述 的 是 基 一 二 阶 动 力学 系统 的 运动 ， 并 假 没 这 个 动力 学 系统 
的 状态 ,相互 单 值 地 .连续 地 对 应 于 相 平 面 z, y 上 的 点 . ХА 
Р(х, у) 与 Q(x, у) 7 在 整个 相 平面 上 ) 是 解析 的 2 

关于 微分 方程 组 之 解 的 存在 性 与 唯一 性 的 科 希 定理 条 件 《 见 


““ 环 面 ?是 玉石 手镯 形 物 体 之 表面 一 一 译 普 洗 ， 
D 应 指出 ,如 亲 我 们 有 一 个 二 阶 方程 六 二 fC, zy, ВЕКИ s — y, 总 可 以 把 
EEI 2 = y, p= Ку) OEA, B (5.1) 的 形式 . 
2) ЕЖЕ Pr, y) 与 0Cr, y) 解析 ,内 是 为 了 莘 化 证 朋 . 这 一 雪 求 ,可 以 转 这 些 
函数 疗 在 一 定 芥 次 全 在 许多 情况 下 是 一 阶 》 的 连续 偏 导数 的 比较 弱 的 点 求 来 代 
Ë. 
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"ЕЕ D, 对 于 方程 (5.1) ВАННЫ, МАРЕ РА 
组 : х = rU), у = уб), ЖЛ (5.1) 与 给 定 的 初始 条 件 : H 
г t Ff. z— my》 一 和。 因为 解 依赖 于 初始 条 件 , 政 有 时 为 了 着 
理 表示 这 一 关系 ,我 们 将 把 解 写 为 下 列 形 式 : 

x = ФСЕ bl ха, Y), Y = ФОР hl ra, О. (5.2) 
ЕЖЕ, p 与 中 不 仅 是 时 间 z ПМ, НЕ ВЕНЕ 
森 的 举 标 хо, y, НУМ ТРА К. 

我 们 可 以 把 任 一 和 解 55.2 (具有 给 定 的 zo, yo, и) 看 成 基 相 平 
х. у 上 上 某 一 曲线 的 参数 方程 ,在 给 定 系统 的 运动 中 , 租 点 将 洛 这 
一 曲线 运动 。 按 照 我 们 所 用 的 术语 ,这 种 上 曲线 就 称 为 相思 线 . 


= 


积分 曲线 (5.2) 


bat 


«аў 


сја 


图 213 


D HAH T Е (5.1) АНЕ, РЕТРО БОЕ X X Rh E zT 
实际 上 , 令 * == Фу хо, vo), y = СР: xa, y.) Е CG. D ЕЕ: 
МЕН, x = хо, y = ye 的 解 ; 显然 ,函数 多 与 站 县 这 样 的 ,对 它们 来 说 有 : 
pei; хо, 59) Z хо 与 ECD, ха; Ya) = yo, 因为 方程 好 .13 EARN CtoS hi 
— Rro 不 明显 二 依赖 于 时 间 2), А (5.2) 是 它 的 解 ， 它 
ОСЕТНО А ВТАА ФЕ: г л р, х хо, у = уо ВУНЕ, 
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ЗЕ, RIETER (5.2) 看 成 是 空间 x, y, :中 的 曲 
线 方程 一 -看 成 是 方程 组 (5.1) 的 积分 曲线 的 方程 ， 很 明显 ,每 条 
相 轨 线 都 是 空间 z, y, : 中 某 条 积分 曲线 在 相 平 面 上 的 投影 ?， 并 
且 , 由 方程 (5.1) 的 自治 性 ,其 所 有 具有 同一 的 ro yo BAREN 
n BIRAR (5.2), 在 空间 z, y, + 中 形成 母线 平行 于 z 轴 的 柱 
m, 因此 。 投影 到 相 平面 上 就 是 同一 条 相 轨 钱 (图 213)， 换 句 话 
说 ,每 一 条 相 轨 线 对 应 于 动力 学 系统 的 一 个 运动 的 集合 , 这些 运动 
都 通过 同一 个 状态 ,但 彼此 间 的 起 始 时 间 是 不 相同 的 ， 

因为 方程 (5.1) 清 足 科 希 定理 的 条 件 , 那 末 通过 空间 z, y, :的 
每 一 点 ,只 有 该 方程 组 的 一 条 积分 曲线 , 亦 即 ,空间 z, у, 中 的 积 
分 曲线 不 可 能 相交 。 同 样 , 下 方程 (5.1? 的 自治 性 可 知 。 相 轨 线 也 


t t e p a y О a В 


为 了 说 明 我 们 区 上 所 说 的 , AA F EIA F. RAR 
Р(х,у) 与 О(х, y) ERTA Ge, y) ERSTE, ВЖЕ (5.1) 
就 有 解 ， x == z, у == у СПАЛЕН x, у, r ri, 有 平行 于 上 轴 的 积 
分 直线 ); 对 应 这 一 平衡 状态 的 相 轨 线 ,就 是 一 个 《孤立 的 ) А. Я 
据 已 指出 的 丰 轨 线 的 性 质 , 沿 其 他 租 轨 线 运动 的 相 点 ,在 任何 有 限 
RJ z 时 ,都 不 能 到 达 平衡 状态 ， 完 全 相间 ,不 在 极限 环 土 的 相 点 ， 
在 任何 有 限时 间 之 内 ,也 不 可 能 到 达 极 限 环 .上 。 这样 ,在 右 端 满足 
科 希 定理 条 件 的 方程 (5.1) 所 措 述 的 系统 中 ,要 建立 起 平衡 状态 或 
建立 起 周期 北 动 , 只 能 是 渐 近 的 5 只 当 一 + co 时 ). 

如 果 拒 方程 GO 中 的 两 式 相 除 , 销 去 时 间 , 便 得 到 一 个 一 阶 
方程 : 


1) 积分 曲线 (5.2 在 平面 z, 上 5 y, г ЕЯ, DA, 就 是 系统 的 这 一 
AAN х 5 y ИНЕТЕ. 

2) 事实 上 ,网 如 ,如 果 通 过 相 平 面 上 的 某 点 【xy уж) AAi, 那 未 , 就 将 有 
方程 (5.1) 的 阿 条 不 同 的 积分 时 线 通 空间 x, y, + R $Ë x = z*, y = уж Е 
т Е: СЕЙ 

ATHER TEH, WEEER R E, EARRA + = PCx, y, D, 
y = Ох, у, 站 的 积分 曲线 , ЯНИЕ, EEN х, у, RRAZ. 但 在 平面 
x,y 上 的 投影 一 般 地 将 是 相交 的 . 
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dy _ Ох, у) . (5.3) 
dx P(x, y) i 


在 许多 情况 下 ,这 个 方程 都 比 二 阶 方程 组 (5-1) 更 容易 积分 ， 这 一 
方程 的 解 y = у(х: C) (或 隐 式 的 Flr, у) = C), 其 中 C 是 积分 
常数 ,给 出 一 积分 曲线 族 , 亦 即 给 出 平面 x, у 上 的 曲线 族 , 其 上 每 
一 点 都 有 着 由 方程 C5.3) 确定 的 切线 斜率 2"。 把 科 希 定理 用 于 方程 
(5.3), 可 以 还 明 , 由 于 函数 PCx, y) 与 Ole, у) 的 解析 性 ,除去 使 
方程 失去 意义 的 琳 点 外 ,通过 平面 x,y 的 每 一 点 ,有 一 条 且 只 有 一 
条 方程 (5.3) 的 积分 曲线 在 所 研究 的 情况 中 , 奇 点 只 是 使 PCx， 
y) = 0 О(х, у) 一 0 的 点 , ХВИ, 系统 《5.1) 的 平衡 状态 ?， 在 
这 些 点 上 , 积分 有 曲线 是 可 以 相交 的 ， 

很 容易 看 出 ,每 条 相 轨 线 都 是 积分 曲线 ,或 者 至 少 是 它 的 一 部 
分 ,而 不 通过 奇 点 的 积分 曲线 《 束 它 的 弧 眉 必定 是 相 轨 线 ， 另 一 
方面 ,通过 奇 点 的 积分 曲线 总 是 由 几 条 相 轨 线 组 成 的 ， 同 时 ,积分 
较 简 单 的 方程 《5-3), 并 求 出 其 积分 曲线 , 我 们 同时 就 得 到 了 相 平 
ОНИ. 相 轨 线 可 以 是 页 点 《平衡 状态 ), 不 通过 奇 点 的 
积分 曲线 , 和 两 个 奇 点 闻 的 (或 在 奇 点 与 无 限 远 间 的 ) 积分 曲线 线 
В. К, 积分 曲线 (5.37 不 能 给 我 们 指出 入 点 沿 求 出 的 相 轨 线 之 
运动 的 方向 ,因为 其 中 铺 去 了 时 间 。 相 点 运动 的 方向 要 由 方程 
(5.1) 来 确定 . 


52. 一 般 形 式 的 线性 系统 


先 研究 (5.0 型 的 最 简单 的 动力 学 系统 ,也 就 是 出 两 个 一 阶 线 
性 微分 方程 | 


和 一 ах + Èy, 全 一 cx 十 dy (5.4) 
t 


р 以 后 我 们 将 积分 曲线 理解 为 方程 (5.3) 的 积分 曲线 . 
还 要 注意 到 ,两 条 相互 为 解析 下 拓 的 油分 方程 C5.) 之 解 的 曲线 ,虽然 通过 
使 方程 兴 去 意义 的 点 ,通常 仿 称 为 是 一 条 积分 曲线 . 由 如 , 症 方程 (5.35 可 以 求 
积 的 铺 训 中 ,我 们 自动 地 就 得 到 了 对 应 于 这 样 理 解 之 积分 曲线 的 解 , 
2) 其 证 明 与 航 简 单 的 保守 系统 中 所 帮 的 证 明 ( 见 第 二 章 纤 2) 完全 相位 . 
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所 描述 的 系统 , 其 中 а, b. с, 是 常数 , 同时 * 与 ?我 们 恨 定 是 相 
ЗТ САВАК ILER. 


我 们 知道 ,方程 组 C5.42 的 通 解 是 4 
х = Сем! + Cie, | (5.5) 
y = C.a et 十 Caer, 
ел 与 4; 是 特征 方程 
ACs + d) + (ad — Ре) = 0 (5.6) 
УЯ, ПОРА ВНУКА ЛЕ В” n Ej к, 决 定 于 关系 式 : 
а — À, + к = D, | (5.7) 
c + (а— А) 6 
(“二 式 组 成 相 容 的 方程 组 ,因为 1, 是 特征 方程 的 根 ?或 
r a с А а Е 
в“ = д "осы 9 
注意 到 
ик, 6 ая Я и 
b b 
K А 
кк = А274. ата 一 二， 
РА b È 
因此 ,分 布 系 数 是 方程 
Бк? + (a — d)& с = 0 (5.9) 
的 根 . 


我 们 将 不 研究 运动 (作为 时 间 冰 数 ) 特 狂 和 特征 方程 之 根 的 特 
性 间 的 依赖 关系 , 在 1 与 * 是 复数 的 情况 下 ?, 也 不 挡 解 化 为 实数 
形式 ,而 直接 地 转 入 分 析 相 孚 面 上 可 能 有 的 轨 线 的 特性 . 
为 此 ,利用 在 第 一 章 中 对 a = 0 的 特殊 情况 曾 用 过 的 那 种 线 
性 齐 次 举 标 变换 。 也 就 是 用 线性 齐 次 变换 
Е = ах + Ву, gq = yx + 8y, (5.10) 


ОБИТ, ЛА. 
D ЖЕН, Ca — dy + Аре < 0, ШАБ карн, 
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就 可 以 把 方程 组 《5.42 ЕВЕ ЕР: 


dE d 
S = š, TL = Ат, 5.11) 


Hh 52, ВИНТИ КАВА. 
不 难 证 明 , 在 对 方程 《5.6) 的 根 所 作 的 假设 下 , 这 个 变换 总 是 
可 能 的 .被 分 变 的 公式 《5.10), 得 : 
dE a dx -8 dy., dn _ y dx + 5.45. 
d: dt dt dt dt dt 
将 基本 的 微分 方程 组 65.47 中 的 dr/ de 与 dy/ dz 的 表达 式 代 入 , 则 
得 到 关系 式 : 

¿(ax + Ву) = alar + Бу) + ВСех + dy), 

А.Сүх + у) = y(ax — by) + 8(сх + ау. 
比较 等 式 左 右 两 端 * 与 ?的 系数 , 得 出 四 个 对 g, В, у, 5 的 线性 
齐 况 方程 的 方程 组 : 

ala — AD + ge = 0, yla — А) + 8с 一 0， 

ша вау чае лоно} SD 
НХ ЕЕ y PE АГ E, REA e, В, y, 5 的 解 , Бы Ë 
需 是 方程 


A- (а t Ah + Саб — bc) = 0 (5.62 
的 根 ,， 亦 即 普 通 特 征 方程 的 根 ， 线 姓 齐 次 方程 组 (5.125 的 每 一 对 
方程 ,都 只 能 确定 未 知 量 间 的 比值 .第 一 对 确定 比值 в/в, 第 二 对 
确定 >/?。 因 为 按照 我 们 的 令 投 ,特征 方程 的 很 不 互 等 , 故 这 些 比 
HERES, КИПИА а, В, y, В 
B 
т 8 
这 个 行列 式 不 为 零 ,保证 了 方程 性 .10) 可 以 给 出 zx БУВ, МП 
КИЕТ ЗАНОНЕ ДАВЕ, 这样 ,我 们 看 到 ,在 非 退 化 情况 下 *, 把 
系统 变换 为 正 刚 形式 总 是 可 能 的 ， 


行列 式 | S | 去 0 的 情况 称 为 非 过 化 情况 ,否则 称 为 退化 情况 ,在 后 一 情况 中 。 
БОН, НН Аж, 
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Æ 0, 


我 们 来 讨论 可 能 出 现 的 各 种 情况 : 

1) À, 与 4 为 实 根 且 同 号 ， 这 时 ,变换 的 系数 是 实数 ,我 们 把 
KPE х, y 变换 成 实 平面 ,0 《我 们 将 在 积极 的 意义 下 来 解释 相 
НЕО. 我 们 的 任务 在 于 研究 变换 后 的 相 平 面 , x, 其 上 正 


则 方程 组 


2 = XË, 2 = h 6.11) 
成 立 , 然 后 在 原来 的 平 而 *,，y 解释 所 得 的 结果 , 
把 两 个 正则 方程 租 除 ,得 : 
F: = m =. (5.13) 
积分 这 个 方程 , 求 出 : 
n = с", дф а=, (5.14) 


约定 以 表示 特征 方程 的 根 中 模 数 较 大 的 一 个 《显然 , 这 并 不 使 
讨论 有 失 一 般 人 性 ). 这 时 ,由 于 4: 与 я 
LAS, 2 > 1, 故 积 分 曲线 是 抛物 
线 型 的 《图 214)， 所 有 的 积分 曲线 
СТУК, ПО 轴 对 应 于 C= 二 00) 都 
ЖАЫ Б НИН), 5 НН Е 
У (543219342). НН. ЕЕ ¿ 
是 寄 点 .我 们 知道 它 是 一 个 结 点 型 
的 奇 点 .不 难说 明 相 平面 上 运动 的 
Е]. 

АП. А. 5, ААУ, ЯЖ. 从 
方程 《5.117 ар S, | E| 35 || BË . 
时 间 而 减少 。 相 点 随时 间 增 加 布 向 图 21 
坐标 原点 接近 , 但 是 在 有 限时 间 内 , 总 不 会 到 达 原 点 , 因为 在 整个 
УЕ, 上 科 希 定理 成 立 , 员 "到 达 原 点 " 却 是 与 科 希 定理 矛盾 的 . 
由 此 可 见 , 坐标 原点 是 个 稳定 的 结 点 。 如 果 А, 与 如 是正 的 , ЭЖ 
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随时 间 的 增加 ,15| 与 17| 增加 ,而 相 点 将 远离 坐标 原点 。 因 此 ,我 
们 得 到 不 稳定 的 结 点 . 

现在 反 过 来 看 祖 平 面 z, у. 我 们 知道 , 这 时 积分 梧 线 之 性 状 
的 一 般 性 质 ,在 平衡 状态 附近 并 不 改变 , 但 是 积分 时 钱 在 奇 点 的 切 
线 已 经 不 与 人 举 标 轴 重 合 。 在 平面 +, y Е, 阐明 积分 曲线 在 奇 点 的 
切线 方向 是 很 重要 的 。 因 为 在 平面 5 n E, Bh š — 0 82 = 0 BË 
是 这 样 的 切线 ,所 以 ,只 要 说 明 平面 x, y 上 的 什么 育 线 对 应 于 平面 
Е, 上 的 直线 5 一 0 与 4 一 0, 就 能 回答 这 个 问题 . 从 方程 《5.10》 


可 知 , 轴 Е СОХО y = 0) 在 平面 z, y 上 对 应 于 通过 举 标 原点 
的 直线 
yx + бу = 0, й у= – та, (5.15) 
其 解 系 数 是 《根据 (5.12 
y _ с Я — А, 
Є == = 一 一 一 
Ë a — А РА 
AHE, qh СЕ £ = 0) EEE z. y 上 对 应 于 直线 
ах + Ву = 0, % y= а, (5.16) 
这 一 直线 也 通过 原点 ,但 角 系 数 不 同 : 
x є й — À, 
ка == — = == 
б a 一 А ё 


不 难看 出 ,这 些 直 线 的 角 系 数 就 等 于 由 关系 式 (5.7 或 (5.8) 确定 
的 分 布 系数 所 与 £2, 因此 ,可 以 当 作 方程 C5.9) 的 根来 求 . 
Ну = ка 153 y = кох, 一 方面 是 方程 
| dy _ сх + dy 
dy ах + Фу 
的 积分 曲线 尺 与 直线 5 一 0 д = 0 是 方程 4m/4d# = an/E 的 积 
分 曲线 相似 )， 另 一 方面 ,第 一 根 坪 线 (对 应 于 平面 $, п 上 的 轴 E) 


1) Юу Kue 或 了 一 ках 都 不 是 一 条 雪线 , 而 是 由 三 条 轨 线 组 成 的 《两 条 是 向 
着 或 背 着 平 入 状态 的 运动 ,一 个 就 是 平衡 状 态 本 锯 )， 
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还 是 所 有 的 积分 曲线 的 切线 , 除了 直线 y 一 eax КУ. АГЕ 
的 讨论 ,不 难得 出 当 л, 55 2, 是 实数 且 同 号 时 ,在 一 般 情 况 下 , 相 轨 
线 在 稳定 的 《图 215) 或 不 稳定 的 《图 216) 结 点 附近 的 特性 . 


£ 
Ия 
“R Ру 
š 

图 215 图 216 


也 是 实 的 .平面 号 了 上 的 正则 组 也 出 桩 是 


2 = xš, 21 = Аа, (5.11) 
不 过 现在 1, 5 1, 不 同 号 . 
相 平 面 上 曲线 的 方程 是 
和 Vi 3 
doat, Ah = Hal, (5.17) 
积分 这 个 方程 , 求 出 : 
y= СЕ|, (5.18) 


这 个 方程 决定 一 个 双 曲 线 型 的 曲线 族 ,以 两 个 坐标 轴 为 渐 近 线 ( 当 


1》 对 于 积分 曲线 连续 统 СЕЗОНЕ, НЫНЕ РУКИ А, 其 方向 
n RETRA (5.7) 或 5- 由， 刘 乐 积分 曲线 在 结 点 的 毁 线 方向 , 不 预先 从 
等 征 方 程 的 解 来 确定 ,和 作 为 方程 (5. 急 的 根来 确定 , 那 末 积分 曲线 的 切线 方向 
显然 对 应 于 使 式 |a 十 Bx1 有 较 小 值 的 根 к, НН (5.7), А, = a + В. 
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а = і hk, 便 得 到 普通 的 等 边 鸡 曲线 7， 举 标 轴 在 这 个 情况 中 也 是 
积分 曲线 :它们 是 通过 坐标 原点 的 唯一 的 两 条 积分 曲线 (图 217). 

坐标 原点 在 这 里 当然 也 是 奇 点 。 我 们 知道 ,这 就 是 所 谓 的 “对 
点 "型 的 奇 点 (在 山地 的 鞍 形 区 附近 的 水 平 线 就 但 这样). 

程 据 已 有 的 知识 ,在 这 一 情况 下 ,可 已 说 明 相 点 在 平衡 状态 附 
近 沿 相 轨 线 运动 的 特性 ， 俩 如 , Ф А > 0, u L, < 0, А, ZE š 
加 上 的 相 点 将 远离 坐标 原 各 ， 醒 在 痢 误 上 的 就 将 无 限 池 接近 坐标 
原点 ,但 在 有 限时 间 内 不 能 到 达 . НЕВЕ 1819918 щях 
相 轨 线 的 运动 方向 《图 2175. 


图 217 图 218 


我 们 已 经 知道 , 歼 点 型 的 奇 点 是 不 稳定 的 ， 现 在 同 到 举 标 x， 
y, 按照 多 次 应 用 过 的 讨论 方式 , 在 坐标 原点 附近 , 我 们 得 到 完全 
相同 的 轨 线 性 质 的 定性 图 象 《图 218). 象 前 一 情况 那 性 , ВЕ 
点 之 直线 ( 艇 点 的 分 界线 ) 的 骨 系 数 决定 十 方程 
Бк? + (a — dye — c = 0. 
当 ad — be 一 0 时 , ЖЕНЕ Л (5.6) 的 一 个 很 ОЖ А) 等 
TEAD, 这 就 是 古 究 过 的 结 点 与 靶 点 情况 之 问 的 边界 展 沈 . 
在 这 个 情况 中 , 方程 (5.42 大 端的 系数 互 成 比例 (а/с = b/d), IN 
1) 每 条 通过 坐标 原点 的 积分 真 线 痢 由 方程 组 (5.112 的 三 条 相 轨 线 组 成 :两 条 是 
ЕСА ЛЕВ, ТЕР. 
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而 直线 ax + 5y — 0 上 所 有 的 点 都 是 方程 组 (5.42 的 平衡 状态 . 
其 余 的 积分 曲线 组 成 角 系 

数 为 各 一 ¿/d 的 平行 线 | 

族 。 相 点 沿 这 些 青 线 或 详 7777 


近 平 衡 状 态 ， 或 离开 平衡 Z 
状态 ， 这 决定 于 特征 方程 < 


ЖА = = + 2 IJ — 


у 
符号 (图 21935, — EnA 
3) 2,3 ЕВ 222 
-一 — 


В. 不 难看 出 , 当 * 与 7 
是 实数 时 ,点 与 了 却 是 复 图 219 
PAI. 不过, 若 再 引入 一 个 中 间 变 换 

aTa tiot uti) 


(5.19) 


那 末 在 这 一 情况 中 ,也 可 以 容易 期 化 为 实 线性 齐 次 变换 , 给 a bi 
и, г LAR RUE, 就 可 以 证 朋 在 我 们 的 假设 下 , 由 z, у # z, v 的 变 
换 是 实 的 ,线性 的 . 齐 次 的 ,并 具有 内 于 零 的 行列 起. 

由 方程 C5.19), 49; 


S + = Са ib) Cu + р, 


L= a — jbo 1 = u — je, 


dt 
ЕН, 
d 
я = ан b; A = ar + Bz, (5.20) 


为 了 研究 这 个 微分 方程 组 , 先 来 分 析 积 分 曲线 在 相 平 面 上 的 形状 ， 
这 些 了 曲线 的 微分 方程 


< _ = >” + bti (5. 21) 
аи ан — Вы 


在 化 为 极 坐 标语 , 很 容易 积分 . 令 = rcosq, o = rsin ф. E3 
ЗЕЯ 7. P, 得 : 


1) 8 215 上 表示 的 基 = ОН СНЕЖНЫЕ. 
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从 此 方程 ,得 到 : 


r= Ce’ (5.22) 
这 样 , 我 们 看 到 , 和 相 平 画 e, e 上 的 积分 曲线 族 是 对 数 螺 钱 族 , 每 条 
螺 线 都 以 坐标 原点 为 渐 近 点 .坐标 原点 是 焦点 型 的 奇 点 (图 220). 
我 们 来 说 明 相 点 沿 相 轨 线 之 运动 的 特性 ， 拒 方程 (5.20 中 的 
第 一 个 方程 葬 и, ЖЖ *。 再 相 加 , 恒 得 : 
le ар, Sh omit», (5.23) 
2 dt 


这 样 , 当 а, < 9Ca = Вед), 相 点 连续 地 趋 近 于 坐标 原点 , 但 
在 有 限时 间 内 不 能 到 达 这 一 点 《 因 这 和 科 希 定理 矛盾 ), 这 也 就 意 
味 着 , a, < о, ия НИЕ. 


y y 


ЕЧ 220 Р 221 


如 果 а > 0, ВН ЯН ВЕ BS F 35 EAP А; ПЛ ЈЕ А В ЈЕ 


当 从 平面 ww и НИ ЖЕНЕ х, у У, ХАН, 
不 过 有 所 变形 (图 221. 
Пуна ЕН + š = RREA E БЗК, АНИ НЕХ СЯ 
有 切 点 ?的 闭 曲 旨 、 这些 加 过 这 到 平面 x+, y ЕВЕ. 
Ву + (2 — dry — er == E 
РАНЕ = Pad А ИМНЕ Г ях p PesH (5.45 之 相 轨 线 的 无 切 环 . 
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当 a = D hi, Иры, z БУНЕВ АЦА и? + р? = 常数 ,在 平 

E х, у БАРНА 

by? + (а — d)xy 一 cx 一 常数 
(注意 , 33 2 + d == 0 if, Ж а, 一介 ,在 这 一 情况 中 , ВИН 
型 的 《图 222). 

现在 综述 一 下 我 们 研究 的 结 
R. 在 我 们 研究 的 一 般 的 线性 系 
Hh, 在 非 退 从 的 精 沈 下 《 亦 即 当 
ad 一 be = 0 FPD, 可 以 按 特 征 方 程 
的 根 的 特性 ， 把 平衡 状态 分 为 六 种 
类 型 : 

1) 稳定 的 结 点 《4 与 1, ЕЙ 
实数 ); 

2) 不 稳定 的 结 点 GA 与 AL, 是 图 222 
ERO; 

32 EA СА 与 入 是 异 号 的 实数 ?; 

4) 稳定 的 焦点 (hi 与 ЕН, Н Кед < 03; 

5) 不 稳定 的 焦点 СА 与 如 是 复数 ,是 Re > 0); 

62 中 心 (2, 51, ВМ. 

前 五 种 平衡 状态 是 “ 粗 的 ”， 当 方程 GO 右 端 有 充分 微小 的 
改变 时 , 其 特性 不 改变 (方程 的 右 端 及 其 一 阶 导 数 的 变化 都 微小 
BJ), 

ан Е ERR A E ERRA, ЭП 
下 方式 清晰 地 表示 出 来 . 

引信 记号 : 


a b 
с = — (atd) AS , 
с d 


这 时 ,特征 方程 化 为 


£ 


А +01 + А = о. (5.24) 
对 于 不 同 的 与 和 有 不 同 的 很 УА. УЖДовВАЯНЯЯ 
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= ЛА, Е Еж м РАЗА BS X 
3 СЁ 223). 
PEE Н, FARAR АЈДА РЕ М 35 4, НАЗ. ПА, 
Кии У ДЗЕД ЛЕ А: z > 0: A > 0。 在 这 个 
А 图 上 上 ， 这 些 条 件 对 应 于 
AN 分 布 在 第 一 象限 中 的 
SS 点 。 WR h БА ES 
Ñ PETA -= 数 , 奇 点 是 焦点 型 的 . 
P ii 4 Ущо, А LEA 
< о, 即 在 抛物 线 
а? = 4А 内 部 的 点 满足 
这 个 条 件 . о = 0, 
А 之 0 对 应 中 心 型 的 奇 
АК. ЖИ, Я 2—0, 
À, 与 h УР ЗСК Pay a Н ОЧ, Е. а RNE 
得 了 把 参数 o, 么 的 平面 划分 为 对 应 于 不 同类 型 平衡 状态 的 区 域 
HEAR GH 223). 如 果 线 姓 方程 组 的 系数 a, b, с, d 依赖 于 某 个 
参数 , 那 未 当 这 个 参数 变化 时 , o 与 和 也 相应 地 改变 。 这样, 在 平 
Ша, 叉 上 ,我 们 将 有 一 条 曲线 , 它 在 参数 的 某 些 分 核 值 上 ,以 一 个 
区 域 过 流 到 另 一 个 区 城 . 从 图 上 可 以 看 出 这 种 过 流 是 怎样 发 生 
的 . 如 果 除 去 特殊 情况 《通过 坐标 原点 ), 那 末 不 难看 出 ,鞍点 会 过 
ИЕ ЖЕНЕ: 稳定 的 结 点 可 以 过 渡 到 鞍点 或 稳定 的 
焦点 ,等 等 .我们 指出 5 忆 后 要 用 到 ?, 等 根 的 情况 对 应 于 结 点 区 与 
焦点 区 之 间 的 边界 ， 如 果 线 性 方程 组 的 系数 依赖 于 两 个 参数 , 那 
未 通常 作出 这 些 参 数 的 平面 ,然后 存 这 个 参数 平面 上 , 夯 出 对 应 于 
我 们 刚 讨 论 过 的 分 区 图 的 图形 , 最 为 合适 . 


F TEES A 
' 


图 223 


4 3. 线性 系统 的 例子 


我 们 举 两 个 电路 的 例子 来 说 明 上 述 线性 系统 的 平衡 状态 的 类 
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以 ,这 两 个 电路 ,在 相应 的 简化 假设 下 ,可 用 线性 微分 方程 来 找 述 ， 
改变 其 中 的 奢 数 就 可 以 得 到 任何 类 型 的 平衡 状态 。 
З.Р ЕН В 在 第 一 章 (S 7, 第 2 小节 ) rh, 
我 们 已 经 把 这 个 电路 当 作 具有 “推力 ”的 系统 ( 当 RS, > 1) 的 例子 
讨论 过 了 .现在 我 们 玉 研 究 , 当 工 作 点 在 四 极 管 特 性 曲线 下 降 段 
时 , БАРЫ ЕЕ КИЛЯ Е. 对 于 这 种 电路 ， 可 
得 (见方 程 0.70) 以 下 二 阶 线 许 微分 方程 : 
гс“ 


дг? 


-+ [RE — LS,] = + [i — 5] = 0, 
£ 


如 果 引 人 无 量 纲 时 间 w = oz, НН о, = UV LC, 及 无 量 岗 参 
žr r = WKE, s = ооб, 便 化 为 
ü + (r — òa + (1 — ғғ) = 0 (5.25) 
《这 里 字母 上 的 点 号 代表 对 新 的 无 量 纲 时 间 的 微分 》。 
特征 方程 
А? С oA 4 С eor (5.26) 
Ао, DI BraS ВЕ L SE T tB, 6 2: $£ 5s 
Во. ГІВ КА, ПЕЕ НОСА НОСЫ ЕО 
RIEA) РЕНТА РИН АНЕ НН FEE: Ево Rh sz 
衡 杖 态 的 区 域 (图 224). ; 
当 ps > 1， 亦 即 在 双 曲 
#6 rn = 1 E, 特征 方程 
(5.26) 有 异 号 的 实 根 , 亦 即 ， 
平衡 状态 是 鞍点 . 当 
(r 一 ғ) < 4(1 — ғғ) 
或 


м 
ое 
to 00 


{+ 
时 , 亦 即 , EER к + ;= 2 
以 下 的 参数 值 ， 特 征 方程 有 图 27 
复 根 , 这 时 , 平衡 状态 是 焦点 ， 在 这 一 直线 与 双 曲 线 +; — 1 之 间 
的 参数 值 的 区 趟 中 ,平衡 状态 是 结 点 ， 结 点 或 焦点 的 稳定 性 ,我 们 
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rewi? 


己见 到 过 :决定 于 特征 方程 中 4 之 一 次 项 的 系数 的 符 怠 : 就 是 说 : 
当 + 之 :时 , 结 点 或 焦点 是 稳定 的 ,而 当 r < s 时 ,是 不 稳定 的 . 于 
是 ; 直线 r == : 到 与 双 曲 线 r+ == 1 的 交点 的 一 段 , ННЯ EZ 
点 右边 的 一 段 , 组 成 振荡 器 的 稳定 区 域 的 边界 ， 如 果 平 衡 状 态 不 
稳定 , 那 末 负 阻 管 振 荡 器 会 走出 这 个 平衡 状态 的 邻 域 .但 是 ,利用 
线性 方程 ,我 们 不 能 肯定 振荡 器 中 会 建立 什么 样 的 状态 . 


图 225 


2 万 能 "电路 作为 一 般 线性 系统 的 第 二 个 例子 , 我 们 取 
所 请 的 “УВЕ” ЕН, 8910271, 如 图 225 所 示 , 图 226 是 它 的 等 获 电 路 , 当 
然 这 是 经 过 适当 的 理想 
化 , 特别 是 “线性 化 ”所 得 
到 的 . 就 是 说 , 我 们 把 两 
个 电子 管 的 特性 曲线 都 当 
FEER. ROB RE 
一 次 地 指出 过 ， 这 种 假设 
只 有 当 电 子 管 帆 压 在 小 范 
围 内 变化 时 才 有 意义 ， 因 
此 ， 利 用 线性 化 我 们 不 可 

能 考虑 在 变数 变化 的 整个 
Ë 224 区 域 中 的 系统 的 性 状 . 不 
过 在 一 定 的 有 限 区 域 中 ,我 们 可 以 认为 系统 是 线性 的 ,而 系统 的 性 
状 在 这 区 域内 将 能 得 到 正确 的 措 述 ， i 
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ЖК, RiR 99 ТАТЕ, ARRS SREM. 在 这 种 简 
化 假设 下 НЕКОЕ, АХ — ARORA 226 中 的 符号 ?得 
出 下 烈 方程 : 

ri = M — tti, 


RÜ, 十 г) + я + Fala == Bas 


Ci < = is (5.27) 
Ч . - 
z ар = h — гуу 


同时 ,在 线性 近 亿 中 (对 于 邻近 于 平衡 状态 : a = ¿= 0, z = о 
状态 ) 

ia = in — 8н = ia i (кур t raD 
其 中 5 是 电子 管 组 《有 公共 阴极 电阻 R, ATE Л, 与 Ло) 特性 
曲线 的 下 降 段 在 工作 点 (在 平衡 状态 中 ) 上 的 互 导 的 纺 对 值 ， 对 时 
闪 微 分 前 两 个 方程 ,并 利用 后 两 个 方程 和 电子 管 ,之 屏 流 的 表达 
ARTESA FEH 0 与 己 的 两 个 一 阶 (4 线性) 微分 方程 : 


1 а. 1 
— + Ja + 


За С, С, С, із 
аё ri ? (5.28) 
5.28 
11 | 
di _ [= 一 К (с 1 + -可 | i + (RS 一 рде 


ВА k= RS Z 0, r= ет ие SAD, 得 : 


ан — (= + 2) + 2 


dr (1 — #)» (5.29) 
dis _ [£ (EDERT klat RDE 
di z — r D 


作出 线性 微分 方程 组 45.297 RHEA ВЕР SE W 点 (平衡 状态 
Ір = = 0) 的 特性 : 


CCl — 8)>[R — В+ — 13122 
+ [R(C, + С.) 一 (k — 1D)#(C, + вс) + 1 = 0. 

(5.30) 

У С5.30) 的 根 A 的 特性 以 及 奇 点 的 特性 , 依赖 于 电路 的 四 个 天 

ВЕ k, f, R/r 与 Ca/Ci。 取 这 些 参 数 的 各 种 值 ,就 可 以 得 到 

В ЕН Пр, РЕНА НЕЕ НА В 是 变化 的 

参数 C& 可 以 用 变化 3 来 改变 , В 用 改变 电位 计 r 之 滑动 接点 的 位 
置 来 改变 ) ,而 参数 R/r 与 C,/ C 假定 是 固定 的 。 

EERE k, 8 划分 为 对 应 于 一 室 类 型 末 点 的 区 域 ( 图 
227]， 首 先 : 5 Kk == 0 时 , 得 两 个 负 实 根 , 即 稳定 结 点 型 的 奇 点 "， 
这 也 是 应 该 得 到 的 ， 因 为 
3 & = 0 时 , 电子 管 组 不 
起 任何 作用 ,而 没有 电子 
管 时 ， 由 电容 与 电阻 组 成 
的 电路 中 ， 便 只 可 能 产生 
误 减 的 非 周期 振荡 ， 即 只 
可 能 存在 稳定 结 点 型 的 平 
衡 状 态 ， 其 次 , 当 
R 


r 


н +2 &>1-+ (5.31) 


时 , 妃 的 系数 是 负 的 ,因而 
ЕЯ СОБ 
КУН: k= 1 + (R/rB) 
的 双星 线 )， 在 双 曲 线 

m 227 以 下 的 点 ， 对 应 结 点 型 或 
焦点 型 的 奇 点 。 在 这 一 情 


D 实际 上 , 当 K = ORF, 如 与 入 的 系数 都 是 正 的 ,方程 的 判 得 式 也 是 正 的 : 
ГЕСС, + Ca) + (C, + ВС] — А.С ~ AYIR + дк] 
= [CCR + r) CRT Ar] + 4CG.C,[R + Br]: >> 0, 
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吏 下 , 奇 点 的 稳定 性 决定 于 2 J Shi. ВЕ ХАННА 


R Ci + C, (5.32) 
r C, + ЁС; 


上 为 零 , 而 在 双 曲 线 上 方 是 正 的 ,下 方 是 负 的 .因为 0 =< 8 < 1, 


1 Ci С, 
B  cC,+ ac; 


双 曲 线 (5.322 ERER А = 1 + CR/r8) АЕО, ВА, 
电路 自 激 的 边界 。 
划分 实 根 区 与 复 根 区 (划分 关 点 区 与 焦点 区 ) 的 边界 , 决定 于 
特征 方程 《5.302 的 判别 式 等 于 零 的 条 件 : 即 条 性 
[RCC + Ca) = Ск т ВСС вс) 
— 46.651 — РВ — А — 12] = 0, (5.33) 
由 方程 (5-33) 在 参数 平面 *, В 上 决定 的 曲线 , 不 难看 出 , 它 有 两 
RTR, 其 中 一 条 《不 稳定 结 点 与 不 稳定 焦点 的 边界 ) 在 双 曲 线 
(5.325 天 k = 1 + (R/Br) Z 8], 而 另 一 条 在 汉 曲 线 (5.32) 之 下 
方 , 加 和 一 0 之 上 方 ?.。 
如 果 自 油条 件 满足 ,并 且 奇 点 是 不 稳定 的 , 那 末 我 们 只 可 以 断 
言 系 统 会 离开 平衡 状态 ,并 可 以 确定 这 种 运动 的 特性 ,但 是 我 们 不 
能 对 系统 以 后 的 运动 作出 住 何 判断 ,因为 我 们 采用 的 是 线性 方程 ， 
分 析 过 万 能 "电路 的 非 线性 方程 ( 见 下 册 第 寸 章 $ 10) ,就 可 证 明 ， 
妆 满 足 自 激 条 件 时 ,电路 中 产生 自 振 : 3 k < kaw = 1 + (R/O 
СВОЯ, 4 В < Ван = R/r(&—1)) НЕВЕ Я 024 А > Ави 
(或 说 , 当 В > Вет) 时 ,有 不 连续 的 自 振 2、 注 意 在 后 一 情况 中 ,用 
我 们 的 简 疙 模 媒 ,不 能 反 觅 真实 系统 的 运动 规律 ， 在 这 个 情况 中 ， 
平衡 状态 邻近 发 生 的 “ 快 "运动 ,其 速度 不 是 确定 于 方程 (5.29), Ш 
D 事 卖 上 ,方程 的 刊 别 式 是 过 的 二 改 绪 项 式 ,在 输 点 一 0 与 双 曲 线 让 =1 (R/r8) 
上 为 正 , ПЕЖО (5.32) 上 是 负 的 ， 由 于 刘 别 式 对 天 的 依赖 关系 的 过 续 性 ， 
НИЯ (5.33) Кр ИЕ ЛЕ (5.32) 5 k = 1 + (кв мня 
8 (5.32) 与 轴 尤 == 上 之 间 的 区 域 ， 在 每 一 个 这 种 区 域 里 , 都 通过 有 曲线 (5.343) 


的 一 条 支线 ,因为 方程 (5.33) 对 每 一 个 8 具 确 定 两 个 点 的 根 ， 
2) 正 是 让 于 在 此 电路 中 , 既 可 能 有 过 续 自 振 ,也 会 有 不 连续 自 气 , 因而 得 名 “万 能 ” 
电 | 


k= 1 + 2 
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是 由 电路 的 微小 等 生 岂 容 所 确定 的 , ЗЕ АВ, А АБТ, 则 速度 越 
大 。 因 此 ,图 227 EZ & > 1! + CR/r8) 的 区 域 , 称 之 为 系统 离开 
УВАРОВА ЕЕ, 


54. 平衡 状态 ， 平 衡 状态 的 稳定 性 


研究 了 线性 系统 这 一 特殊 情况 .再 轩 到 由 两 个 一 阶 微分 方程 


ах dy 
= P = 5.1 
1 (x, у), + ОСх, y) (5.1) 


HERSH FASA А а, ВЕЗРУВУЖНЕНИЕ] E: E ТЕ х, y, 
其 中 * Уу ЕЛА. 
Ягр ЕР, ИАН Ре 
的 点 ,或 换 句 话说 ,必需 找 出 曲线 
Р(х, y) =0, О(х, у) = 0 (5.34) 
的 交点 。 我 们 知道 ,这 些 点 就 是 决定 积分 上 曲线 的 一 阶 微 分 方程 


dy _ Q(x, у) 

ае Ple, y) (5.3) 
的 奇 点 。 EDS LARA ГПА, 57 3 50 АЛЕН 
线 在 相 平 面 上 的 奇 点 ， 

现在 来 研究 平衡 状态 的 稳定 性 .重复 一 下 在 一 般 情 况 下 稳定 
性 与 不 稳定 福 的 定义 .如果 给 定 了 包含 平衡 状态 的 任意 区 城 :， 
总 可 以 找到 对 应 的 区 域 eCe), 使 得 位 于 区 域 3Cs) у (2и | =u y) 
HIBA. 无 论 何 时 ( 当 > b BP) 都 不 会 越 出 区 域 e, 那 末 这 个 平 
衡 状态 就 是 稳定 的 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 包含 平衡 状态 的 区 域 a, 
竟 找 不 到 具有 上 述 性 质 的 区 域 5(s), 那 末 这 个 平衡 状态 就 是 不 稳 
定 的 . 庞 卡 莱 2? 与 李 亚 普 诺 夫 中 给 出 了 研究 平衡 状态 稳定 性 的 分 
析 方 法 ， 我 们 将 曾 述 这 种 方 落 ,并 给 出 方法 的 理论 根据 ， 

取 平 衡 状态 Xos Yo Схо, ya 是 曲线 P(x, y) = 0 =; 与 QX r, y) = 0 
的 交点 ?来 研究 其 稳定 性 .因为 这 意味 着 ,我 们 要 研究 当 对 平衡 状 
态 有 偏离 时 的 运动 特性 。 所 以 为 推导 方便 起 见 , SAREE £, е 
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代替 变量 x, y, EXECHIA FERE A CE SIE ВЕ): 
x= 5, у у +, (5.35) 


按照 我 们 的 假设 。 РСх, y) 与 Оск, у) 是 解析 函数 ， 在 方程 《5.1 
中 把 变数 Ta y 换 为 变数 š; т. 得 : 


AÈ a + bn + Гры 5 L 2p 人 + Pam th, 


(5.36) 
2. = cË + dy + [gug + 24059 + фар +1, 
其 中 
a= P(xo уу), Ё == Ру(жь уз), 
Е = О, Саз, Yod, d= Оу(яа, 3), 
等 等 . 


有 严格 理论 根据 的 研究 稳定 性 的 李 亚 普 诺 夫 方法 如 下 。 达 去 
方程 (5.34) 中 的 非 线性 项 ,我 们 得 到 常 系数 的 线性 方程 组 ,所 谓 的 
一 次 近 们 方程 组 : 


SE ты, 4 = ¿+ dg, (5.37) 
dr dt 
内 要 知道 了 特征 方程 
а — À ë 
一 0 
| e ДА 
的 概 , 这 个 方程 组 的 解 立 刘 就 能 写 出 . 


李 亚 普 诺 夫 证 明了 : 如 果 这 个 方程 的 两 个 根 有 不 等 于 零 的 实 
部 , 屠 未 研究 弃 去 非 线性 项 而 得 到 的 一 次 近似 方程 , 永远 可 以 正确 
地 回答 关于 系统 (5.1) 中 平衡 状态 的 稳定 性 的 问题 。， 就 是 说 ,如 果 
两 个 根 都 有 有 贡 实 部 ,因而 一 次 近似 方程 的 解 都 衰 碱 , 那 末 平衡 状态 
就 是 稳定 的 ; 如 果 只 要 有 一 个 根 有 正 实 部 , 亦 即 , 如 果 一 次 近似 方 
程 有 增长 的 解 , 那 未 ,平衡 状态 就 是 不 稳定 的 . 

我 们 来 证 明 李 亚 普 诺 夫 的 这 些 结论 ， 分 别 考 具 2 是 实数 与 à 
是 复数 的 情况 . 

L 特征 方程 有 有 实 根 的 情况 。 ”我 们 知道 ,在 这 个 铺 况 中 ,一 次 
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2 8228 ЭЛЬ. АЕ АТКАРУ 
и == ë -+ ү, e= yË + ëm (5.38) 
ie AMEN EMER”: 


dt 

Нл 与 如 就 是 特征 方程 的 根 , 把 同一 个 变换 用 于 方程 给 (5.1), 
我 们 仍 得 到 非 线 性 组 

би 


a аа + Фын + 2pour d par + D), 
t 


(5.39) 


= = àw 十 (qua - 29и? + ар +- D, 


将 第 一 式 乘 以 и, BAREA о, 再 相遇, 得: 
— —— = нё + Аа + 0 == ФСи, о), _ (5.40) 


HP p = +, 

分 别 三 种 情况 来 讨论 : ¿Ú 与 L, ВЮ, А Ej A BEER, 
ре. 

1. 如 果 А 与 2, 都 是 负 的 , 那 未 不 难 证 明 , 曲线 Ф(и, s) = 0 
ЧЕКА — АО, ПОВЕТЕ x 一 Ф(к, o) 在 坐标 原点 有 极 
天 值 *， 由 此 可 知 , 包含 着 坐标 原点 , 存在 一 个 使 Ф(а, z) 二 0 的 
KIRS Oi u = 0, г = 0 ЯЬ, 因为 Aa, 0) = 0). 这 样 一 个 区 


1) 052. 这 里 只 是 把 代表 变 生 的 字母 改过 了 ， 

* Фи в) =0 的 点 Cu, 2), 亦 即 空间 Ce, z, z) ФИЗ ФС, 2) 与 平面 < 一 
的 交点 , 由 РС, у) 及 Cx, у) 的 解析 性 ， 知 ФС, 0) VERRE, S, E 
原点 邻 域 中 , 有 更 (wy о) == kue + Aa 十 … GR 5.40). 其 中 点 表示 不 低 于 三 

- L. 9$ Əp _ а 1. F _ EP _ 
次 的 项 ， 在 原点 上 : Ör Е" = Ü, Он? 2, ЕРЫ n Bue 9 
; 于 : OP TD (аф ү. @Ф _ 
所 以 原点 是 报信 点 ， 又 由于: S > = (3555) >o Sr = 222 0, F 
以 原点 是 = = Фи, р) 的 概 大 值 点 。 因 而 z = (и, e) 而 = 一 由 只 有 唯一 的 
公共 点 一 一 切 点 Ce = ü, z = 0) —— ЖЕ, 
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域 的 存在 ,使 我 们 能 立即 证 明 平 衡 状态 的 稳定 性 . 

设 给 定 一 个 含有 坐标 原点 的 基 个 区 域 s。 取 一 个 完全 位 于 区 
iR S 和 区 域 s 于 表 的 ， 以 坐标 原点 为 中 心 的 圆 为 界 的 有 限 区 域 作 
为 区 域 5 (图 228)*。 不 难看 出 , 如 果 便 
相 点 位 于 区 球 óe) 之 内 的 任何 地 方 : 那 
末 它 无 论 何 时 都 不 会 隐 出 这 个 区 域 ， 因 
而 也 不 可 能 到 达 区 域 : 的 边界 ,实际 上 ， 
对 于 区 域 $ 由 所 有 的 点 ,有 dp/ d: < 09; 
因 询 随 着 时 他 的 访 逝 ， 相 点 只 可 能 向 坐 
标 原点 接近 ， 这样, 这 个 平衡 状态 就 是 
接地 亚 普 诺 夫 稳 定 的 ， 并且 还 可 以 证 
HH, 平衡 状态 在 这 情况 下 , 是 新 近 稳 定 
#7. FED, 当时 间 无 限 增 加 时 , #B A WN 
近 地 移 向 于 平衡 状态 ， 实 际 上 , 因为 
g = s + о? ани, 从 初 值 e = ро 开始 单调 地 减少 , 那 
KA 29 оо FF, о BTE, 或 趋向 其 个 极限 alo > 0). 不 难看 
出 , 向 不 为 零 的 极限 的 趋 近 是 不 可 能 的 , Ч ЖЗ E EE SL 45 P Pj Cán 
Ж e Zo > p. {4/4 | > y > 0), 在 无 限 长 的 时 间 内 ,5 必定 
会 碱 到 任意 小 ,而 不 能 保持 为 正 ， 显然 PSE Е, 9 上 ,这 些 论 
断 仍 然 有 效 ， 对 应 的 平 痪 状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 的 , 而 平面 才 ， 
Y 上 全 于 平衡 状态 邻近 的 相 点 , 也 将 渐 近 地 接近 平衡 状态 . 

于 此 再 作 一 点 注 记 , 我 们 以 后 要 用 到 它 . 平面 #, r 上 完全 在 
KR S 以 内 的 每 一 个 加 都 是 “无 切 环 尺 或 称 , 斋 卡 荣 “ 无 接 环 ”cycle 
sans contact), 因为 所 有 的 积分 曲线 与 它 相 交 ( 当 5 л, ЖИВ", 
所 有 的 曲线 都 进入 其 内 部 ), 而 没有 一 条 与 之 相 友 。 我 们 可 以 作出 
整个 的 一 个 回族 ,它们 层 层 相 套 地 收缩 于 坐标 原点 ;这 个 男 族 可 以 

* 这 个 区 域 3， 显然 是 和 8 ARN, АЛЕН, 所 以 前 面 都 记 作 5Ce》 


一 一 译 者 注 . 
1) 除了 点 一 0 一 0 外; 不 过 如 打 相 点 原来 就 在 坐标 原点 , 则 它 将 在 原点 保持 
静止 


图 228 


Вы ЕЯ “S, 与 5,°——— Е, 
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ЖДИТЕ. KE SEE Е, я 上 ,这 个 图 形 是 怎样 的 ， 
为 平面 z, o ЕЯ ЕЕ, п 
上 对 应 于 类 加 ,所 以 在 平面 £, w 
土 便 是 层 层 相 套 的 并 包围 康 点 而 
АА Я АА НН НУНА Е, Et 
是 无 切 环 族 《图 229)。 如 果 想 点 
НЕКИМ C PE А] 
中 的 最 大 的 ), 那 末 它 必然 也 穿 过 
Е т НАА АЗ. 

2. 如 果 与 ВЕ, MRE ФСи, e) = 0 在 坐标 原点 
也 有 一 个 狐 立 点 , 不 过 曲面 z = ФС, 6) RETARA ЕЕ 
МЕ, 而 不 是 极 大 值 。 由 此 可 知 , 存在 一 个 包含 坐标 原点 ,并 使 
Pe, 6) > 0 ЙБ С 5) (Xá s == 0, o= О, AA 
ФС0, 0) = 0), 

我 们 证 明 , 在 这 个 情 帝 下 ,平衡 
状态 是 不 稳定 的 取 一 个 完全 在 区 
iks НН, В ХК 
作为 区 域 СЕ 230). р ПЕНН, 
不 能 选 出 一 个 包含 原点 的 区 域 5， 
使 得 位 于 这 一 区 城中 的 任 一 相 点 ， 
无 论 何 村 都 不 会 到 达 区 域 的 过 
界 . 我 们 采 有 再 反 证 法 .假如 这 样 交 
BEREE, SARAT =n 位 于 
这 个 区 域 中 的 不 是 坐标 原点 的 任何 
点 ,因为 对 于 整个 区 域 s (坐标 原点 图 230 
除外 >》 Ф(и, 2) = dpf 3: > 0, 所 以 相 点 随时 间 的 增加 单调 地 
离开 原点 ;直到 和 相 点 跑 出 区 域 $ 时 ,这 个 条 件 才 可 能 被 破坏 . 以 pp? 
ТОЕ z, = x би? + 2 8, 以 ое О е ИН и? и. 0 
К.И о = p 5 p = ог ХНУ, Ф(ы, oD CH ВАН dp/ AO 
有 一 个 正 的 下 极限 。 因此, 相 点 将 以 不 为 零 的 速度 离开 坐标 原点 ， 
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ИД 229 


而 在 有 限 的 时 间 内 到 达 区 域 s 的 边界 "这样 便 产生 了 了 矛盾 ,也 就 
意味 着 找 不 到 所 需要 的 区 域 5。 故 平衡 状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 不 稳 
xE BJ, 

ЗЕЕ Е, Br iy ЖЕНУ, ВП ЕН 
FH Е, я БЖ. 注意 , 在 这 个 情况 中 , 平面 £, 9 上 也 存在 层 层 相 
套 的 桶 贺 族 作为 无 切 环 族 。 位 于 充分 接近 平衡 状态 的 邻 域 中 的 相 
点 ,不 可 避免 地 要 离开 平衡 状态 ,而 与 押 有 的 无 切 环 相交 

3, 如 果 L, 与 入 ЯРУ, МНН ФС, 划一 0 在 坐标 原点 上 有 节 
点 ,而 曲面 z = Ф(и, Ея РЕЖ. ВО ЈАП, 
绕 原 点 依次 地 有 使 Ple, v) > 0 的 区 域 和 使 OC, о) < 0 的 区 域 
FE, БАТАА ЕЕ Д АА E ЭН pa, ЙО ВН 8 Фи, e = 0 
< 231). 


SR SS 


Z > > 


~、 


我 们 还 可 以 把 这 个 情形 扶 述 如 下 ; 环绕 坐标 原点 有 一 个 以 坐 
标 项 点 为 中 心 , 半 径 不 为 零 的 圆 ,这 个 到 和 时 线 Ф(и, v) 一 0 相交 
四 次 ;我 们 称 这 个 贺 内 移 区 域 为 区 域 5; KIR 5 ЗЕЕ ФС, р) = 0 
分 为 这 样 四 块 , ERER PC, e) >> 0, 另 两 块 中 O, о) < 0, 
我 们 证 明 , 在 这 个 情况 下 , 平衡 状态 是 不 稳定 的 ,只 要 注意 到 
dol qz? 在 平衡 状态 加 域 中 的 符号 就 够 了 .。 把 dpi dz 再 微分 一 次 。 


1) ЕЗ Btn, 0) 在 环 po S o = о. НВ РЯ ку > 0), Иен 
的 时 间 r < (05 一 po Yr. 
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并 把 微分 方程 中 的 dw/ dz 与 dv/ dt 月 其 值 代 入 , 便 有 : 
| ide Mie + А20 --- = ФКи, о), 
4 dg? 

AAEE, ВТЕ z 一 @,(u, 0) EBRAR МН. A, НЕ 
标 原 点 存在 一 个 使 Ф, (и, 0) > 0， 或 就 是 dep/ de > 0 BJ PS ER S, 
C u = 0, s 一 0 除外 ,因为 @.(0, 0) = 02. 

MERAMA. В АКЗС EC ER 5 SSC 5, РН, В 
圆 为 界 的 有 限 区 域 作 为 区 域 sy， 不 难 证 明 , 选 不 出 这 样 一 个 包含 
原点 在 内 的 区 域 5, 使 得 位 于 区 域 5 内 的 任意 点 的 相 点 ,无 论 何 时 
部 不 会 到 达 区 域 WAR. 

实际 上 ,没有 这 样 的 区 域 5 存在 ， 册 于 它 包 含 原点 在 内 , Ж 
必然 也 包含 使 Olu, 0) 2» 0 А. ЗН = Е, 位 于 区 域 
人 内 的 某 点 , 在 这 一 点 有 Pu, о) > 0, 也 就 是 dp/de > 0, 因为 
E i= nhi, dp/ de > 09, 又 因为 在 整个 区 域 5 中 , о/а > 0 
《选取 区 域 = ERR 5 之 内 ,而 区 域 5 不 能 有 在 区 域 e 之 外 的 部 
分 ), 那 末 我 们 的 相 点 开始 忆 增 加 的 速度 离开 坐标 原点 ， 并 在 有 限 
的 时 间 内 到 达 区 域 & 的 边界 ?。 这 就 导出 了 了 矛盾。 选 不 出 所 项 的 
СЕ о, 平衡 状态 是 按 李 亚 普 庄 夫 不 稳定 的 ， DA, TEE E, n 
于 的 对 应 的 平衡 状态 亦 是 一 样 . 

2. 特征 方程 有 复 根 的 情况 我 们 知道 , 在 这 一 情况 下 的 组 
性 组 , 可 以 经 过 实 线 性 齐 次 变换 化 为 

| < = а 一 ё, 22 = м у, 
Еф а 5 ё, АЗ ЫА 部 (А, = 2, НВ, da = ay — №). 
把 这 个 变换 用 于 非 线 性 组 , 便 又 得 到 非 线 性 组 : 
dii dr 


— = дур bw + --., — = же, + Ва, + "`... (5.41) 
dt Ф 


1) 特别 地 ,可 以 取 区 域 5 作为 区 域 f, 且 5 总 可 以 选 得 完全 在 区 域 s, 2 N, 

2) 不 难 估 出 这 个 时 间 т. 令 o, ARRA ZRD FERTH, riro) г, 
Pr dold: ВИЕ. 于 是 在 整个 的 区 域 3 REIER, dodir; 由 此 可 知 ， 
r < Сре Y. 
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98—203 и, ЖА и, 再 相 加 , 便 得 到 下 列 关 于 向 径 平方 
p = м + 01 80 КОХ: | 


E S = аа + D + = Фи, л). 
2 dt 


因为 后 面 的 点 号 表示 不 低 于 三 次 的 项 ， 所 以 不 难 用 普通 的 方法 证 
HH, Qp u, 01) 在 坐标 原点 有 极 关 或 极 小 值 ， 这 依赖 于 а, 的 符号 . 
完全 重复 在 有 辐 号 实 根 情况 中 的 讨论 , 便 可 以 得 出 , 当 a < 0 时 ， 
平衡 状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 稳 定 的 , 并 生还 是 渐 近 稳定 的 , 而 在 
a > 0 时 ,平衡 状态 是 按 李 亚 普 诺 夫 不 稳定 的 ， 在 两 种 精 况 中 , 原 
点 邻 域 中 的 充分 小 的 贺 者 是 无 切 环 ， 当 过 访 到 平面 F, % БЕ, EI 
族 便 化 为 无 切 的 椭圆 族 ,积分 蜡 线 进入 其 内 或 由 内 向 外 , 亦 依 束 于 
а ВИФ. 

总 之 , 对 于 特征 方程 物 根 不 相等 , 且 有 不 为 零 的 实 部 的 情况 ， 
我 们 严格 地 证 明了 弃 去 非 线 性 项 的 李 亚 普 诺 夫 方法 . 没有 等 根 的 
限制 是 不 重要 的 ,一 一 我 们 的 这 一 假设 只 是 为 了 简化 证 明 . .特征 
. 方程 的 两 个 根 都 有 不 为 零 的 实 部 的 限制 , 却 是 重要 的 ， 在 所 研究 
的 方程 具有 一 般 形 式 的 情况 中 , 这 个 限制 不 能 取消 。 这 样 , 李 亚 普 
谨 去 关于 平衡 状态 稳定 性 的 定理 ， 在 这 个 情况 中 就 可 稻 述 为 : 如 


和 
. ое 


эха y > > E > > o < o n 4 S УС 


的 稳 走 性 问题 . 

这 样 , 系统 (5.1) 的 平衡 状态 的 稳定 性 , 在 特征 方程 的 两 个 根 
都 有 不 为 零 的 实 部 时 , 完全 由 相应 的 一 次 近似 方程 所 确定 。 可 以 
证 明 ( 我 们 在 这 里 不 去 证 明 ) ,在 这 个 情况 下 ,一 次 近似 方程 不 仅 能 
确定 平衡 状态 的 稳定 性 。 而 且 还 能 确定 相 轨 线 在 其 充分 小 的 邻 瑾 
中 的 特性 。 此 外 , 特征 方程 的 根 有 不 为 零 的 实 部 的 平衡 状态 СЕ 
点 ) 是 粗 的 ， 其 特性 , 亦 即 ,在 其 充分 小 的 驾 域 中 的 相 轨 线 的 特性 ， 
当 方 程 (5.1) ВЖЕ РАЗ Р(х, у) 及 Q(x, y)) 有 任意 小 的 改变 
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时 保持 不 变 ( 在 其 一 阶 导 上 数 也 是 充分 小 的 条 件 下 ; 详 见 下 册 第 六 章 
5 4)， 这 样 , 完全 和 S 2-Е, 这 里 也 有 五 种 粗 的 平衡 状态 :， 稳 
定 结 点 , 不 稳定 结 点 , 稳定 焦点 ,不 稳定 焦点 及 鞍点 ， 要 研究 这 些 
粗 的 平衡 状态 的 特 狂 , 采用 图 223 的 图 形 比较 方便 . 在 我 们 的 情 
uz h 

及 


с 一 一 Р.С, У) 十 O, (xe, yo) ], 


Р(х, уо) О.х, у) 

. a= ESN у) О, хо, Уа) у (5-42) 
ОЗ НУ РЕЛЕ с, A 中 的 点 ,除了 在 图 223 中 
НН A 二 0 与 半 轴 4 一 0, À > 0 以 外 . 我 们 知道 ,在 
结 点 与 鞍点 的 情况 中 , НРАВЫ ЛЕНЕ, 显然 , 这 也 
可 以 用 相应 的 线性 方程 来 确定 . ЖИВ $ 2 中 的 结果 ,我 们 可 以 写 出 
下 列 方程 以 确定 这 些 方向 的 角 系数 ; 

Р,Сх0, уо) + {PC xa y) = Oy za, у) }к— Сх ya)= 0, 
НА = 0 Що = 0, A > 0 ЕЮ, 对 应 于 非 粗 的 平衡 
状态 ( 非 粗 的 奇 点 ), 亦 即 特性 会 因 方 程 C5.1) 的 右 端的 任意 微小 变 
化 而 改变 的 平衡 状态 C АВЕ PC, 
站 与 Otxr,y) 及 其 导数 有 任意 小 的 
变化 时 )， 正 是 由 于 这 个 原因 ,其 特 
Z 性 (包括 稳定 性 ) 不 能 由 线性 化 的 方 
程 一 一 一 次 近似 方程 《5.37》 和 确定. 
— Уо — 0, A > 0 可 能 对 应 于 中 
一 心 型 的 平衡 状态 ， 世 可 能 对 应 于 稳 
定 的 或 不 稳定 的 焦点 , Sh A = 0 l 
点 一 -所 谓 复 杂 奇 点 ， 其 最 简单 的 

С Нары), 如 图 232 R, 

D Вар СРЦЕ), 3FRH, А = 0 бу, ЖЕНЫ Р(х, уу = 0 与 
Ок, y) 一 0 的 切 点 ,因此 , HEH PCx, у) 与 Обе, y) 有 任意 微小 的 变化 时 ， 


Я АНЯ НИЕ, ХРЕН, A 3 0 的 奇 点 称 为 简 
НЕ, ЧЕ Fa， y) 与 OLx, р) ЗЕ ОЧЕН, 技 数 目 并 下 改变。 


图 232 
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$5. 例子 ， 电 强 电 路 中 的 平衡 状态 


作为 说 明 应 用 李 亚 普 诺 夫 方法 以 确定 平衡 状态 的 稳定 性 的 例 
+. 我 们 研究 电弧 电路 中 的 平衡 状态 , 电路 中 含有 电感 和 并 联 电 
容 (图 233), PX EB BS R: ra, 3k 
ЕН h aha Е, 前 面 
《第 四 章 55) 所 研究 过 的 ， 只 
有 一 个 电感 的 电弧 所 路， 就 是 
假定 在 这 个 电路 中 没有 电容 
(c = 0) 而 得 到 的 .假设 通过 
E аур АС EE pe E а В, E 
的 函数 , 亦 即 , KARPE ЗЛ ДЕ АЛТ T AE, AREA з 
圳 夫 定 律 写 而 下 别 的 电路 振荡 方程 ( 荣 用 图 223 Е 5): 


图 233 


di . 
L-g = ø — pli), І 
du Ши (5.43) 
с ё R > 
其 中 pG) = r ЖЗ СЕВ Е, 2 2688 ВОН СЕРА 32 
2 ‘我们 把 这 一 关系 一 一 电弧 的 静 
态 特 性 曲线 一 一 用 图 形 表 示 ， 见 
图 234), 
系统 的 平衡 状态 决定 于 条 件 
duj de = 0 及 dif de = 0, 由 此 得 
о-и) 方程 : 
A 234 £ #=Е— Ri, н=9(1), (5.44) 
因而 平衡 状态 就 是 这 些 直 线 与 曲 


线 的 交点 .由 于 五 与 尺 取 值 的 不 同 , 这 些 点 可 以 是 一 个 〔 回 235), 
也 可 以 是 三 个 《图 236), 为 了 分 析 和 平衡 状态 的 稳定 性 . 按照 李 亚 
ЗЕ, 在 方程 《5.437》 PRA e= y Веер, НЯ a, 
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图 235 图 236 


与 i 是 对 应 于 某 一 个 平衡 状态 的 值 。 再 把 电弧 的 特性 ФО + š) 
RAM plio + E) 一 ФС) + EPG) 十 ，…*， 并 只 取 级 数 的 前 
二 项 ,于 是 得 到 两 个 关于 二 与 2 的 线性 微分 方程 (因为 加 与 m їй 
是 方程 5.442。 故 所 有 包含 它们 的 项 一 齐 为 零 ?: 


d ке с’ (5.45) 
dE 了 pš | 


其 中 p = 由 (io) 是 电弧 前 特 性 曲线 在 对 应 于 所 给 的 平衡 状态 的 点 
ERAR НАЕ). BMR р EAEE, EEE г (8 
еар нив; 但 是 , 利用 这 些 概 念 时 , 必需 注意 到 我 们 在 第 一 
次 引出 名 词 负 电阻 "时 《第 一 章 $ 6) 所 作 的 解释 . 

”这 个 微分 方程 的 特征 方程 , 写 为 行列 式 的 形式 是 : 


Py 


由 此 


"ини HHE. 
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ии (ека) о, (5.462 
RC 1) LC\R 


方程 的 根 的 特性 依赖 于 四 个 参数 的 值 : R, C, L Бр. 为 了 说 明 
这 些 根 在 所 有 可 能 的 秦 数 值 时 的 特性 ,我 们 作 三 个 图 , 即 三 个 平面 
的 分 区 图 ,其 中 每 一 区 域 对 应 于 一 定 类 型 的 平衡 状态 ,它们 是 : R, 
e; L, o; C, р 平面 的 分 区 划分 ; 这 时 必须 注意 到 工 , С ЗЕЯ 
能 取 正 值 ,而 P "АЕ, ФД. 
为 了 作出 第 一 个 R , 的 图 形 ,把 复 根 的 条 性 写 为 形式 
[L — ВС] — (2RYLECF < 0, (5.47) 


复 根 区 域 的 边界 决定 于 (关于 RR 与 ?的 ) 四 次 方程 ,这 个 方程 可 分 
解 为 两 个 二 次 方程 : 

L — Вбр + 2RA/ LC = 0; 

L — RCp— IRN LC = 0, 
每 一 个 方程 决定 一 个 双 曲 级; 它们 的 淅 近 线 ,一 个 是 二 个 双 师 线 的 
公共 的 , 即 轴 о, 而 另 一 个 ,对 第 一 个 双 曲 线 是 直线 о —2^/Г/С, 


两 个 双 曲线 1 与 2 所 形成 的 “曲线 物 *"( 图 237), 容易 看 出 ,就 
是 复 根 的 区 域 ， 有 正 实 部 的 根 的 区 域 的 边界 , 亦 即 , 结 点 与 焦点 的 
稳定 性 的 边界 是 曲线 Г. + RCp = 0, 亦 即 , 位 于 第 四 象限 内 的 以 
Bh p 与 了 为 汤 近 线 的 双 曲 线 3, CARR I ATAR = МЕ/С 
及 p= 一 УЕ/С ( 见 图 237)， 显 然 ,所 有 在 这 个 双 曲 线 上 方 的 结 
点 和 焦点 都 是 稳定 的 ,下 方 的 都 不 稳定 。 最 后 ,鞍点 区 城 的 远 界 是 
直线 4, 它 决定 于 方程 R 十 p 一 0, 因为 我 们 知道 , Së R + e < 0 
时 ,方程 (5.46) 的 根 总 是 异 号 的 ， 很 明显 ,在 直线 p 二 — RAF 
的 区 域 是 鞍点 型 奇 点 的 区 域 ， 结果 , 我 们 得 到 了 把 参数 p 与 的 
平面 划分 为 各 型 奇 点 的 区 域 的 图 形 , 如 本 237 所 示 . 

由 图 可 见 , 当 p > ОКНЕ ЕР Б), 只 存在 稳定 的 青 点 ， 如 
果 p (电弧 的 电阻 , 亦 即 回路 中 的 电阻 ) 不 太 大 , 且 并 联 回 路 的 负 蓓 
电阻 不 太 小 时 , 这 些 点 就 是 焦点 ， 当 o < оС РВ) 
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[И ИДЕЕ 


F= | Ila. 


Ea 
[dt 


K 


ОЕ Š 
ANA АА 


HRE |р| 不 太 大 , 另 一 方面 ,R 既 不 赤 大 也 不 太 小 时 ,平衡 决 态 
可 以 是 稳定 的 。 当 p< 0 时 ,有 三 种 不 稳定 的 可 能 : 不 稳定 结 点 ， 
不 稳定 焦点 租 点 ， 又 如 果 尺 充分 大 , 当 lol < 2wWLAC 时 , 便 得 
到 焦点 (稳定 不 稳定 ,要 着 о 的 符号 ), 这 个 条 件 和 普通 线性 回收 的 
振 菏 条 件 相似 .一 般 在 e < 0 和 |p| <24 L/C 时 ,改变 RR 的 大 小 ， 
可 以 得 到 任意 一 种 奇 点 , 如 果 p < 0, 而 lol > 2WZLAC， 则 只 可 
能 有 不 稳定 的 奇 点 - 一 -或 是 鞍点 ;或 是 不 稳定 的 结 点 ,这 决定 于 参 
ЖКХ. 

为 了 建立 奇 点 的 类 型 和 其 他 参数 间 的 依赖 关系 , 我 们 对 L, о 
Ы С, p 作 出 类 似 的 图 形 【 艾 238 与 图 239)， 在 这 两 个 图 中 , 复 根 
的 边界 用 方程 . 
L? + (RCF — 2КСЁр — 4R:CL = 0, 


或 


表示 在 L, р BLATA E RAR НЮ р = L/CR, 


* 2961 


EAL 一 0, o = 0 EAYB3BWJEJER ЛЕЩ L — BC, o = —R kE 
有 水 平 切线 . ЕС, p 图 上 ,这 个 边界 分 解 为 两 个 以 5 一 0 及 6 一 0 
为 浙 近 线 的 双 曲 线 型 的 曲线 。 结 点 与 焦点 的 稳定 性 区 域 的 边界 决 
ETHE RCo = — L, 对 于 第 二 个 C, p Р, 它 是 以 坐标 轴 为 渐 
НОЖ, 而 对 于 第 一 图 就 是 直线 。 半点 型 奇 点 区 域 的 边界 
可 出 方程 


p=—R 

得 出 , 亦 即 在 两 个 图 中 , 都 是 平行 于 横 轴 的 直线 。 结果 就 得 到 
238 与 图 239。 不 难 确 信 , 这 些 图 形 完全 和 图 237 所 示 的 第 一 个 图 
形 相 符合 , 并 上 且 仅 是 它 的 补充 。 根据 所 有 的 三 个 图 形 就 能 够 在 参 
К, C, L 25 rA EREKSI AAAH, 

显然 ,在 电弧 特性 虹 线 的 上 升 颇 上 的 平衡 决 态 C 便 如 图 236 上 
的 点 1) 总 是 稳定 的 ,因为 对 它 有 p> 0. ËT L, C, R s p Z 
闻 的 关系 ,我 们 就 能 立即 判定 平衡 状态 是 焦点 型 的 还 是 结 点 型 的 ， 
如 果 平 衡 状态 在 电弧 特性 曲线 的 下 隆 段 上 (在 2 的 负 司 区 内 }), 并 


1 A S 
таг | LUA 


图 238 
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B R sk в = Е — К: ВОЕН ВНЕ АВА ВРЕЛ, JRE 
如 果 p < 9, № |o) > RH 


P , , 
РРР AZAT RRE S я, 
~ h, 外间 的 一 个 平衡 状态 
—— — E 236 上 的 点 2, 总 是 
| s> _ о. 满足 这 个 条 件 的 ), 那 末 这 个 
ага п ЕА, 因而 也 
с 是 不 稳定 的 ， 无 论 工 与 C 是 
大 还 是 小 ， 最 后 , TERY 
性 有 曲线 下 降 狠 上 的 平衡 状态 
Cp < 0), 24 101 < R 时 ( 例 
如 图 236 上 的 点 325 不 可 能 
_ жава, яваа. 
图 239 这 个 平衡 状态 在 C 甚 小 时 是 
稳定 的 《网 图 239)， 而 在 工 
其 小 时 ,由 图 238 可 知 ,是 不 稳定 的 ， 
在 电弧 特性 曲线 下 降 股 上 的 平衡 状态 的 两 个 稳定 竹 条 件 : 
21 < R 5 L> 16| ВС, 
在 工头 0 时 ,如 果 令 5 = 0, 正如 我 们 在 第 IVY E 5 6 中 所 求 得 的 ， 
北 为 一 个 笨 件 : lel < R. 但 是 ,因为 任何 一 个 电路 都 有 一 些 第 小 
的 寄生 电容 ,所 以 要 使 电 允 特性 曲线 下 降 股 上 的 平衡 状 态 稳定 , 必 
须 〈 除 了 请 足 条 件 101 < RUIN 使 电路 中 含有 基 个 不 太 小 的 电 
感 .电容 愈 小 时 ,此 电感 亦 可 以 更 小 一 些 。 
在 研究 电弧 电路 中 之 平衡 状态 的 稳定 性 时 ， 我 们 用 了 静态 特 
性 曲线 . 严格 地 说 ,这 只 能 表示 电 缴 中 之 定 态 的 ,平衡 的 过 程 ， 所 
以 ,我 们 的 讨论 只 有 当 工 或 c 充 分 大 ,以 致电 路 中 的 振荡 十 分 组 坦 
HTAR. 吉 果 工 与 C 很 小 ,并且 电路 中 产生 高 速 振荡 , 那 末 在 这 
一 情况 下 , 电 攻 中 的 语 子 过 程 的 惯性 就 要 起 重要 的 作用 ;而 我 们 在 
他 六 平 衔 状态 的 稳定 性 时 ,就 不 能 用 电弧 的 能 态 特性 曲线 ,| 应 该 
采用 能 赵 在 一 定 精确 度 上 描述 电弧 放电 的 动力 学 的 动力 学 (微分 ) 
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方程 就 是 说 ,电弧 放电 的 惯性 是 镇 定 的 因素 ,在 没有 任何 电感 而 
有 微小 电容 C 时 ,足以 使 电路 的 平衡 状态 成 为 稳定 的 . 

ВЕНЕ ИДЕИ (на, 5) 邻近 的 过 程 动力 学 的 ， 
最 简单 的 一 阶 微分 方程 可 以 写 为 : 


FE _ ша | = 
de #5) Fš 0р = 0 (5.48) 
的 形式 、 H E = н — и, 9 = š — š> Ш КН [qaa ЕО, АУ 


FEF (DL ЯНИЕ Г E SË ЛЕ HI E РВ ААА НЕ RARA е B a, k e А5 
ЗЕЕ (RAER aJ 98 r 的 数量 级 是 10—2-—10—* Pb). ВЯ 
(5.48), 考 虞 极限 情况 ; 如 采 令 导数 等 于 零 , 我 们 就 得 到 线性 化 的 静态 特性 
HHZ@ 5 = pw; 当 电 弧 的 热 状 态 来 不 及 涩 变 , 目 电线 和 普通 导体 一 样 地 服从 欧 
WHERE S = profi 时 如果 假定 导数 很 大 ,以 玛 可 以 浩 去 方程 由 的 二 一 0y7 Hi, 
便 得 到 高 频 振 荡 的 动态 特性 曲线 , 
对 于 没有 电感 但 有 电 宕 的 电弧 电路 , 除 方程 (5.48) 外 ,还 有 : 

cs (5.49) 


《我 们 直接 对 于 电压 和 电流 对 其 平衡 值 的 偏离 列 出 了 方程 )。 线 性 徽 У 
组 (5.48) 与 15.49) 的 特征 方程 是 : 


Ст 2 д2 + {= (1 + — 
io + 


Rio 
Вт, m 


)+echa+ Ç + 2) = 0, (5.50) 


о] < R Ë = (1 + =) >в] с, 


Яр ER РЕ НЯ РЕВ ЕК (2 < 0) ЖИДКИЕ. НЫ R 
В ЖН в с 充分 小 时 ,这 些 条 件 是 成 立 的 。 于 是 ,只 要 |o| < n, RAR 
AEA (AAC < тој) Вуна на MEEA TER E EA aet E 
衡 状 态 : 而 电路 中 可 以 没有 任何 上 电感。 这 个 结论 与 实验 资料 在 定性 上 是 相符 
的 ， 


$6. 极限 环 与 自 振 


在 研究 过 平衡 状态 后 , 我 们 再 来 研究 周期 运动 , 我 们 知道 , 局 
期 运动 在 由 方程 
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2E ра, у), = об, y) (5.1) 
dt йг 


所 描述 的 系统 中 是 可 能 各 到 的 。 如果 ТСТ > 0) 是 使 对 所 有 的 ғ 
均 有 

ra +T) = rlt), 

yG +T) = yr) 
成 立 的 最 小 数 , 那 术 运 动 = xG), y = y(z) 称 为 周期 为 了 的 周期 
运动 ， 我 们 知道 , 周期 运动 对 应 相 平 面 <, у 上 的 闭 相 轨 线 , 反之 
亦 然 ， 任 一 闭 相 轨 线 都 对 应 于 一 周期 运动 的 无 限 集合 ， 这 些 周期 
运动 的 差异 仪 在 于 起 始 时 间 的 选择 不 司 ， 闭 相 胃 线 在 研究 保守 系 
统 时 已 经 遇 到 过 了 ， 那 里 的 闭 档 雪线 总 是 形成 层 层 相 套 的 闭 轨 线 
的 连续 统 例如, 是 环绕 中 心 型 表 点 的 轨 线 )。 在 我 们 研究 过 的 自 
振 系 统 的 例子 中 (具有 -f kE Hh 56 BJ Pa Pb ga, pha; 见 第 三 章 
$$ 3 一 5), 周期 运动 对 应 于 弧 立 的 闭 曲 线 , 邻 近 的 轨 线 都 沿 着 螺 线 
从 内 外 两 方面 ( 当 上 增加 时 7) 接近 它 ， RAHM MALRA RER 
环 ， 从 简单 的 例子 "可 以 确信 , 具有 解析 夺 端 的 形式 如 (5.17 的 系 
统 ,一 般 说 来 ,是 允许 有 极限 环形 式 的 轨 线 的 . 

如 果 在 相 平 面 上 存在 有 包含 极限 环 在 内 的 区 莽 一 一 环 域 (e)， 

使 得 所 有 从 邻 域 (a) 中 出 发 的 相 轨 线 在 :一 + со 时 ,部 渐 近 地 接 
ЕВА РК, 则 我 们 称 此 极限 环 为 稳定 的 . EOZ, НЕВЕ АУЕ 


1) 例如 系统 


dx 
di 

2y = — =+ yii {x ву 
£ 


ЯЕ x! у l ERR, НЕЕ: 


= + y + ri (а у), 


r == cos (z: — faj, 
y = — sin (z — nY", 
所 存 其 他 相 轨 线 的 方程 是 
r= cos (r — 5) p=- sin {fm l * 


RORA C > 0 НУУ АРАН CG4 1 — + оо) НИНУ, TR 
0 > É > — 1 SCTV. МЕНЯ BJ ВЕКАТ LER, 
* 原 书 中 没有 一 号 一 一 诺 者 注 ， 
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E 240 


241 


ИЛА Ce) 中 ,即便 只 存在 一 条 当 ! -> 十 co 时 不 向 极限 环 赵 
近 的 相 轨 线 , 那 末 这 个 极限 环 就 称 为 不 稳定 的 。 为 了 用 图 说 明 上 
述 的 情形 ,在 图 240 上 表示 出 了 稳定 的 极限 环 ,而 图 241 与 242 为 
不 稳定 极限 环 ， 可 看 出 ,类 似乎 图 242 所 示 的 极限 环 是 这 样 的 ,所 
有 的 轨 线 当 : — + co 时 (例如 ,从 外 部 ), 从 同一 边 向 它 捷 近 ,而 在 


男 一 边 ( 例 如 ,从 里 面 ) 则 离开 它 ， 


这 种 


极限 环 有 时 称 之 为 “ 半 稳 定 的 "或 双重 


的 极限 水 《后 一 名 称 的 来 源 是 有 


于 这 


种 极限 环 在 系统 的 参数 有 适当 的 变化 
№), 一般 地 将 分 发 为 二 . 一 个 是 稳定 


的 ,而 另 一 个 是 不 稳定 的 ). 


关于 极限 环 的 稳定 性 ， 除 了 把 极 
限 环 当 作 胃 线 时 ,我们 刚刚 在 上 面 给 
出 的 定义 之 外 (这 种 稳定 性 我 们 通称 


у 


图 242 


之 周期 运动 的 李 亚 普 诸 夫 意义 下 的 稳定 性 那 就 是 说 , 良 期 运动 
x = фб), y= фа) ЕЕ T, НАЯ фб T) = golo K 
$G + T) =4(+)) 称 为 李 亚 普 话 夫 意 义 下 稳定 的 ( 按 李 亚 普 诺 夫 
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稳定 》, 如 果 对 于 每 一 个 给 定 的 正 数 se， 部 能 找到 这 样 的 正 数 5, 使 
得 任何 满足 条 件 
ELEY, 一 ФС) | < ë 与 ELOY, 一 Ф) | < ë 
АУН ЈЕ ВИ z = (0), y = yG), TERR г > ВЕ, AEREA 
OPO <= 5 [yG) — фб) | < е, 
TARDE KEA FH ЕАО ОВ АЕ НЕК, 
ИВЕ Е СААРА А А ЕАН ТЕ У ИХ F 
的 稳定 性 ?决定 于 其 "特征 指数 ” 


h = 工人 Рф), ФОТ 十 ОФФ, ФС] (5.51) 


的 符号 ,其 中 x 一 ФФ, y = pO 是 对 应 于 该 极限 环 的 任意 的 局 
期 解 ,而 了 是 解 的 局 期 . 就 是 说 ,极限 环 汝 二 < 0 时 稳定 ,而 4 > 0 
时 不 稳定 G 一 0 的 信 对 应 于 稳定 的 ,也 对 应 于 不 稳定 的 极限 环 )， 


为 了 研究 周期 运动 + = pl, у = p) EFFERRE TF HERE, 
ІР Ey Ts TR tH, 可 以 采用 与 研究 平衡 状态 的 稳定 性 时 所 做 那样 , 把 
方程 进行 线性 化 的 市 法 . 如 果 令 z = pl) + Ë, y = (7) + у, УВ 
ARRATE (5.1), ЯН И p + E, Ф+ n) K. О(р + Ë, 
E+ 3) ЖЕ БУ, ЭКЕЕЕН, ВАЗЕ Арт Ар 
š ЗЯЕЛЕС СКИН»): 


d 


2 = Pipl), PEO] + Р[Ф(а), AE |9, 


20 ОСЬ), WOHE + Olp), ФУ. 


i E RS НИЙ Я T Я ЕВС а {因为 Prs Pys Or 0, ЖФ 
与 业 的 函数 一 一 以 了 为 髓 期 的 周期 的 时 间 函 数 )}， 其 解 的 一 般 形式 是 : 

f E = Cj (пе + Су (вен, 

д = сре + СР, htjet", 

其 中 к ЗЕЕ А AA T). EFE 57 RNR, РТИ 
PRERE JER”: A 与 为 ,就 是 说 ,它们 实 部 的 符号 确定 着 这 些 解 是 增长 
的 > 还 是 衰减 的 。 

在 所 研究 的 问题 中 (由 于 震 方 程 组 (5.1) 的 自治 性 ),-- 个 特征 指数 等 于 
P 而 另 一 个 等 于 A. 指数 的 符号 决定 运动 是 否 稳定 ,就是 说 : 如 果 
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A < о, МАЕК Гаде (МА EE ААА Е АО, AAE 
SRU B OF SSSR). WRA > 0, 则 是 不 稳定 的 ;又 如 到 一 0。 那 林 一 次 近似 
方程 不 能 解决 关于 周期 运动 稳定 性 的 问题 ， 


对 上 述 礁 限 环 的 秘 定 条 件 进 行 证 明之 前 ， 在 关于 部 立 财 轨 线 
《极限 环 ) 的 物理 解释 这 一 重要 问题 上 ,我 们 稍 多 讲 一 些 . 

如 果 我 们 去 求 真实 系统 中 可 能 运动 的 定性 特性 。 当 系统 有 任 
意 微 小 的 改变 时 (用 数学 语言 来 说 ;就 是 当 方 程 组 《5.1) 的 右 端 有 
性 意 微小 的 改变 时 ) 并 不 改变 , 那 林 以 后 可 知 , 这 样 就 不 许可 有 和 非 
ИЕЛЕНЕ АУРЕ, 在 满足 这 个 当 动 力学 系统 有 微小 改变 时 , 运 
动 的 定性 特性 稳定 的 变 求 的 系统 中 一 一 在 所 亩 的 " 粗 ” 凶 统 中 
АВЕ ЗУ СА тем), 并 且 它 必定 具有 不 为 
零 的 特征 指数 《因此 , 极限 环 的 轨道 稳定 性 , 包含 了 所 有 与 之 对 应 
的 周期 运动 的 接 李 亚 普 诺 夫 的 稳定 性 》 

从 物理 的 观点 二 来 看 ， 下 面 对 稳 定 极 限 环 所 表示 的 运动 所 作 
的 注 记 , 是 有 意义 的 ， 那 就 是 可 以 说 , 对 于 这 种 运动 , 半期 和 986 
旺 “在 下 述 意 义 上 不 依赖 于 初始 条 件 , 即 所 有 邻近 的 运动 (对 应 于 

一 整个 初 值 区 一 一 所 谓 大 范围 稳定 区 ) АН РЕ 

的 运动 ,极限 环 上 的 这 一 周期 运动 有 一 定 的 周期 和 一 定 的 “振幅 ”. 

有 其 有 人 负 的 特征 指数 的 极限 环 所 表示 的 局 期 运动 的 上 述 性 质 ; 
(a) 对 于 系统 本 身 的 微小 改变 的 稳定 人 性; СЬ) 周期 与 "振幅 ”对 初始 
条 件 的 不 依赖 性 w Уан 
ж, 

ВАНА А с о ЈК (5.1) 型 的 方程 似 及 许 
多 实例 后 ,也 可 证 明 , ПЕЕ (5.1) 能 充分 精确 地 反映 真实 自 振 
系统 的 运动 规律 , 那 末 必定 有 特征 指数 为 负 的 极限 环 存在 ,而 且 这 
些 极 限 环 实际 上 反映 着 定 态 周期 过 程 . 
至 此 我 们 可 作出 这 样 的 结 吉 沦 ; ЕВРЕ 55. еа Е 


в са а 97 а 7а 
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НН. 在 所 研究 的 动力 学 系统 的 相 图 上 ， k kika 


ше оо F v a b k + p a o`” G t F E F H 


Aw u w w v + + w =< < 


+ e e > y w... Уи 


нан -ESqrISTRIS, 不 用 说 ,在 “ 粗 " 系 统 的 入 图 中 
也 可 能 存在 。 但 是 这 种 极限 环 并 不 对 应 于 真实 的 周期 过 程 ; 它 只 
起 "分 水 难 ” 的 作用 ,在 它 两 侧 的 轨 线 具有 不 同 的 性 状 ， 十 分 明显 ， 
这 种 情形 也 是 有 重 赛 的 物理 意义 的 ， 例 邵 , 存在 不 稳定 极限 环 可 
以 解释 所 请 的 " 硬 " 状态 ,在 硬 状 态 下 ,微小 的 初 偷 离 在 系统 中 会 误 
减 掉 , 而 大 的 却 会 增 大 起 来 . 


57. 点 变换 和 极限 环 


我 们 在 第 三 章 $ $ 3 一 5 中 看 到 ,有 求 极 限 坏 及 确定 其 稳定 性 的 
方法 之 一 ,就 是 将 问题 归 为 为 某 种 点 变换 ,并 且 计 算 它 的 所 谓 的 后 
继 函 数 的 河 题 . 

1. 后继 函 数 与 点 变换 。 席 卡 羔 导 由 的 后 继 函 数 的 概念 如 
T. 

在 相 平 面 上 ,过 动力 学 系统 


48 р(х, уу, D = ole, y) (5.1) 
d: dt 


的 常 点 。 作 所 谓 的 无 切线 女工 ， 亦 即 在 其 上 的 每 一 点 , 系统 (5.1) 
的 相 轨 线 均 与 之 相交 而 不 相 切 的 线段 3， 以 4 与 3 记 其 端点 ，s 记 
线段 上 之 点 的 坐标 GRIE, 当 祝 线段 由 4 向 8 运动 时 ,: 单 
调 地 增加 ; 例如 , ғ 可 己 取 为 线段 上 的 点 到 4 端的 距离 ), 
вот ЕВ. ВО АНЯ 8 C, ЖЕ х = «О, 
у = y(z) ЕЕ, РИН, до XI F = x, 我们 来 研 
究 1 > ww НУНС. м: > s 时 , Я СВЕ L 
15. RIH, О ДЕРЕВЕ L НЕ я”, 
D Ежи, РЕЗНИК, MMRR SBS АНН ЕЛ C unas RAER 
ЗЕ ЖЕ (EHAR RNE. РАНЕН НИ ЕЯ u rh r ps pk m. 
+ 304 • 


HEH: > и КЕ, 8 СЕНЕ L НН. ФЕ 
СВЕ, 大 于 的 : 值 ，0 是 线段 上 上 的 对 应 点 ， 这 
时 我 们 说 ,9 点 “在 线段 上 有 一 个 后 继 点 O” (E 243). 

根据 对 初始 条 件 连 续 依赖 的 定理 ， 很 
AEH, шет оаа ААЖЫ 
RE L. Ут ва B 重合 ， 那 末 所 有 在 工 
ERAAN Q ВУ ЗВЕНА, 

令 ғ БЕЯ Е ЕЕ ЛАК 
点 的 坐标 。 显然 , 5 ЮЖ. 这 个 函 
数 


£ = КО (5.52) 
BARRAR, ЕКТ КЖ m 29 
点 变换 的 规律 , 这 一 规律 建立 起 线段 工 (或 其 一 部 分 ) 的 点 及 其 后 
继 点 《在 同一 线段 工 上 ) 间 的 单 值 对 应 关系 ， 几 何 上 很 明显 , 当 无 
切线 段 与 有 螺 线 性 之 轨 线 或 团 轨 线 相交 时 , 就 有 “后 继 函 数 ”， 显 
然 , 这 时 如 果 革 个 值 * == ;对 应 闭 雪线 , МК 一 a, 亦 即 ,点 0 
及 其 后 继 点 5 重合 (线段 二 上 这 种 把 自己 变 为 自已 的 点 , 称 为 点 
变换 (5.52) 的 不 动 点 )。 反之 , 求 交 于 给 定 无 切线 段 的 闭 轨 线 , 便 
归结 为 求 了 一 Кр = 时 的 * А. 也 不 难看 出 , 当 所 有 与 线段 上 
相交 的 轨 线 封闭 时 ,后 悉 酌 数 就 是 = 一， 虑 卡 莱 证 明了 函数 
z= (0) 的 许多 竹 质 ,我 们 不 加 证 明 地 引述 如 下 ， 

PEL 如 打点 О, 对 应 ;一 +, 在 线段 上 上 有 后 继 点 ， 那 末 
= Ко 在 点 :一 Е + БА. 

性 质 U. 导数 d/d 恒 正 . 

第 一 个 人 性质, 实质 上 , 就 是 关于 具有 解析 二 端的 方程 组 (5.1) 
的 解 ,是 初始 条 件 的 解析 函数 的 定理 的 推论 , 而 后 一 个 性 质 是 科 和希 
定理 的 推论 , 即 相 轨 线 不 能 相交 的 推论 , 

后 一 个 性 质 在 几何 上 意味 着 ,如 果 沿 线段 运动 ,例如 说 正方 
向 运动 , 那 末 通过 该 点 的 后 继 点 , 永 将 在 线段 上 上 党 同一 方 和 启运 
ZE. 
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设 线段 工 的 某 点 Oo 对 应 ç = +, НААЖ СЖ L BS 
ВЕ), 这 时 ,根据 上 述 , 所 有 充分 接近 于 的 点 也 有 
后 继 点 ,因而 对 于 所 有 充分 楼 近 + BJ 5 值 , FEMER з= (5). 
我 们 来 从 点 O, 裕 线 段 工 向 正方 向 (或 负 方 向 ) 运 动 , 或 者 说 是 从 я 
起 增加 《或 减少 ) =. 

那 末 会 有 下 面 几 种 可 能 : 

1) REAREA г. ЕК О’, 对 应 一 了 。 КРЛ 
B L BJ В Сай лт) (图 243)， 这 时 线段 工 上 对 应 于 > £ (或 
s< s) 的 点 ,根据 性 质 并 , 在 线段 上 就 没有 后 继 点 了 , ШЕИ 
数 对 于 (> € GR (< :的 值 便 没 有 定义 ,一般 说 来 , 在 这 情况 
中 ,我 们 可 延长 无 切线 段 ,以 增 大 定义 后 继 函 数 的 上 KEP. 

2) 或 者 到 达 这 样 的 :二 :使 得 线段 上 所 有 对 应 于 区 间 
# < s < G =< +< s) ЕН, Е АПУ = е7 
的 点 0’, 却 在 线段 上 没有 后 继 点 . 

可 以 证 明 , 通过 о’ 的 轴线 在 这 情况 下 ,到 一 个 奇 点 而 终 吐 ,不 
851185. ЕҢ] 
能 有 简单 奇 点 的 情况 
下 ， 这 个 奇 点 必定 是 
鞍点 2. 

也 可 能 遇 到 对 应 
Fes ғ EDAX 
有 后 继 点 的 情形 ,这 
FE, и < K. >> 
КАЖ. 对 于 
图 m s= Z, 后继 函数 是 不 


D 死 切线 女 只 能 延长 至 开始 与 相 轨 线 相 切 芒 止 。 

D ТЕЖЕ, 也 不 能 是 焦点 ， 实 际 上 , 这 个 通过 8" 的 轨 钱 在 结 点 或 
焦点 上 终止 (不 再 与 世相 交 )， 不 难 证 明 , 所 有 通过 工 上 的 对 应 小 于 (或 大于 ) e, 
但 充分 接近 ? 的 + 值 之 点 的 雪线, 也 在 这 一 奇 点 终止 , RESLAR, hE 
MBETE GRAT A: EHA HATER ПР 
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确定 的 (图 244 5 245). 不 过 有 时 把 这 两 个 后 继 函 数 (一 个 是 
í, < r BJ, 另 一 个 是 >， 的 ) 称 为 一 个 后 继 函 数 ， 因而 这 个 函数 在 
хаг 时 ,一般 说 来 .在 大 7 一 的 s из. 
AF 十 0) 的 意义 于 是 间断 s|... l a. Q: =) 
FJ. . 

2. 不 动 点 的 稳定 福 ， 克 尼 
格 斯 定理 。 ”总 之 , 如 果 我 们 
知道 某 个 线 横 工 到 其 自身 的 点 
ЗЕЕ САБО, BRF 于 
求 与 这 一 线段 相交 的 闭 息 胃 线 | 
《极限 环 ) 的 问题 , ВИН * ” w 
RA PREL EE 图 245 

JG") = 3% 
的 5* 点 的 问题 ， 用 图 解 方法 , 我 们 可 以 把 不 动 点 当 作 s z 平面 上 
之 二 条 线 的 交点 来 寻求 ,其 一 , 即 所谓 的 拉 梅 尔 图 的 邮 线 s == f(s) 
(后 继 函 数 的 图 )。 另 一 为 等 分 角 线 
š i $ s= s (图 246), 
重要 的 是 ， 后 继 函 数 不 仅 可 以 用 
“==. 来 求 出 极限 环 ， 它 还 可 以 解决 极限 环 
| 的 稳定 性 问题 ， 因 为 它 在 不 动 点 邻近 
‹ ”的 性 状 完全 决定 了 相思 线 在 极限 环 叙 

域 中 的 性 状 、 为 了 确定 极限 环 的 稳定 

性 ,在 对 应 于 不 动 点 * 的 极限 环 邻 域 
中 ,我 们 来 研究 相思 线 和 线段 工 的 交点 序列 一 一 点 多 ， 

НЯ fis Sis Tta das fatla `... (S) 
Нор, ВАННУ АСЕ р 
| я = JG), s = Кя), ttry бана = flsn), * 
如 果 这 些 轨 线 中 的 任 一 条 , 当 上 > + co ТЕНИ, 那 末 对 
应 的 序列 (8), 便 以 不 动 点 * 为 极限 点 。 反 之, 根据 序列 (8) 向 
不 动 点 з* 收 铺 的 性 质 ， 便 可 以 作出 结论 ， 对 应 于 点 列 的 相 轨 线 ， 
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М 246 


当 上 一 十 oo 时 趋向 于 极限 环 . 

如 果 极 限 环 是 稳定 的 , 那 末 (由 稳 定性 的 定义 ? 它 便 有 这 样 一 
АВ Се), 便 得 所 有 蕊 始点 在 这 一 邻 蕊 中 的 相 轨 线 . 当 上 一 十 co 
时 都 渐 近 地 趋 问 于 极限 环 ， 
上 有 一 个 不 动 点 六 BJ $B BR 
《a*) 一 一 在 二 维 区 域 (a) 内 
的 线段 工 的 一 部 分 (图 247)， 
使 得 每 一 个 初始 点 位 于 邻 城 
Ca*) 中 的 序列 《5), ШӘР 
不 动 点 s*{ 亦 央 , 对 属于 (8") 
的 任意 5, 3 s — + co 时 ， 
有 ss — £), 

如 果 点 变换 的 不 动 点 有 这 样 一 个 邻 域 ， 使 得 所 有 初始 点 “在 
Се.) 中 的 序列 


S> 1 

收 敏 于 这 个 不 动 点 , 那 末 我 们 便 称 点 变换 的 这 个 不 动 点 是 稳定 的 . 
这 时 , 上 面 所 说 的 , 显然 意味 着 稳定 的 极限 环 对 应 着 稳定 的 不 动 
点 * 同 时 也 不 难 夏 出 ,这 个 对 应 是 相互 的 ， 

反之 ,如 果 在 不 动 点 * 的 任意 小 郭 域 中 ,能 找到 (就 是 一 个 也 
行 ) 这 样 的 ;, 使 得 序列 c. ss a, 5 ret 777 КАССР t, 那 
末 我 们 就 称 不 动 点 为 不 稳定 的 ， 显 然 , 它 对 应 于 不 稳定 的 极限 环 ， 
因为 存在 这 样 的 点 烈 , 从 不 动 点 的 邻 域 开 始 而 不 收 合 于 它 , 就 说 明 
在 极限 环 的 任意 小 邻 域 中 ,存在 着 当 : — + co Нее 
#. 

BRRR $ == (5) КАУ S EER Жа s" АО E bk R 
件 , 以 及 与 之 对 应 的 极限 环 的 稳定 性 条 件 , 由 下 下 克 尼 格 斯 定理 给 


1 68.169] 3, 


D 这 是 克 尼 格 斯 定理 的 一 般 公式 , 它 对 皇 < 0 的 情况 也 成 立 . 当 动力 学 系统 (5.1) 
有 此 肥 析 的 右 端 ,或 相 耐 不 是 普通 平面 时 ,说 会 发 生 这 种 ddr < 0 НОНИ, 
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< + è+ w + 3 


ja < I, (5.53а) 
ДВА г 是 稳定 的 ,如 果 有 

| ьт, (5.53Ь) 

ds |=* 


则 是 不 稳定 的 . 

为 了 证 明 克 尼 格 斯 定理 , 首先 把 线段 Г 上 的 坐标 原点 称 到 点 
*, ЕЛА. 

上 
{不 动 点 就 是 5 = o), ЕЈ, А] fs Sis 525 `` ta Sas Satis 777 СЁ 
А В — ЕН О ВТЕ ТЕЗ РЕЈ] 
Els BIF BIF "7, [| 上 | 。 `. 

对 应 ,其 中 所 == 5, — a", 


< 1， 那 末 在 线段 工 上 , 就 存在 不 动 点 的 这 样 


的 邻 域 15| < 4 (图 248, a), 使 得 其 中 的 点 , 除 & 一 0 外 ,都 有 
| IE] < elg], (5.54) 
此 处 “是 某 个 小 于 一 的 正 数 。 因 此 ,每 个 正 数 序列 
|£), А1, 15], 

ТЕ || < À 的 条 件 下 , 是 单调 减 小 的 下 有 界 的 序列 ， 因 而 根据 关 
于 这 种 数列 的 收 伊 性 定理 , 它 必 收 全 于 菜 个 极限 ,但 是 此 极限 不 会 
FEF, 这样 , 当 满 足 条件 (5.534) H, НН АЛЕН. *— A 
«оси A PREE яе", ARH A RRE 
的 ， 

如 果 满 足 条 件 (5.53b), 那 末 在 在 这 样 的 邻 感 |£ | < p, 使 得 


1) 事实 上 , Ахилл, Б-Р ка > 0), 那 末 , 这 时 对 于 所 有 的 z, 有 
[5,12 a > 0, ДНЯ (5.54) 有 


lss] ~ li] > (L - ls. > (1 - 9 
хх Ива НЕ ав. 
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对 于 其 中 的 点 , 有 |Е| > |#| СЯ 248, 6), В, 任何 数列 [5], 
15.1, lls O: CE || < В ARET), 显然 不 会 收 伍 于 极限 
Ë= 0, Ш 5, я, за, 《初始 点 Q 满足 : Вик Bet. 
BRER ВЕР 5". БЕ, ЛЕЗЛИ, 不 动 点 是 不 稳定 的 . 


这 就 证 明了 克 尼 格 斯 定理 2. Ej .1 


时 ,不 动 点 的 稳定 性 问题 (在 这 一 情况 下 ,还 需 作 进 一 SAB 
为 稳定 性 决定 于 后 继 函 数 的 更 高 阶 导 数 的 符号 )， 
3. 极限 环 的 稳定 性 条 件 观 在 根据 克 尼 格 斯 定理 , ЖЖ 


平面 上 极限 环 的 稳定 性 条 件 ,并 用 动力 学 方程 组 


P: = Р(х, У), 2. = Ox, у) (5.1) 
£ 


的 右 端 表示 出 这 个 条 件 . < C, AR Gt) 的 极限 环 , 其 参数 方 
程 为 


r= plk), y= PC) 


тифа 4 ЕЕ. 

D 我 们 记得 , 对 于 由 具有 解析 右 端 的 动力 学 系 绕 (5.1) 在 相 平面 上 的 相 轨 线 所 实 
JE 8958 2 L PJ Е ЗЕЕ, G Eds = Су 站。 因此 ,其 不 动 点 的 稳定 条 件 (或 对 
应 的 极限 环 的 稳定 条 件 ) 是 不 等 趟 FG t > 1, 而 不 稳定 的 条 件 是 不 等 式 
HY < 1*, 
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Cp УФ НУТГААР). A ЛВЛ, SLA 
新 的 曲线 坐标 «#4, г (图 249), & 
z = ф(и) — uh le), } 
у = (u) + ори), 
Ни = 常数 是 极限 环 的 法 级 , 而 曲线 "一 常数 是 闭 曲 线 (曲线 
s = 0 和 极限 环 Со 重合， 该 坐标 变换 的 牙 可 绪 滤 


(5.55) 


p = Ox y) |) eh (ny) Ф Си) 
Blu, ә) (и) + vp” Cu) p Cu) 


= p? + p + elp p” фр |> 0 

对 于 所 有 的 и 与 充分 小 的 ”者 成立 ( 梁 于 在 极限 环 的 任 一 点 上 ， 
p” 十 ”都 不 为 零 ,故我 们 可 以 
选择 这 样 的 正 数 4 与 4， 使 得 对 
于 任何 * 有 ф? + фа, H“ 
le| < 4 时 , 雅 可 比 式 D 2 0). 
因此 , Æ НВ $Ë o = — á 5 
= + £ JS ta S: iR C, 
本 身 的 环 域 中 , ВЕ 88 Et 
и 一 常数 或 而 曲线 v 一 常数 ,都 
不 互 交 , JER Im СХ pR 
ARTE A ВНЕ — 9-Я 
НН ЧЕЖ (и, в). 

把 方程 (5.1) ERR |e] S4 
内 化 为 新 变量 * 与 的 方程 。 便 
得 : 


[一 
de d 
q dH o dy 


Tg + sa”) EE + @ 
dt 


ДАН dw/ di 与 dz/ dt , 得: 
EY 
de D > 


=” 一 OC реф, p + vps 
di 
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de 

d: 

—— Pes. pop iao tep U |+ Ор eip, p + up ip — 00], 
Р 


或 两 式 相 除 后 : 
do 
du 
_ —Аф- оф’, Ф Бор ов] офор, Фа)’ — rep] 
Р(ф— 04, potep hp +OCP— r, p+ rg)" ` 
(5.56) 


注意 到 等 式 
Рф, 0) =p, Olp, Ф) = d”, (5.57) 
不 难 证 实 ,方程 (5.56) 右 端 的 分 县, 当 > = 和 时 不 为 零 , 因而 在 极 
限 环 о = 0 的 某 个 邻 域 中 ， 也 不 为 零 《 这 里 极限 环 v = 0 是 方程 
(5.56) 的 积分 曲线 ,不 难 直 接 把 sz 一 0 代入 该 方程 来 证 实 这 一 
点 )n。 此 外 , 这 个 方程 的 右 端 , 显然 是 x НОРЫ НРА, EAT AA 
H. 
RRP и = 0 (228. не T UET u = nT 都 对 应 于 这 一 
REREH в 是 整数 ) 作为 无 切线 民工 , 并 以 
о = Ф(и, ғ) (5.58) 
表示 方程 (5.56) КЕ НЕЕ и = 0, г 一 :的 解 一 一 通过 线段 
上 上 基点 М(о = s) 的 相 轨 线 的 方程 。 三方 程 C5.1) 或 方程 (5.56) 
的 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ,在 圾 限 环 与 线 懂 工 相交 之 点 (这 个 
AICE M.) 的 充分 小 的 邻 域 内 , PARRE: Д 1822 СЩ = в р) 
ВАВ 8 EIR n + THI г ОЛУ z = T, 因为 在 极限 环 邻 近 
ди/ de 接近 于 一 ), ЖЕНА ВЯ LIEZ. РЯ, 轨 线 (5.58) 与 线 
裔 工 相交 之 点 的 后 悉 点 的 学 标 ,显然 决定 于 关系 式 
0 = s= ФОТ, D = К»). (5.59) 
ЗЛАТЕ A M. АБН yE РЕВ r. НЕ В А 


ПАТИ, yE (5.56) RATA Amg R Eh RA 
J 
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{在 间 一 邻 域 中 ) ,同时 ,点 M.G = 5 = 0) 当然 是 不 动 点 . 

不 动 点 M 的 稳定 性 《因而 亦 是 极限 环 C, 的 稳定 性 }, 显然 决 
ETEO) RREH, ОНР Р(х, у) 与 8(x, РЕ, ЕЕ 
求 值 FC03》， 我 们 已 知 , 方程 (5.56) Ее, ЕАН 
域 中 5 当 || < 4) 不 为 零 ， 因 此 ,方程 C5.56) 的 右 端 在 这 邻 域 中 
是 解析 谤 数 ,并 且 可 以 写 为 v 的 客 级 数 形式 ,该 时 

<= = Аи + Аа F -o (5.564) 
(级 数 的 系数 Ча, An ` 是 ww 的 周期 函数 ,周期 为 T)， 利 用 异 等 
APP + Py = p” 及 Ор’ + 94’ = 由 微分 恒等式 (5.57) 
1518), КЖ 


A.G) = Р, + 0, — -I (ф? + 2”. 
н 


另 一 方面 ， 因 为 具有 解析 有 端的 方程 的 解 是 初始 条 性 的 解析 
ARC TAR D, PAR (5.58) © s 的 解析 函数 ,并 可 以 展 为 
$ ЗЕ: 

v = Ф(и, s) = (иду А а (а) + --- 
《自由 项 等 于 零 , МХ; = 0 RHENE: e = 0). 为 了 求 出 
ВАЗА а, (и), EX TRA iN A 3C5.5632, Ф s РИА ЗА 
$. 这 时 ,我 们 得 到 : 

akad Нан 十 

= 416и) [ен + аби + 0] 

+ 4н) (вби) Рай +, 


а; == А (на, 
ax = А (ина, + Ч на, 
对 初始 条 件 
a(0)= + 1 М а,(0) = D (=2,3, 0) 
(后 者 可 由 明显 的 恒等式 PO, ғ) = ; В, ОВЕН 
方程 ,可 以 求 册 函数 Ф(и, 5) 之 展 式 的 系数 。 特别 是 
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ia IPO Р-Р. 
EPOPEO 


In a= абда = "<. Ноа 


因而 ， | 
O) = alT) — so Pir oa 
(тыф яд т АЛВА). 
这 样 ,如 果 和 极限 环 C, 的 特征 指数 


т А 
a= L [T EC, 9) + Ops Фе < 0, 


那 末 它 便 是 稳定 的 ,如 果 

h> 0, 
则 是 不 稳定 的 (因为 在 前 一 情况 中 , 0 < P(0) < t, 而 在 后 一 情况 
中 ,了 (C0) > 12, 


$8. 庞 卡 某 示 性 数 


在 开始 研究 关于 具体 二 阶 动力 学 系统 运动 的 问题 之 前 。 我 们 
先 谓 述 关 于 相 轨 线性 质 的 某 些 一 般 定理 ， 以 及 关于 动力 学 系 绕 相 
图 的 定性 研究 的 某 些 方法 ,利用 这 些 定理 和 方法 ,可 以 对 某 些 动力 
学 系统 的 相 轨 线 的 性 质 , 因而 亦 就 对 其 运动 的 特性 , 有 一 些 了 解 ， 
虽然 常常 是 不 完整 的 了 解 . | 

首先 ,我 们 来 曾 述 庞 卡 莱 提 出 的 .关于 各 种 平衡 状态 与 闭 轨 钱 
莫 存 的 一 般 规 律 Lo8， 要 建立 这 些 规 律 , 必须 引 人 闭 曲线 对 于 疝 晤 
场 的 示 福 数 的 概念 ， 示 性 数 的 概念 在 其 他 方面 , 特别 是 在 研究 坎 
线 的 定性 图 每 对 参数 的 依赖 关系 方面 也 有 用 ， 


研究 决定 于 方程 
dx 2. pla dy ole 
ря PC 3 x), 2; Oc , у) 


的 动力 学 系统 的 相 平 面 ,为 讨论 方便 起 见 ,其 中 РС, у) 与 O(z, у) 
假设 在 整个 相 平 面 上 是 解析 的 . 
在 相 平 面 上 随便 取 一 个 不 通过 平衡 状态 的 简单 闲 曲 线 w， 在 
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这 个 曲线 上 任 取 一 点 5, BRAR UNE (ES 250), 通过 
这 个 点 作 一 个 向 量 。 如 果 使 点 8 ERNE, 那 未 相 轨 线 的 功 
线 向 量 便 连 续 地 转动 ， 当 点 5 沿 闭 曲 线 入 
转 了 一 周 回 到 原 处 时 ， 向 量 便 转 过 几 个 整 
周 , 亦 即 转 过 2; 的 角度 , 其 中 р 是 整数 . 
如 果 疝 量 转动 的 方向 和 点 8 党 闭 曲线 N 转 
的 方向 祖 同 ,我 们 就 说 这 个 转向 是 正 转向 ; 
为 确定 起 见 ,例如 ,可 以 约定 点 5 BRAN 
总 是 反 时 名 而 转动 的 。 这 样 、i 可 以 是 正 
的 , 负 的 ,也 可 以 等 于 零 ， 在 一 定 的 意义 
下 ,整数 i 是 不 依 周 于 封闭 电线 N 的 形状 的 .实际 上 ,如 果 曲线 的 
形状 连续 地 改变 , 那 末 向 量 的 转角 也 只 能 连续 地 改变 (如 果 这 个 闭 
曲线 改变 时 ,没有 通过 奇 点 ); 因而 , 它 根本 不 会 改变 , 因为 它 只 能 
取 离散 的 数值 序列 (整数 数列 )、 因 此 ,所 有 其 他 的 闲 晓 线 中 ,如 果 
也 只 包含 明 线 入 中 的 那些 奇 点 , 则 其 数 ; 也 相同 。 整数 ; 称 为 闭 


5 


几 250 


图 251 
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ARNAT THR ИЮН ЧЕН. АО РАННЯЯ N tal — 
DERRE Плед. ВЕБ, aR IEE rh RS Eb 
Яд, 那 末 示 性 数 不 依 赖 于 曲线 的 形状 , 因而 它 决定 于 交点 的 特 
人 性 .因此 ,这 种 闭 曲线 的 示 性 数 也 可 以 说 是 奇 点 本 身 的 示 性 数 ,并 
称 之 为 该 奇 点 的 庞 卡 菜 示 性 数 ， 
由 直接 观察 (图 251) 不 难 证 实 , 中 心 , 结 点 与 焦点 的 席 卡 莱 示 
ERST H, 葡 点 的 席 卡 荣 示 性 数 等 于 一 1. 
同样 ,由 直接 观 赛 不 难 证 实 下 列 断言 的 正确 性 : 
1) 不 包含 任何 奇 点 车 内 的 闭 曲 线 的 示人 性 数 等 于 零 (图 252); 
2) BARAJLAR AE ANR RREN ЕРЕВАН 
数 之 和 ): 
3) 同时 也 是 系统 《5.17 
的 闭 轨 线 的 闭 曲 线 ， 其 示 性 
Е НЕ СМ, 251 上 中 
心 的 情况 ), 因 为 这 时 向 量 的 
方向 总 是 同 曲线 N 的 切 向 重 
ФУ; 
NS 4) 闭 曲线 上 的 直方 程 


组 (5.0) 决定 的 向 量 ,方向 全 
— ss MAREHEM Gk q" ER 
HRE EUIR”), HRH 
图 252 数 等 于 + СА 251 L 
点 的 情况 )， 
这 些 由 直接 观察 所 得 的 断言 ,实质 上 , 也 就 是 利用 以 几何 直观 
为 依据 的 ,关于 连 绪 竹 的 菜 些 概念 ,通过 对 一 些 个 别 例子 进行 研究 
D ПЖ ЛЛ ДЕН м. МАЛ 88 Сера јат) Нам 
所 界 的 区 域 划分 为 小 区 , а К И ПЕ. И 
区 的 生动 都 接 何 一 的 转向 ,出 统 曲 线 W 一 局 时 向 量 的 转角 等 于 绒 各 小 区 一 届时 
向 最 转角 之 和 ; 因为 每 个 小 区 的 边界 都 要 经 过 陌 次 ,次 次 的 方向 又 相反 , 绕 内 部 
MERER РНЕ ДИНУ. НИЧЕ 2) 的 断言 
2) 必须 注意 到 , 示 性 数 和 设 相 扫 线 的 运动 的 方向 巨 关 , 例如 , 稳定 结 点 与 不 稳定 千 
点 的 示 性 数 都 等 于 +L, 
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的 方法 ,所 得 到 的 结果 ,可 以 严格 地 证 明 5, 例如 用 解析 的 方法 .在 
转 人 研究 这 些 论断 的 推论 之 前 ， 举 几 个 用 解析 方法 进行 研究 的 例 
+. 

不 难看 出 , 闭 曲 线 N 对 于 由 方程 组 《5.1) 定 义 的 向 量 场 的 示 性 
数 ,可 以 用 下 列 旱 线 积分 表示 : 


x Рао — Оар 

= = п баа $, KET 

这 是 对 全 微分 的 曲线 积分 ;因而 ,如 果 在 进行 积分 的 曲线 六 所 
包含 的 区 域内 , 对 应 的 被 积 函 数 与 共 导 数 是 连续 的 , 则 积分 等 于 
F, 由 此 , 立刻 严格 地 证 实 了 关于 闭 曲 线 中 如 果 没 有 奇 点 则 其 示 
性 数 便 等 于 零 的 第 一 个 断言 2, 因为 在 我 们 关于 方程 组 (5.1) At 
所 作 的 假设 下 ,被 积 函数 及 其 导数 所 作 的 连续 姓 , 只 有 在 同时 有 
Р(х, y) = 0, О(х, у) 一 0 的 点 上 才 不 成 立 ， 

现在 用 解析 法 来 计算 奇 点 的 虎 卡 菜 示 性 数 。 亦 即 计 算 包含 这 
个 奇 点 而 不 包含 任何 别 的 奇 点 的 简单 闭 曲 线 的 示 性 数 ， 这 时 将 假 
设 对 这 个 点 有 入 一 ad — be = Ù, 

为 了 不 改变 符号 ,假设 所 研究 的 痊 点 在 坐标 原点 上 ,所 以 


SE = az + by + Pila, y), <” = ¿z + dy + (=, y), 
š £ 


其 中 忆 与 Q, 是 对 = 与 了 首 项 不 低 于 二 次 的 级 数 ， 

先 证 明 在 计算 奇 点 的 示 性 数 时 ( 当 А = 0), 可 以 奔 去 高 次 项 。 
ВИР, 与 0. 因为 根据 前 面 所 述 , Ем РИН, 
那 末 在 计算 示 性 数 时 , 可 以 取 半 径 o(oz 0) 充分 小 的 圆 为 曲线 м. 

H х = peosy。y 一 psing 北 为 极 坐 标 ,把 曲线 积分 变 成 普通 
的 定 积分 : 

= Ilo) 


ir (scap Б віп K pt danp) (benp I ——— theng telle, pide, 
= =, (awe gp баш p) + (cooo ашр) + рб (р, 


1) 上 除 断言 2) 1496, ВЧЕН ЕАО Br ВИЗА 29 г L ПЕНЯ Г. 
2) PERRA AARRE СТ А = 0) 的 示 性 数 可 能 等 于 零 。 
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其 中 FCp, p), GLp, р) Pt p ИН С 2 ORRERA), 其 系 
数 是 站 的 肩 期 函数 . 

ІХ ІА Со) 记 右 端的 定 积分 。 十 分 明显 ,与 示 性 数 的 概念 密 
切 有 关 的 曲线 积分 ,只 对 о > 0 才 有 意义 .但 是 ,应 注音 下 面 的 阿 
题 ， 定 积分 Ко), 对 于 充分 小 的 o, 是 о AERAR Ат. 
ЖЖ, Шо (р) = #00). 95—271, 我 们 知道 ,对 于 充分 小 的 o, Hii 
ВАЛА Т zp。 巾 此 可 知 , 对 于 充分 小 的 p, 有 200) = 1(0)， 
Hf ; = 0): 
=I) 


=1 [ме sin ge cos p ++ d sin ф) — (с cos ой sin ФК cos P+ P sin gp). 
Iy (z cos p + 5 sing) + Ce cos @ + dàn фу)? 


这 就 证 明了 在 算 简 单 奇 点 { 当 A == 0) ПЕЛЕВИН, pf 
以 弃 去 非 线性 项 。 为 了 计算 1(0), 用 下 面 的 方法 比较 方便 。 再 回 
到 普通 坐标 ,并 把 展 达 式 再 写 为 临 钱 积分 ， 

= 100) = Саве) ея) (ая ВУ), 
(ах + РУ (сх + дуу? 

SEE N EEA E AREENASTA 因为 对 于 弃 去 非 线 性 
项 后 所 得 的 线性 方程 ,唯一 的 奇 点 就 是 坐标 原点 ， 这 个 方法 在 于 ， 
ВОНГ 


(ах + yY + (сх + ау? = 1 
作为 这 个 闭 曲 线 , 经 过 简单 的 计算 后 ,得 
i=10) 一 全 中 Gay — yan), 


其 中 

a b|! 
А й 
或 根据 用 曲线 积分 表示 面积 的 熟知 公式 ,得 


j = 100) = 2 s, 
л 


A 一 


3 


1 


其 中 ЖИЗНИ. AA s = z/1A1?, 所 以 
і= 127. 
[А | 
由 此 , 立即 可 知 结 点 , 焦点 与 中 心 的 虎 卡 药 示 性 数 等 于 +1, 
而 整 点 的 等 于 一 1, 亦 即 与 前 面 | 
ВЕНЕ НОЕ АН (复杂 奇 
点 的 庞 卡 莱 示 性 数 , 因为 它 有 
和 A 一 0, 所 以 可 以 不 是 士 !1. М 
如 ,对 珊 - 结 点 型 奇 点 ,7 一 0; М, 
B 253)， 我 们 不 再 进行 解析 的 
研究 ,以 严格 地 证 明 其 休 断 言 ; 我 DN 
们 只 指出 ， 第 二 个 断言 可 以 由 曲 
线 积分 的 基本 性 质 直 接 得 出 ， 
现在 根据 示 性 数理 论 ， 导 出 图 25 
关于 闭 相 轨 线 与 各 种 性 质 的 平衡 状态 的 共 在 规律 的 下 列 推论 . 
推论 工 ， 在 闭 相 轨 线 内 , 至 少 有 一 个 奇 点 . 因为 按 前 述 , 这 种 
轨 线 的 示 性 数 等 于 +1, 而 内 部 漫 有 奇 点 的 闭 曲 线 ,其 示 姓 数 等 于 
=. 
推论 П. ДЕРИНИ О — S ЖЖ, 


1) НИ (ах Ру + (ex + dy)! = 1, ТУАН, НЕНИЯ 
х.у ШАА Š = ax + Ву, y = cx + dy, E, ФА 2 B PB se ir. 
Іх, НИ Car + Ру)? + (сх + уу = 1363259] S° + wi 二 1. 这 个 加 
的 面积 S, = m. 
BHE, 
Е, 
S= $ pP (Ë 2) | 


же p (Sr) 是 相应 的 雅 可 比 式 ， 因 为 


|“ Р 
p(Ë 3) = Е d |= а, 
ВАЛ 5, = s]a], 由 此 ,面积 
S= 
21" 


+319» 


也 不 会 是 任何 示 性 数 和 不 是 十 1 НРК. 
推论 II НН, RA RARA А СА = 0), ЯБ 
Жад арк, А ВН Tt Bas Ни. 
注意 , 对 于 任 一 无 切 环 的 闭 虹 线 , 亦 可 以 得 出 同样 的 结论 (在 
断言 4) пуда). 由 此 , 特别 可 以 得 到 下 述 结论 : И 
是 绝对 稳定 或 绝对 不 稳定 的 , 那 末 ,在 有 限 距离 内 的 全 部 奇 点 的 示 
性 数 之 和 等 于 +l. 


$9. 没有 闭 轨 线 的 系统 


因为 在 研究 具体 的 动力 学 系统 时 ,所 发 生 的 国难 是 很 大 的 , 因 
此 ， 常 常 由 于 缺乏 正规 和 充分 有 效 的 方法 而 必须 采用 各 种 数值 积 
分 方法 进行 . 但 是 :也 有 一 些 情况 ,根据 一 般 的 理论 就 可 以 比较 简 
单 地 将 研究 一 直 进 行 到底 ， 这 种 情况 之 一 (实际 上 也 是 最 重要 
的 ) 一 一 就 是 用 基 种 方法 能 够 证 明 ， 在 所 研究 的 系统 的 相 平 面 上 ， 
没有 沼 相 轨 线 的 情况 . 

可 以 指出 许多 关于 没有 闭 相 轨 线 的 判 据 ， 每 一 种 都 给 出 一 些 
充分 的 条 件 . 虽然 对 于 55.1) 型 的 方程 所 给 定 的 系统 ,这 些 判 据 并 
未 能 给 出 任何 能 够 证 明 没 有 闭 相 轨 线 的 正规 方法 ,但 是 ,从 举 的 实 
例 中 可 以 看 出 ,这 些 判 气 还 是 有 一 定 的 实际 意义 的 . 


概 定 所 研究 的 系统 是 由 方程 
S= PG, ,~ 0(x, y) (5.1) 


措 述 的 ,其 中 我 们 也 将 设 PCx, y) 与 Q(z, у) ЕЕ ЕВЕ 
ТО. 
我 们 要 研究 的 第 一 个 判 据 -一 一 所 谓 本 狄 克 生 CBendixson) $ 
Е, 力 是 完全 由 相 轨 线 组 成 的 闭 回路 不 存在 的 充分 条 件 0L 
本 狄 克 生 判 据 : 如 果 在 相 平 面 的 某 一 单 连通 域 中 ,表达 式 


92 00 анаа, лах роса, ее 


= 320 * 


系统 (5.1) 的 相 轨 线 组 成 的 闭 回路 "， 


w. u ` k Г В 


要 证 明 这 判 气 ;用 格林 定理 
[[аР ‚ др _ — ол 
1122 + Se) dx dy $ Pay Od). 
ВИНЕ ВЕН ER IR НОННА ВЕЕР, WE 
由 方程 (5.1), 这 个 积分 等 于 专 , 因 而 ,双重 积分 也 等 于 零 ， 但 在 这 
一 情况 下 ,表达 式 P + 92 必定 在 该 回路 之 内 共处 变 号: 故我 们 
的 论断 得 证 . 
本 狄 克 生 判 据 的 一 个 著名 的 推广 是 福 拉克 《Dolac) 判 据 "， 
如 果 存 在 某 一 有 连续 导数 的 连续 函数 B(x, у), ВЕНЕ BEE Е 


МИССИС НЕ 
ENEE ААА ARER, РАДЕ В ЖИРА. 

ЕЖИК НЯ— Аа НН, 3 
句 话说 ,研究 系统 (5.1) 中 没有 局 期 解 的 判 据 . 

在 $ 8 中 所 述 的 示 性 数理 论 的 基础 上 ,可 以 导出 许多 判 握 : R 
们 引述 几 个 在 实用 上 最 重要 的 。 以 后 我 们 还 要 介绍 几 个 以 所 谓 的 
“接触 曲线 "为 基础 的 判 握 。 

1. 如 果 系 统 中 没有 奇 点 , 那 末 也 不 可 能 有 闭 相 罗 线 . 

2. 如 果 系 统 中 只 有 一 个 奇 点 ,同时 其 示 性 数 不 等 于 十 1 (例如 ， 
鞍点 ), 那 来 在 这 个 系统 中 不 会 有 闭 祖 轨 线 . 

3. 如 果 系 统 有 几 个 奇 点 ， 其 任何 组 合 的 示 姓 数 之 和 都 不 等 于 
+1, 那 末 这 个 系统 亦 不 允许 有 闭 相 轨 线 存在 . 

4. 如 果 系统 只 有 简单 的 奇 点 ,同时 ,通过 所 有 示 姓 数 为 а 的 
点 ,都 有 走向 无 限 远 的 哥 分 曲线 , 那 术 这 种 系统 中 亦 不 允许 有 闭 入 


1) 注意 , МР, 十 0, 在 这 区 域 的 革 些 虑 或 某 条 曲线 上 等 于 零 时 。 判 据 仍 热 戌 立 。 
D 这 里 也 容许 2020 +96202 ERRE PRR аа В ре. ЗН, 
х А АУА НН Е А НН НЕНА. 
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A ГІНЕН НЕКУЮ, RIKA LACANA 
系统 所 描述 的 物理 系统 ， 

1. HREF EPAR) 作为 第 一 个 鲍 节 ,我 们 研 
究 对 称 电 子 管 抱 电器 (或 触发 器 ) 的 工作 ,其 电路 如 图 254 所 示 ( 电 
容 c, 与 Cr 表示 电路 中 的 小 寄生 电容 ). 在 一 定 的 条 件 下 ,电路 有 
两 个 稳定 的 平衡 状态 , ЗЕН, 如 果 在 所 路 的 适当 的 接点 上 , MEAE 
应 的 电压 脉冲 ,系统 就 会 从 一 个 平 奖 闫 态 晃 到 另 一 个 平衡 状态 ， 
这 种 触发 器 在 无 钱 电 技术 的 装置 中 《例如 , 在 阴极 示波器 中 , 当 在 
示波器 输入 接点 上 到 达 单 个 电压 脉冲 时 ,产生 沿 时 间 韩 的 所 谓 “ 等 
待 的 "电光 扫描 时 所 用 的 装置 ), 电 脉冲 计数 器 中 ,以 及 现代 的 电子 
数字 计算 机 中 ,应 用 得 相当 广泛 ， 

我 们 研究 触发 器 的 简化 电路 (图 255)，、 这 是 由 完全 电路 (图 
254) EH kat H ЖАН. СК, 一 CsR; 时 得 到 的 。 这 时 , 把 屏 压 
的 振 葛 竺 给 电子 管 栅 极 的 分 压 器 的 传递 系数 В 是 第 数 ， 不 依赖 于 
ВЕРЕ ЛЕ: 

и, — Е. = Ви» 一 Е,), | 
й — Е, = B ua 一 EDs 


t) 严格 地 说 ,分 于 器 的 方程 是 微分 方程 , Pa ГРА РОТЕ 
右边 的 禹 极 的 分 压 器 (图 2545: 


(5.60) 


с. = =) Ни t dih и; — F 
+ = С £ 
= R, тв 
Ятга АН НЕ, В, 
R N: к (С + G, < + m=- RR: С н + к, Сат) + Es. 


F, + R, + R, di F, + K; 
不 过 ， ж СК, = С.К, akana и, ЖУК 


нЕ = Е, + Caa — Ep) АСЕ, 


К, + K: 
因而 ,不 论 变 数 va 怎样 ,在 电路 接 通 了 充分 长 村 间 以 后 5( 当 > CR D, 就 会 得 
到 第 二 个 关系 式 (5.60》， 分 压 器 所 蜗 的 电流 , 涉 难 算出 ,等 于 
rC; dig Hat РА 
C+ c: dt 1 RT Re 


因此 ,我 科 可 以 用 有 并 联 电容 СЕ ВНЕ R, 与 R, ЕСЕ 


CR, = C R, РЖ RC- ER, 
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其 中 = R,/(R. + R), 而 屏 极 接 点 的 等 效 电 容 (图 255 上 的 电 
ЖС) EF C, = Cs 十 [CCeACC 十 C5)]， 我 们 将 看 到 ,这 个 简化 
电路 是 由 两 个 一 阶 方程 描述 的 (完全 电路 (图 254) 当 CRCR; 
时 , 是 四 阶 方程 的 系统 ),， 并 使 我 
们 可 以 把 触发 器 的 工作 当成 继 电 
喜来 看 待 ,在 电路 的 不 对 称 点 上 ， 
Я, ЕК TETAHI 
以 电压 脉冲 时 ， 继 电器 就 会 从 -- 
个 平衡 状态 姨 到 另 一 个 平衡 状态 
《为 了 不 在 电子 管 的 控制 横 极 上 
加 以 额外 的 电导 耦合 ， 通 常 就 拒 
这 个 电压 加 在 电子 管 的 另 一 个 策 
极 上 ¢ 便 如 ,和 如果 电 路 中 用 了 王 极 
E, 就 加 在 五 极 管 的 栅 极 上 ), 或 加 在 雍和 极 电 路 中 的 小 电阻 上 (图 
256))， 对 这 个 电路 (用 图 255 中 的 记号 ), 得 下 烈 方 程 : 


Co Sa L ¿a + 


“a 一 Рё j Ша — É. 


= 0, 
dt R, 十 Р, е. 
с, Яна ++ ta 一 Е, 十 ве 一 Е. _ 0. 
£ R, + R, R 


然后 , 忽略 屏 极 反应 , BDE ВЕРЕ РРР FL НЕ BJ A 


+ 323 + 


$E AREN, in = JGa) 及 ia == Киз). BERRET EH Eh 
га = Ка) 的 形状 如 图 257 所 示 , 即 上 只 有 下 殉 性 质 : 
1) BREE ASA, BH Ca) 20, МЫ, 0 < уи) 
t =< 1,, 其 中 7 是 电子 管 的 饱和 电 
Ў; 


2) 符 性 曲线 的 互 导 РСК) 有 
唯一 的 极 大 信 、 且 从 这 个 极 大 值 
向 两 边 一 直 毕 调 地 城 小 到 和 零 . 

在 上 面 的 振 葛 方程 中 ， 引 人 
电子 管 的 特性 ,再 利用 (5.60), 可 


把 方程 化 为 
С, = = — и: — PR e) + E, 
И (5.612 
C R 9 = — и, — ВЕК) + E, 
其 中 . 
р = RCR, К) 


R, + R + R; 


E= Et К (В. — E) = ЕЧ К.)Е, 


R, + R, + R, 
或 一 个 一 阶 方程 : 
но н РЕК) — Е 
ад Е н 十 TOS = F` (5.62) 
平衡 状态 局 然 决定 于 方程 
из НВЕКи) — E = 0, (5.630) 
ш + BR (u) — E = 0, (5.636) 


并 可 以 看 成 是 曲线 (5-634) 15 (5.636) 在 相 平 而 上 的 交点 【注意 ， 
第 一 条 地 线 是 水 平 切 线 的 等 倾 线 ， 第 二 条 是 铅 垂 切线 的 等 倾 线 )， 
不 难看 出 ,对 于 任何 参数 值 , 都 存在 "对 称 的 "平衡 状态 一 一 在 分 角 
ВЕ ит == и, ЯНА (О, U), 顺便 指出 , АВЕ 
(5.62) 的 积分 直线 ， 实 际 上 ,决定 这 个 平衡 状态 的 坐标 的 方程 


+ $24 * 


ИВЕКО) — E = 0*, 
НЕРЖ f(x) 的 上 述 性 质 , 总 是 有 一 个 且 仅 有 一 个 解 , 对 应 于 曲 
线 y = GO SHER y = СЕ —н)/8Е 的 交点 。 除 了 这 一 “对称 的 ” 
平衡 状态 以 外 , 电路 还 有 其 他 不 在 积分 直线 a = =, E. 但 对 称 分 
布 的 平衡 状态 (如果 点 (а, 2) 是 平衡 状态 , ЖА ($, а) 也 是 平 
奖状 态 ); 这 样 ,平衡 状态 的 总 数 总 是 奇数 ， 要 找 呈 平衡 状态 ; 需 作 
出 曲线 С5.63а) -5 (5.636), 并 求 其 交点 .这 种 求法 见 图 258, 图 
258, а—- ВЕРСО) < 1 НИ, 这 时 只 有 一 个 (对 称 的 ”) 平衡 
К; 258 6- ВКР) > 1 的 情况 ， 这 时 有 三 个 平衡 状态 ?. 


(57а) 
15.598} 
2) GH 
256 


现在 来 研究 平衡 状态 的 稳定 性 ， 为 此 , SSH ASE ЯНКА Cat, 
ма) УМЕЮ ИЗНОС. © 
u = ні + Ë, m= + n; 
这 时 ,不 难 证 实 ,一 次 近似 方程 是 : 
ЧЕ 


Сьв 8 = — Е ВАР, СВ ËL а — ВКРОЕ, 
de - d: 


* 其 中 的 天 DD 原 书 为 CUD 一 一 详 者 注 . 

D 如果 ВЕРСО) 1, 而 电子 党 特性 的 互 尾 UO 在 “对 秘 的 "平衡 状态 上 不 是 极 
大 值 ,那么 这 个 系统 ,一 般 地 说 ,也 可 以 有 多 于 三 个 的 平 痪 状态， 当 BBRACDI<1 
了 时 ,可 以 有 5,9, 13, 0, ВЕРСО > ЕВ 7, М, … 个 ,这 要 看 
FERL УС) TH e = U 属 互 导 极 大 点 那 一 契 上 的 形状 而 定 。 下 面 我 们 只 研 
НЕВЕ ТЖЕТНИЯЯ. .，. 
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而 特征 指数 决定 于 方程 

ICRA +1 ВАР (<D | — 0 

ВЕР (4) СВА +1 > 
н, I 

C.R. = — 1 ВК’, 
注意 到 一 AR ER (5.63а) 的 切线 的 斜率 ,而 — 1ИВЮР (м) 
是 曲线 55.636) КУПЕ НУ, ЗАТ ИЕ, 9 ВКР 三 1 时,“ 对 
称 的 ”平衡 把 态 是 稳定 的 (稳定 结 点 ), М REO > 1 hp, 是 不 
ео Сну. 因而 .如 果 平 衡 状 态 只 有 它 一 个 , 那 末 便 是 稳定 
BJ; 如 果 有 三 个 平衡 状态 , 那 未 它 便 是 不 稳定 的 :在 后 一 种 情 这 中 ， 
其 余 的 两 个 平衡 状态 总 是 稳定 的 (稳定 的 结 点 )。 | 
然后 ,如 果 用 Plan up 与 Общ, из) 表示 方程 (5.61) 的 右 端 ， 

则 在 整个 相 平 面 上 


ӘР 90020 
Ән, дн, 


因此 , АК НЕ Е, 该 系统 没有 出 相 轨 线 组 成 的 闭 回 路 , 更 
没有 闭 相 轨 线 。 世 不 难看 出 ,所 有 的 相 辆 线 都 由 无 限 远 走向 近 处 ; 
事实 上 ,从 方程 (5.51), 得 表达 式 


z 
Е CoR 2 Gd + и) 


= — (ai + zD — Ки Ки, + иби + Elw + в), 
РЕК и, 或 tw, 这 个 表达 式 总 是 负 的 ; 换 名 话说 ,半径 4 充 
分 大 的 加 丰 十 好 一 和 是 无 到 环 , 同 时 ,所 有 的 相 轨 线 都 进 人 这 个 
HA. 

2 ТРЕЯ ИН, БАЦЯН Е а Г. 这 一 划 
РЕЯ ИБ RR T Ч 259 a СМ ВЕР (U) < 1582, МЕ 2596 (24 
ВЕРСО) > 1 时) 上 . 

ОТА ТЕ ЕЕ ЕН, АЕН — 
МУЗКА ТУВА. RER A > 1, НН, 
在 开始 时 ,触发 器 在 对 应 于 相 平 面 上 结 点 六 的 平衡 决 态 上 工作 ,这 
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时 , 电子 管 Л, 闭塞 , 而 电子 管 1; 通路。 在 电子 管 Л, 上 加 一 短暂 
RE prh, 使 它 通 路 《例如 , 在 这 电子 管 的 阴极 电阻 上 加 以 负 脉 
冲 , 见 图 256). SAFE Л, 上 加 以 附加 的 电压 с (2) 时 ,电路 的 方 
程 便 为 


С.К Aus = — z, — ER uD + Е, 
£ 
| (5.64) 
и 
CR = — из ВАКа + сау) + Е, 


图 259 
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ИН EEA Е {图 260), 我 们 就 可 以 在 脉冲 作用 的 时 间 
(о; < r), 把 系统 看 成 是 自治 的 ,再 把 相 图 作 在 租 平 面 е, 
м, ЕСЧП е = 0 的 情形 所 作 的 相 图 不 同 )}， 和 前 述 的 一 
#0 样 ， 每 一 个 运动 都 使 系统 到 达 一 个 
稳定 的 平衡 状态 《稳定 的 平衡 状态 
是 结 点 )。 现 在 , 平衡 状态 决定 
二 曲线 十 ВЕК + e) E = 0 
K. а + 88и) — Е = 0 HRA, 
ЯЗ 35 BH А (5.634) 
向 去 平移 г 而 得 到 的 (我 们 设 20), 
而 第 二 条 就 是 曲线 (5.638). 
证 脉冲 e ОАК, БЕЙ 
发 器 在 防 冲 作用 下 ,有 一 个 位 于 分 角 线 右 方 的 平衡 状态 了 (稳定 的 
结 点 ) (图 261)。 设 久 冲 前 司 向 的 坡度 非常 之 大 ,以 致 在 它 通 过 的 
隐 间 内 ,系统 的 状态 来 不 及 有 了 闭 剧 的 改变 (电路 中 电容 的 充电 景 来 
ХРЕН). ВЕРЫ СМ: = 0) 网通 过 后 ,系统 的 状态 
岂 相 平面 上 的 点 у, 表示 (图 261)。 这 个 点 在 有 脉冲 之 前 是 稳定 的 
结 点 ,但 在 脉冲 作用 期 间 内 是 简单 的 党 点。 根据 方程 《5.64), 相 点 
沿 相 应 的 相 琐 钱 走向 稳定 的 结 点 7. 如 果 在 脉冲 作 攻 期 间 ( 亦 即 在 


> 


7 т 
и 260 


y #5890) р 
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t= r ZAND, НАТ и, = u, H£ kuis ОМ) 
之 后 , 它 位 于 e = 0 的 相 平面 (图 2596) ЕВЕ у, BJ “ИЗ” Б 
内 ,以 后 就 新 近 二 趋向 于 点 y BE, ARRA RAAK E е 
及 持续 时 间 г, 就 可 以 把 触发 器 由 平衡 状态 羔 抛 到 平衡 状态 y. 
我 们 可 看 到 ,在 重复 给 以 这 样 的 脉冲 后 ,触发 器 必然 仍 停留 在 平衡 
RE y; Е (为 了 得 到 相反 的 贡 掉 , 需 给 以 反 向 的 脉冲 ). 

还 要 作 一 点 注 记 , 它 有 着 一 定 的 实用 价值 ， 我 们 知道 ,触发 器 
是 作为 计算 单元 用 来 计算 电 脉 冲 的 【以 二 为 模 )。 为 此 。 脉冲 要 加 
在 电路 的 对 称 点 上 (例如 ,加 在 公共 fa 
的 阴极 电阻 上 ; 见 图 262), 而 这 时 ， 
每 个 脉冲 都 抬 触发 器 从 一 个 平衡 状 
态 抛 到 另 一 个 平衡 状态 (这 样 ,根据 
触发 器 的 状态 就 可 以 确定 有 奇数 个 
还 是 假 数 个 护 冲 被 加 在 触发 器 的 输 
入 接点 上 了 })， 不 难看 出 ,对 我 们 研 
究 的 触发 器 的 简化 电路 。 当 在 电路 
的 对 称 点 上 加 以 脉冲 时 ， 触 发 器 不 h 
会 被 力 一 个 平衡 状态 扼 到 另 一 个 平 图 262 
тха. ЕЭС Б, з LURE е 的 矩形 脉冲 时 ,简化 电路 
的 振荡 方程 是 


7 


CR = — и — Rim + e) + Е, 
CR 一 一 一 BR + e) + E, 
dt 
或 写 为 单个 方程 的 形式 : 
dm _ — PR Ки + е) + E 
биз — m, — BRJCu, + e) + E 


直线 a 一心 显 然 是 这 方程 的 积分 曲线 ， 因 此 ,在 脉冲 作用 时 间 内 ， 
入 点 不 能 越过 分 角色 zw 一 sm, 因而 也 就 不 会 进 人 另 一 个 结 点 的 吸 
引 区 , 既然 留 在 原来 的 平衡 状态 的 吸引 区 内 , 相 点 在 入 冲 停 止 后 ， 
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аар ЗР, TEM ВИЕ ASE МА ЗЕ STIK s 
25-0, RE ТЖ ТН. Eh X es HE 
ЖЕЛЕР о, у RARE С СВЧ 254), 

2. 发 下 机 的 并 联运 行 研究 两 个 同样 的 串 激 直流 发 电机 并 
联 在 公共 的 负 苟 上 工作 时 的 情形 ( 圈 263}。 设 电机 的 电 枢 转速 相 
岗 而 且 不 变 , 又 忽略 发 电机 磁 路 中 的 回 滞 坝 象 ,我 们 可 忆 招 每 个 电 
机 的 电动 势 上 看 成 是 它 的 灌 磁 绕组 中 电流 :的 单 值 函 数 : Е = 
(让 ， 慨 定 每 个 电机 的 特性 曲线 如 图 264 所 示 , 亦 即 : 

1) E — $G) НЕНИЯ аф С (СО = — 9 М 
pCO) = 0), HZ; — + оо 8}, $G) — Е, G ; — — со 时 ,相应 
A eG — — ZE): 

2) 导数 i) > 0, R. |: | 增加 时 不 增加 , 亦 即 , 对 于 任意 
о E PGO < PGO =< o, ÉR o = ф'(0) > 0. 


— 
6+, 


| 263 图 264 
该 系统 的 方程 (用 图 263 中 的 符号 ?可 以 罕 为 

LL = pG) — G + RY — Rin 
dt 
H (5.65) 

La = pliid — (r + КУ, — ВА, 

ZAHR, ВН: 

di PD (z + R); — Ва (5.66) 


di Ф) (r + Ви - Rz; 


平衡 状态 决定 于 方程 : 


ФЕ — (r В – Rih == 0, (5.673) 
PGD — Cr + В: — Ri, = 0, (5.676) 
而 其 特性 决定 于 特征 方程 


k: + GÀ + А = 0 
的 根 , 对 于 平衡 状态 (1, Г), 特征 方程 的 系数 很 容易 算出 ,等 于 ; 


в 一 + [2Cr + R) 一 中 (CD — Ф'С)}, 
(5.68) 


= F {IUDr HRPU (+ R)]— RJ. 


注意 特征 方程 的 判罚 式 
А ОВ, Е 0, 
412 L? 

亦 即 ,该 系统 的 平衡 状态 只 可 能 是 结 点 或 灶 点 。 

首先 ,对 于 任意 的 系统 参数 , 它 的 平衡 状态 是 相 平 面 的 坐标 原 
Ай = 0 == 0, 这 对 应 于 两 个 发 电机 的 来 激励 状态 ， 这 时 ， 

sL = 2(r + R — p) K. AL = (e — r)[p — (r + 2R2)). 

Hl. X E 8182582 = > р 时 是 稳定 的 结 点 Co > 0, A 2-0), IU 
= r =< o =< r + 2R ЯША, ЧЕ 2R < 之 pp 时 是 不 稳定 的 结 点 
(c < 0, A > 0), 

为 了 求 出 在 分 角 线 i1 = 
n 上 的 平衡 状态 (为 简短 起 
见 ， 我 们 称 这 些 平衡 状态 为 
ARA’ BEHE (5.67a) 
+ (5.67b) tH ;, = i = a; 便 
得 到 这 些 点 的 举 标 ; 

ФСа) – Се +2R)a=0, 
(5.69) 

这 正 是 需要 的 平衡 状态 ,因为 在 它们 对 应 的 状况 下 ,两 个 发 电机 正 
常 地 运行 ;对 电阻 下 给 出 最 大 的 功率 . 从 图 265 所 示 的 方程 (5.68) 
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z=pf Eb ni 


2-ши 


图 265 


的 图 示 解 来 看 ,十 分 明显 ,这 种 平衡 状态 仅 当 + + 2R < o 时 存在 ， 
并 且 只 有 两 个 : Ala, а) МА (в, —a), HP a > 0, 对 于 4 类 
点 : oL= r+ Ra М АР? = [фа Иф”а)- С 281. 
因为 (a < r +28, ИДН ПВО r > ф Ca) 
时 是 稳定 的 (稳定 的 结 点 ), 及 当 + < (a) ЕДЕ СЕЕН). 

Ш < o, ИДЯ L, = — i Е, 存在 两 个 平衡 状 
Ж: В(6, 一 2 及 B,(—b, Б), 这 些 “ 有 害 的 ”平衡 状态 (一 个 电 
机 对 另 一 个 工作 , 而 通过 电阻 R 的 电流 1 = i + ¿, = 0), 我 们 记 
IBRA. БОБ > 0) 的 坐标 显然 决定 于 方程 

ФСБ) — rb = 0, (5.70) 
JREH,HH£Ë = = Ф007) 与 直线 z — ri 的 交点 {图 265)， 对 于 B 类 点 ， 
oL = 2|r + R — p'O] > 0, 
AL? = [p A) rh) — (r + 2R)] > 0, 
因为 (5) < r. IN, Я p Жаре, ИЕ. 
现在 ,我 们 来 看 在 这 一 系 绕 中 会 发 生 怎样 的 运行 杖 态 ， 为 此 。 
我 们 设 发 电机 的 特性 是 不 变 的 ,并 把 电阻 + БВ ЖЖ, 
作出 “ 相 图 移 连 环 画 ”"。 首先 , 由 方程 (5.65)， 在 半径 充分 大 的 加 
пня НЕЕ, A 
r. (8 4 8) 

= ~ RCh + ЭҢ 一 А6 + #8) + пФ, + Фа) < 0, 
ВЧ, РАУ РЕА RE R, 同时 , 所 有 的 相 雪线 都 从 无 限 远 
进入 无 切 环 之 内 ( 亦 即 ,无 限 远 是 绝对 不 稳定 的 )。 由 此 可 知 ,所 有 
平衡 状态 的 虎 卡 莱 示 性 数 之 和 等 于 1. 

再 者. 由 于 电路 的 对 称 性 及 pG) 是 奇 函数 的 缘故 , MA 
ине i EDE (5.66) 的 积分 直线 , 旦 整个 相 图 对 称 
于 这 两 条 直线 , 特别 是 , 平衡 状态 是 对 称 于 这 两 条 直线 分 布 的 ?， 
因此 ， 以 后 我 们 可 以 在 相 平 面 上 只 研究 这 两 条 积分 直线 之 间 的 那 


1) РЯ п == - п МАНИ, 所 有 上 述 平衡 状态 还 有 
一 个 公共 的 性 质 ， 就 是 :方程 (5.66) ЙОН ААРА А к,а = + 1 
的 方向 通过 平 每 状态 的 ， 
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个 象限 内 的 相 轨 线 的 形状 (我 们 将 在 包 全 Oi EPMK К, РЧ, 
НН. 

我 们 已 指出 过 ,平衡 状态 是 曲线 《5.67a) 5 (5.67) 的 交点 。 
此 二 竹 线 的 方程 可 以 写 为 显示 式 : 


= ф(и), - (5.57) 
其 中 В == plih), ^ (5.67) 
pD = p) 一 £r + RY ` (5.71) 


ЕА Epy => 


图 266 


1) НН, АЕА Е БАЧАННЕ: оли, 市 第 二 条 是 水 
НЕ, 
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这 些 曲线 当然 是 对 称 于 积分 直线 = n K = — i BJ. 因此 ,要 
找 出 象限 K GBRAD 中 的 平衡 状态 , RA a > 0 fE Fl #Š 
《5.67a)， 再 相对 直线 L = i K j = — i, НЯ, 便 得 到 曲线 
《5.67b)《 后 者 只 需 在 象限 K, 的 范围 内 作出 )。 这 样 , 对 不 同 的 参 
数 r 与 的 值 所 作 的 曲线 《5.67a) № (5.675), Е 266 Втях CÈ 
Фала 20 时 的 曲线 (5-67a), 而 虚线 是 它 对 直线 ii М = —a 
所 作 的 镜 象 一 一 象限 K, 里 的 布线 (5.67b), 

L. r > p， 这 时 《图 266, 7), ф (= Съ RIRE- 1, 
曲线 (5.67а) Æ и > 0 时 完全 在 象限 к, 内 ,而 其 对 直线 二 一 一 让 
的 镜 象 曲线 (5.67b) 在 К, A. 这 两 条 曲线 除 在 坐标 原点 外 ， 
在 任何 地 方 都 不 入 交 ， 因 而 在 相 平 面 上 (图 267 1) 有 唯一 的 平衡 
状态 -一 一 稳定 结 点 O. 因为 没有 其 他 的 平衡 状态 , 也 没有 闭 相 轨 
线 ?, 所 以 所 有 的 相 轨 线 都 淅 近 地 趋 于 结 点 0 一 一 在 任意 的 初始 条 
炸 下 ,系统 中 都 要 建立 起 两 个 电机 都 没有 激励 的 状态 3. 

Пг чо<, +28. 现在 一 1 二 (中 二 十 1, ПЕ 4А 
原点 附近 的 同 线 (5.672) 在 象限 K A, ПМЕ а b ХНА, 
象限 К, (图 26611). HIRE, ЕНЕВ (5.675) RH i Z ё КЛ Е 9 
限 K, Va, РОНЕ (5.672) НЕРОН O МА BCO, — Р) 相 交 . 
因此 ， 相 平面 上 《图 267 17) 有 三 个 平衡 状态 ， 鞍 点 0 及 两 个 稳 
定 的 结 点 BCO, — b) 与 BK 一 6, b); 在 任意 的 初始 条 件 下 , 系统 中 
会 建立 两 个 电机 互 为 负 匣 的 闫 沈 ( 一 个 是 发 电机 , 另 一 个 成 为 电动 
机 >) ,而 在 外 电路 中 的 电流 等 于 零 . 

ИТ, +28 <р, кф (а), МА r+2R=<o, W 《07 之 十 1， 
而 曲线 (5.673) 起 初 ( 当 五 小 时 ) 在 象限 K, 中 , ЕР 4, = a 时 进 
AK, 最 后 , 41 = рН А К, СИ 266 ИП). НЫ, НЯ 

Т) MRAP ЕН ЖЕ ЕВЕ Я CURRAR О, Е 
Жа А. БЫ ДЕС ДЕЙ Аа R. 5 = ЦЕ. e, 35 
系统 参数 有 其 他 值 时 , ИННА GSS S, ss 点 都 有 积分 家 
Ri = i і 二 一 二 通过 ; НИНЕ, 就 不 能 环绕 结 点 , НЕ 
莱 示 性 数 不 能 等 于 +0, 


2) 方程 (5.662 所 有 的 积分 曲线 ， 除 直线 ¿ =, 外 ， 都 通过 结 点 口 与 直 厂 站 = 
一 二 相 切 . 这 点 不 准 利 用 第 270 ЩЕ 2) МЕЖ, 
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G5.67b) RA орка Бью — Pp IFE K, th. РЕПО 
ФО 是 这 样 的 , 两 条 曲线 不 在 象限 K, 中 相交 (就 是 图 265, MI 所 
示 的 情况 ), 这 完全 是 可 能 的 ,因为 ф’(а) = [Ф'Са) — (z + ЮФ 
R > — 1， 这 时 ,在 相 平 面 上 有 五 个 平衡 状态 不 稳定 的 结 点 口 ， 
Еды A 及 两 个 稳定 的 冰点 B 与 B, (图 267, 171)?， 有 
功率 输出 到 外 电路 中 去 的 电 和 机 运行 状态 ， 及 两 个 电机 者 没有 激励 
的 状态 , 都 是 不 稳定 的 , 而 在 任意 的 初始 条 忻 下 , 系统 中 又 建立 起 
电机 互 为 鱼 茶 的 运行 状 访 ， 


| SS 
ЕА 


© N СК | А 5 | 


о 


Я 267 


D Евр JO) 的 形状 所作 的 假设 ,对 于 证 明 梧 线 司 .67a) 14 GETER 
天 :之 内 没有 交点 是 不 这 分 的 . 一 般 说 来 , 当 r < Са) 时 , КАРА ACO 08 
形状 ,可 能 有 性 意 个 ,但 必定 有 个 数 个 这 样 的 交点 ,而 在 相 平 面 上 有 5, 13,21 等 
TERRA, 其 中 3, 7, li з is TEA, HARTERA, FI Br N riks 
RU OF Eq ТОЕТ +I, 

HR, ЕАН В ЕН T R AEA ЮНИТ СИР 267, НГ ERDE 
ABABA MRENE, RAAR, 
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IV. r HIR < p, r > gla, Ej Е-Е, ME 

g (a) < — 1, МНН С5.67а) -5 (5.676) 在 象限 к, Pa == РЗ 
-i FERRARZE AN, З ла ЕЦЕ ВОС 266, ЈУ 上 的 
点 С(е’, с, ПИН Е (267, ZV) 有 九 个 平衡 状 态 : 不 稳 
定 结 版 О, 四 个 稳定 结 д A, Ais B, В, 及 四 个 己 类 点 : С(с' э С J, 
Cile”, c), Coe, 07), В 36е", с), ВЕЕТ 
数 定 理 , 不 难 证 实 这 是 较 点 事实 上 ,我 们 已 知 全 部 平衡 状态 的 席 
卡 某 示 性 数 之 和 等 于 十 1; МЕН Мея 
上 的 五 个 平衡 和 状态 《点 о. A. A. В, BO 是 结 点 ， 其 示 性 数 之 和 
等 于 十 5, 因此 , 四 个 C 类 点 的 示 性 数 之 和 等 于 一 4, ЭКС 
必定 是 鞍点 。 电 科 运 行 的 稳定 的 定 态 状态 对 应 于 稳定 的 结 点 A, 
A, В, В, 处 即 有 功率 输 而 到 外 电路 中 去 的 患 机 正常 运行 状 狐 与 
一 个 电机 对 另 一 个 电 拉 工作 的 状 帝 都 是 稳定 的 ， 究 亮 建立 那 一 种 
КИ, 要 视 初始 条 件 而 定 ; 如果 系统 的 初始 条 件 , 对 应 于 图 267 IV 
PALATA Сё С АЈ 
72 ГО T 胡须 ) 为 边界 的 阴影 区 域 
НЕ, ЈК Е У ЕЕ 

输出 到 人 外 电路 中 去 的 电机 


|. Е 
Ш 图 268 表示 了 分 枝 曲 


Moo R, ЕН 
7 与 RR 的 平面 И 
图 208 话 ,这 个 平面 的 第 一 象限 ) 
划分 为 几 个 区 域 , 每 个 区 域 对 应 于 系统 的 一 定 类 型 的 E (区 域 
的 号 码 与 图 267 中 分 区 的 号 码 相交。 这 些 分 图 表示 着 系统 相 图 的 
28305. лия. 1) 把 状况 了 与 状况 L 分 开 的 直线 + 一 p; 
2) 分 开 区 域 11 与 区 域 111 的 直线 + 十 2R = o; 3) r= 
由 "(a), 其 中 。 由 方程 (5.69) 确 定 ,是 区 域 IP 的 边界 ,在 区 域 IF 中 
1) 一般 地 说 , 当 > > (a) ARTER ФСО) 的 形状 ,曲线 (3.673) 55 (5.675) 
可 能 有 任意 奇数 个 交点 ,而 相 平 面 上 有 93,17, 25,… РАФ, 
+ 336 * 


ВИЛЕОН ЛУВРЕ, mea 
核 曲 线 的 方程 可 以 写 为 参数 形式 : 


r= pla), R= > [z 一 OIF 


其 中 4 是 可 由 9 变 到 十 oo 的 参数 .不 难看 出 ,这 一 曲线 通过 点 
r= p, R = 0 (5 a = 0) Му = R = 0 (š a — + so), HEE 
r + 2R = p 的 下 面 . 

总 之 , 我 们 看 出 , 有 公共 人 负荷 的 并 联运 行 的 串 滞 发 电机 , mE 
263 的 电路 所 示 , 不 能 作为 正确 的 接线 方式 , 因为 它 允 许 电 祝 互 为 
负荷 的 稳定 运行 ， 而 有 项 雍和 输 
ЗВ АНЯ К, Я 
在 其 数 的 有 限 区 域 中 (在 图 2658 
的 区 域 IV rH) 是 稳定 的 ,而 在 
这 个 区 域 中 电机 互 为 负 蓓 的 运 
行 也 存在 旦 是 稳定 的 .把 电机 
的 汕 磁 绕组 交叉 联接 ， 就 可 以 
消除 这 些 缺 点 ,这 时 ,一 个 电 祝 
的 滞 磁 统 组 是 跟 另 一 个 的 电 枢 
串联 的 《图 269)， 在 这 个 情况 中 ,很 容易 证 实 ( 我 们 把 证 明 留 给 读 
者 3》, 电机 互 为 负荷 的 定 态 状 态 根本 不 存在 , 而 有 功率 输入 到 外 电 
路 的 电机 运行 状态 , 当 * 十 2R < o 时 存在 ;并且 是 稳定 的 ， 

3. 有 平方 项 的 振子 研究 弹性 力 与 盟 力 之 表达 式 中 都 有 
平方 项 的 方程 


图 269 


C ах 4 вд В 80. х Y° 
таг > te нах e (25) 
ОКИ. RODETA РРА Ио; 
2X — y = Р(х, y) 
d: 2 x 
| (9.72) 
元 一 — ах — by + ох? + py = oa, у). 


1) 不 失 一 般 性 ,可 假定 质量 % = 1, 


HINE, ЕР РЕЗОВ НАЦЕ GB 5 = 0), К 
9. УШНА, ЖЕНЕ ya E RA В(х, y) = Фе 为 因 
+ Btx, y), PEAH, AX 6 == 0 FF, 
ОВР) + ово) = — бе Bz а (J 
Әх ду 7 
FEL EET: ju AAE, 系统 (5.72) УРИН 6, НЕН 
АРТ 2B REIRE, АК ВЕ ЕН Е Е. 
4. ЗЕБ ЖИРУ — рч 我 们 证 明 , 在 许多 非 线性 振动 
理论 的 疝 题 中 5, 常 遇见 的 方程 组 
£ = х(ах + by + c) = Р(х, у), } 
у = уба'х + by + с") = ОСх, у), 
ААВ. КАНО УА, ВАТ Н х0, y=0, 
这 上 面 有 三 个 平衡 状态 : (0,0), (0, —'/bU), М Сеа 0). Ш 
外 , 如 果 5 二 | р | = 0， 还 有 一 个 不 在 坐标 轴 上 的 平衡 状态 
(=o, Yoa 其 坐标 决定 于 方程 组 : 
ах by + c = 0, ах + byte = 0, 
所 以 , 如 果 系 统 (5.73) НИНЕ, ЕЛЕ EES Е Cro Yo) 
ТЕ, 635 БЖ Еа] 497) Е НЭ, НАЗВА 
Ж (хо, уо). НЕЖНАЯ, ЯНА НН К СЗХ — н, 
取消 数 ВСх, у) = ** py (ЕТ В, Ял 15 2 EREE 
的 ) 常 数 。 这 时 


д а 
эг СВР) + By (во) 


(5.73) 


ry (atka а) (Rë hb Эу КЕБА. 


1 特别 地 ,许多 基于 两 个 自 出 度 的 自 拓 系统 的 问题 , TB ЙЧ ФВ НЕ, 都 能 化 为 这 
ЕДУ SESLI 

2) -3yHH Я, 5 6 == O FF, ЗЕЯ Gea, ya) ЖЕЛЕ", ТЫЛГАН. 

* МОНО, BUR ах + by + c = 0 Бах + Бу с == 0 Е, 则 存在 一 平 
ВНЕ ВЯ НИНЕ K PT SBS НН — ЗЕЕ. 
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取 方 程 组 
Ка + Ва t а = 0, Kb -= hb' + b' == D 
的 解 为 常数 和 与 ХИ 
а а р абв), 
8 5 


HEF HAE — A SE PB рч, BES 
_@_ _9_ _ k. Bela — atac (b — В 
9. CEP) 十 95 (BQ) = Blr, у) 5 = 0, 


只 要 

g = bela — а) + ас (Б — Б) = 0, 
因而 , 根据 社 拉克 判 据 ,， 当 5 = 0 时 , Ж (5.73) НИН. 
线 , 当然 也 没有 极限 环 ?> 


5 10, 对 相 平面 远 处 的 相 轨 线性 狼 的 研究 


在 研究 具体 问题 的 雪线 的 定性 图 象 时 ， 研 究 相 平面 充分 远 处 
的 相 轨 线 的 人 性状, 有 非常 重要 的 意义 3?， 有 时 ,这 个 问题 非常 简单 ， 
将 方程 组 (5.1) 的 第 一 个 乘 х, ALAE у, 再 相 加 ,得 : 

二 a Р(х, у)х + Ох, y)y = Ю(х, y), 

不 难看 出 ,如 果 从 x 与 ?的 某 些 值 开 始 , 随 便 我 们 给 zx 5 y ff 
么 值 ( 纺 对 值 充分 地 大 ), RCx, у) 都 保持 一 定 的 符号 , 那 玉 一 上 可 
以 得 到 答案 那 就 是 ,我 们 立刻 可 以 说 ,所 有 以 坐 球 原点 为 中 心 的 
充分 大 的 圆 , MEZUA, 而 且 Ю(х, y) 的 符号 (对 于 充分 大 的 = 


1) Eost, Ш (3.73) 的 系统 是 保守 的 ( 除 5 一 0 АЫ ахо буне 0 
Gox t by +e = 0 ЖНА, ПРА: ах 十 十 < 二 0 上 的 点 全 是 
平衡 点 一 -“ 译 者 注 》, 它 具有 积分 

ху (асек + Бу + ce") = В: 
在 坐标 轴 与 直线 ас’ + Pey 十 ee' 一 0¢ 都 是 积分 直线 ) 之 条 的 观 个 区 城 ,完全 
为 环绕 平衡 状 森 《axroy ya) 的 闭 想 轴线 所 充满 ,平衡 状态 让 这 一 情况 下 是 中 心 . 

D 注意 ,这 里 我 们 不 涉及 许多 对 -- 般 埋 论 有 意 兴 的 问题 , 例如 , 关于 不 同类 型 的 青 

点 在 虑 卡 菜 球 面 上 的 共存 可 题 ,关于 扫 线 在 投影 平面 上 的 表示 的 问题 ,等 等 。 


= 339 + 


与 y)》 可 以 确定 无 限 远 是 稳定 的 或 是 不 稳定 的 。 但 是 ,一般 说 来 ， 
这 种 初等 方法 不 解决 问题 (RCx, у) 不 保 待 定 号 )， 因 而 问题 需要 
进行 专门 的 研究 . 

这 样 ,就 产生 担 轨 线 在 相 平面 远 处 有 什么 样 的 走向 的 何 题 . 
看 来 ,用 变量 代 栅 把 相 平面 的 无 限 远 部 分 移 到 有 限 区 域 中 来 ,就 可 
以 简单 地 使 问题 得 到 解决 ， 例 如 ,可 了 用 本 狱 克 生 交 换 


и? + 2 жо иаа у? ау 

来 实现 这 种 想法 . 这 种 变换 把 平面 z, у ВУЗЕ A N EM u, о 
ПН. ЛИ ЕХ Ярар 

pun 换 为 倒 径 变换 {图 2702, 

这 时 ， 使 轨 线 保持 正确 的 


(5.74) 


Чем 


<> ”运动 方向 是 不 困难 的 一 一 内 要 
不 对 方程 
г Уу dy E Ox, ) 
ЧУ «ий 
而 是 对 方程 组 
270 PC, у), S =O, y) 


进行 变换 就 可 以 了 . 不 过 ,尽管 看 上 去 简单 ,但 通常 本 狄 克 生变 换 
把 平面 x о 的 坐标 原点 变 成 了 高 次 复杂 奇 点 ,因为 在 平面 x, y 上 
每 一 走向 无 限 远 的 (或 由 无 跟 远 走 来 的 ?积分 曙 线 都 变 成 平面 #, о 
上 上 的 走向 (或 走出 ?坐标 原点 的 积分 曲线 ， 研 究 高 次 复杂 奇 点 通常 
都 很 复杂 ,所 以 本 狄 克 生 方 落 只 有 企 很 少 的 情况 中 才 适 用 ?。 

因此 ,用 概念 上 比较 复杂 ,但 计 筑 较 简单 的 庞 卡 莱 变 换 o 来 代 
替 本 狄 友 生变 换 更 方便 得 多 ， 庞 卡 莱 变 换 的 几何 基础 在 于 把 平面 
z, y 耿 射 到 与 它 在 坐标 原点 祖 切 的 单位 球面 上 去 (图 271), 这 样 。 
平面 x,y 上 的 点 信使 只 与 球面 上 的 一 个 点 属相 对 应 ,点 N. 在 通 


D 应 注意 , 一 般 说 来 , ЖИ ЕЕ, еее. ня 
Pia, у) Ок, у) х, y 的 多 项 式 的 情况 中 , 才 便 于 虚 用 . 
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过 球 心 的 半 吉 线 0,N b, КИЕВО E. УЕ 
ВЕН СРЕЗ а, y 的 大 网) 上. 根据 变换 的 定义 ,十 分 
明显 , 平面 *, y 上 的 直线 
变 为 球面 上 的 大 圆 ,同时 ， 
通过 坐标 原点 的 直线 变 为 
垂直 于 赤道 的 大 圆 .例如 ， 
直线 PR 就 歇 射 为 球面 上 
通过 点 P, К, 的 大 圆 ， 平 
而 上 的 积分 曲线 变 为 球面 
上 对 应 的 积分 曲线 ,同时 ， 
i、 结 点 与 焦点 保持 原 
来 的 类 型 不 变 。 但 是 , 在 图 27 
球面 的 赤道 上 出 现 了 新 的 奇 点 ， 例如 , 所 有 当 离 原点 无 限 远 时 有 
y— 0 的 积分 曲线 (更 精确 些 说 ,积分 曲线 的 映射 ) ,都 通过 点 C (及 
点 D), 而 对 应 于 y > £ © ВАЖНА В). aie Е 


НЕЕ (中 决定 着 自身 的 任 估 》 由 此 可 见 
这 个 表示 法 对 确定 曲线 在 无 限 远 狗 走 向 是 方便 的 . 
剩 下 还 要 说 明 关于 把 平 画 上 的 点 映射 到 球 画 上 的 点 的 解析 工 
上 的 问题 。 用 球面 举 标 (经度 与 华 度 ) 并 不 方便 ,因为 变换 式 不 够 
简单 , 也 不 是 代数 表达 式 《 因 为 把 简单 的 方程 不 必要 地 复杂 化 了 ). 
因此 , 论 卡 莱 取 了 这 样 的 变换 式 : 


к=, у=, (5.75) 


= = 


TH, r = y/x Elika ë BJ ААВ НЕЕ. 坐标 钱 x = 党 
数 与 了 一 常数 是 平面 上 平行 于 3》 轴 的 直线 和 通过 坐标 原点 的 直 
9. 它们 在 球面 上 是 通过 直径 A8 一 WEO 或 CCCr = 常数 ) 
HAN. ОМЕН. 只 有 在 赤道 的 邻 域 中 ,除了 
接近 点 4 与 B 的 两 小 块 蓉 外, 才 可 以 认为 它们 是 重 直 的 ， 可 以 作 
出 这 样 的 平面 ， 在 其 上 * Уут ЕЛАК: 这 一 平面 
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是 在 交道 上 通过 所 研究 的 点 的 切 平 面 。 > 轴 在 赤道 平面 内 , 指向 
y RER =i. я 轴 铅 直 疝 下 把 球面 上 的 点 从 球 心 O, 投影 过 
来 ， 便 得 到 平面 z, = 上 的 点 。 显然 , 除了 表示 球面 上 的 点 如 与 吾 
的 了 轴 的 "末端" 及 其 邻 域 以 外 , 在 这 平面 r,s 上 来 研究 平面 *, y 
的 无 限 远 点 是 很 方 使 的 ， 如 果 要 研究 Ч, 下 点 及 其 邻 域 中 的 点 ,可 
НЕ: 


y 一 工 ，x 一 工 . (5.76) 
= 


= 


击 有 的 图 象 痢 是 相似 的 。 因而 把 两 种 变换 结合 起 来 , We T WE 
积分 曲线 在 赤道 附近 的 性 状 ， 最 后 , 从 点 О 观看 下 《 南 ) 半球 时 ， 
就 可 以 得 到 关于 积分 曲线 走向 的 十 分 清楚 的 概念 ， 然 后 用 正 投影 
法 把 下 半球 投影 到 下 【南极 点 的 切 平 面 上 , 可 专 把 全 部 积分 曲线 
的 走 阿 清楚 地 映射 在 男 内 ， 豫 在 把 原来 的 方程 


zz = Px, 7), Aa OCz, y) 


dr dt 
ДЕ PE F ЗЕЯ х 一 1/z, y = т/х, 得 : 
= dr — 897 — rdz 
¿x 2» dy w > 
K 
a _ 1 = = 
dt P (2 ? ) > 
d 1 в (5.77) 
i -r (=. го (>. = = 
sx 一 TE, (5.78) 


—— 


т 
Р ( z’ =) 
要 研究 轴 y ИБН SDI A, DRERI PRERE, RA 
a (5.76). ЖЕ (5.77) 与 (5.78) 具有 下 列 的 形式 : 


„= 342. 


“ oà) 
1 


Pa — z (5.79) 


M (5.78) 可 见 , 如 果 没 有 恒等式 O(1/z, т/а) = ТРО /а, т/а), 
则 由 方程 > 一 " 决定 的 赤道 是 积分 曲线 .特别 是 ,如 果 有 O = rP,- 
r = 常数 就 是 解 . 因而 ， 所 有 的 积分 曲线 帮 与 赤道 正 交 . 赤道 上 的 
奇 点 决定 于 关系 式 


在 轴 y“ 末 瑞 ” 上 的 奇 点 ,应 该 用 方程 (5.79) 来 研究 ， 如 果 闻 时 满 
中 条件 


"(6 
= 0, (5.80) 
(о, 1) | 
则 存在 这 种 奇 点 (> = 0, r = 0), I 
这 样 求 出 的 无 限 远 奇 点 ， 其 特性 和 稳定 人 性 可 用 萝 通 的 方法 壕 
行 研究 . 
研究 简单 的 有 摩 媒 线 性 振子 作为 例子 。 振 子 的 方程 是 : 
= hy — o = 9(z, у); S = y = P(z, у), 
经 过 庞 卡 莱 变 换 《5.75) 后 ,得 : 


ат 2 : 
— = — р? — ЁР — шоф 5.81 
P J š. (5.81) 


+343. 


IT IB ВН КРАЕ РЖ: 


: z=0, rt? + år -+ =0. 
由 此 ， у 


z 
r= — 2 [Ë a (5.82) 
2 4 


不 难 证 实 , 在 ? 轴 ЖИ” РН AS AFE. AA 


因为 赤道 是 积分 曲线 ,， 故 可 能 有 两 种 情况 : 或 者 赤道 是 极限 环 
CA < в, 没有 无 限 远 青 点 ) ,显然 , 当 上 二 0 时 这 个 极限 环 是 稳 
定 的 , НИЗ > > 0 时 是 不 稳定 的 ;或 者 亦 道上 有 了 四 个 奇 点 , 成 对 地 
位 于 二 直径 的 两 端 ,这 两 个 直径 的 角 杂 数 由 下 列表 达 式 给 


z 
r = — + [в ед < 0; 
2 4 
FE 
poo ` Стр H тж. 
| 2 4 
如 果 


2 
E > eb 


就 会 发 生 这 种 情况 ， 为 了 确定 奇 点 的 稳定 性 , 令 


z= E, тет, На 


Eh (5.83) 
dr dt 
或 忽略 高 阶 项 ;: | 
S= ив L = — 27 ha 
竺 征 指数 4 决定 于 方程 : 
一 Ti 一 上 g 
0 
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НЕ, 
À = — т, А = — 2r,— Ё, 

AZ, А 总 是 正 的 , 亦 即 ,无限 远 的 奇 点 全 是 不 稳定 的 ， 因 为 z, № 
和 等 于 — 2/4) — о, ИАА т. ЕЖА; SINI z; WJ A, EF 
+2м (7/4) — в, МЫ z, ЖЕНЕ А. № 272 EARTE 
А4 < од 情况 下 , 积分 曲线 在 无 限 远 的 人 性状. 图 273 表示 了 在 
#2/4 >> 05 КИМ Е, 球面 在 与 球 切 于 南极 的 平面 上 的 正 授 影 (与 
上 一 情 沈 投影 方法 相同). 


图 272 


对 无 限 远 的 研究 ， 有 时 同样 地 能 够 回答 关于 在 所 研究 的 系统 
中 ;是否 存 在 极限 环 的 问题 。 实际 上 , 假定 我 们 知道 了 无 限 远 是 绝 
对 不 稳定 的 。 这 时 , 如 果 在 有 限 距离 以 内 的 唯一 的 奇 点 是 不 稳定 
的 结 点 或 焦点 , 则 由 于 相 轨 线 不 能 相交 ,必定 至 少 有 一 个 稳定 的 极 
限 环 (这 一 断言 的 证 明 , 对 于 单 自由 度 动力 学 系统 的 定性 研究 非常 
重要 ,我 们 将 在 下 一 章 中 予以 证 朋 ). | 

对 于 有 性 路 振 划 回路 的 简单 自 振 系 统 ， 我 们 来 证 明 极 限 环 的 
存在 ,以 说 明 这 个 方法 对 于 具体 的 物理 系统 的 应 用 ( 详 见 下 其 第 七 
26). 

HRDP RS LIRE ЯНВ а, ВЕ 
一 章 $6 中 所 见 ( 见 方程 (1.64) 的 ,是 ' . 


2 
cr“ + [вс — MS] +u = 0, 
de. . d: . 
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其 中 5 = 500) ih, РАНЕЕ СИ F HR IS Ч и 一 oo 时 ， 
5—0). 这 个 二 阶 方 程 可 以 化 为 两 个 一 阶 方程 : 


ds y B an — 
и Ic та [ЕС — М5(и) у. (5.84) 
SR J (5.75) 所 作 的 那样 , 设 и = 1/2, у = r/z, 得 : 
р Tz, 1 т Te [вс мѕ(2) Te 
(5.85) 


RTRA А = R/L 与 ol = 1/LC 时， 与 系统 (5.81) 有 同样 的 
平衡 状态 (以 及 同样 的 特 狂 )( 因 为 我 们 假设 了 “一 oo R rot, 
5—0. 因此 ， 原 方程 的 相 轨 线 在 无 限 远 的 性 状 ， 必 然 和 频率 为 
1V LC, 阻尼 为 R/L М T bk ikan, 这 是 我 们 刚才 研究 过 
的 情况 ,我 们 已 知 无 限 远 在 这 个 情况 中 是 不 稳定 的 ， 因 此 ,如 果 在 
有 限 距离 的 唯一 的 奇 点 不 稳定 ， 那 未 电子 管 振荡 器 方程 必定 至 少 
在 一 个 稳定 的 极限 环 ， 把 庞 卡 某 球面 向 切 于 南极 的 平面 作 正 投影 
所 得 的 精确 到 偶数 个 * 环 的 ( 半 稳 定 的 环 当 两 个 算 ) 情 况 , 如 图 274 
与 图 275 FR. . 


图 275 


总 之 , ЕТ ЕЕК, 我 们 证 明 
T: 电子 管 派 沪 器 的 方程 至 少 有 一 个 极限 环 ， 首先 , 我 们 给 自己 
握 出 这 样 的 问题 : 这 个 证 明 有 什么 意义 ? 人 允 人 么 情 癌 下 需要 证 明 y” — 


““ 精 确 到 偶数 个 "的 含义 是 * 可 以 董 以 偶数 个 ", 即 图 274, 275 КОЧ Е -A 
环 , 攻 这 也 表示 可 能 有 3, 5, … 个 环 的 情况 一 一 译 者 注 ， 


* $46 * 


ТЕУТА, Tipe iH ЕЕК ОНИ, 
为 什么 还 要 证 明 呢 ?9 其 实 , 我 们 完全 不 是 为 了 证 明 在 真实 的 电子 
管 振荡 器 中 会 产生 振荡 。 我 们 只 证 明了 , 在 想起 的 理想 化 的 振荡 
器 的 数学 模型 中 , 允许 有 稳定 的 局 期 过 程 . 如 果 出 现 这 样 情况 ,在 
我 们 的 方程 中 没有 极限 环 , 那 末 就 意味 着 ,我 们 没有 把 其 种 会 使 真 
实 系统 产生 连续 址 振 的 重要 因素 考虑 进去 ， 因 而 我 们 的 理想 化 也 
ЯНУ. 所 有 的 严格 的 研究 , 尤其 是 严格 地 解决 极限 环 的 存在 
间 题 , 正 是 在 于 , 权 据 研究 的 结 采 和 实验 资料 是 否 相符 , 就 能 判断 
我 们 原来 的 理想 化 是 否 适用 ， 是 否 遗 漏 了 对 于 所 要 研究 的 问题 来 
说 很 重要 的 东西 。 不 严格 地 研究 时 . 我 们 就 无 从 知道 理论 与 试验 
间 不 相符 合 的 真正 原因 是 什么 ， 是 原来 的 理想 化 不 正确 , 还 是 由 
于 研究 中 的 不 严格 而 引起 的 ， 尽 管 我 们 的 研究 在 数学 上 无 可 非 
议 , 但 是 在 物理 上 的 价值 总 不 太 大 ， 实 际 上 上, 仅 当 系统 中 的 电流 与 
电压 不 玉 大 时 ,我 们 的 方程 才 有 实际 意义 , 亦 即 才能 充分 糖 确 地 描 
写真 实 系 统 的 性 状 。 例如 , 因为 当 我 们 取 充 分 天 的 值 时 会 发 生 饱 
和 现象 , 那 末 就 不 能 把 这 个 断言 向 外 推广 到 尾 意 大 的 值 ,因为 电压 
很 大 时 , MARN (plan, 很 大 的 概 流 ,而 我 们 已 将 它 忽 略 掉 了 ， 
另外 还 有 许多 情况 也 没有 芳 瑚 因此， 如 果 我 们 严格 地 证 明了 极 
限 环 的 让 在, 那 末 为 了 说 明 这 一 断言 的 物理 价值 , 还 需要 , 即便 是 
近似 地 确定 极限 环 在 相 平 面 上 的 人 位置， 以 便 确 信 它 位 于 我 们 的 理 
想 化 成 立 的 区 城之内 ， 


$ 11. 极限 环 位 豆 的 估计 ?2 


我 们 在 下 册 第 六 章 中 将 看 到 ,为 了 对 由 方程 
= = р(х, у), 45 = D(x, у) (5.1) 


所 描述 的 单 自 由 变动 力 : Ка, 亦 即 ,阐明 其 运动 的 


D Н.А. APERIS. 
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"ЕК, =e yK HH ET BFS FR. 为 此 ,只 要 求 出 一 些 基本 的 
相 轨 线 -一 一 决定 相 图 定性 特性 的 轨 线 试 够 了 那 就 是 , 必须 知道 
平衡 状态 《 奇 点 ) 与 极限 环 的 数目 , 特性 及 相对 位 置 , 以 及 分 界线 
СЕ АЛЯ) 的 走向 。 有 了 这 些 基 本 的 ,决定 轴线 的 定性 图 象 的 
知识 , 便 足 以 把 动力 学 系统 (5.6 的 定性 研究 进行 到 岩 . 
关于 平衡 状态 的 存在 与 其 特性 的 问题 ,可 用 本 章 42 与 $4 中 
阐述 的 比较 简单 的 方法 来 解决 .但 是 ,到 现在 为 止 ,关于 极限 环 的 
存在 和 数目 的 硝 定 以 及 在 相 平 面 上 的 位 置 (即便 是 近似 的 ) 的 寻求 
问题 ,还 没 一 般 的 解法 ， 接 近 保 守 系 统 的 系统 (特别 是 接近 谐振 子 
的 系统 )、 有 分 段 线性 方程 的 系统 .以 及 不 连续 振动 系统 除外 ,对 于 
RARS, 所 有 的 问题 都 能 通过 定量 研究 来 解决 ( 见 下 册 第 八 , 九 
与 十 章 》)， 因 此 ,对 于 每 一 种 问题 ,必需 用 特殊 的 方法 ,而 在 极端 情 
m F, 还 得 进行 数值 积分 或 月 等 倾 线 法 作 图 解 积 分 。 后 两 种 方法 
自然 是 能 够 达到 目的 的 。 但 此 时 必须 给 定 了 参数 的 具体 数值 才 
行 ,这 便 是 它们 的 缺点 同时 ,运动 特性 对 系统 参数 的 依 环 关系 有 
着 特殊 的 意义 ,而 系统 的 参数 也 可 能 有 几 个 ， 
研究 极限 环 《证 明 存 在 及 确定 其 位 置 最 常用 的 方法 之 一 ,就 
是 在 相 平 面 上 帮 出 这 样 的 无 切 环 。 使 得 祖 点 的 速度 向 旦 在 这 些 无 
切 环 上 上 ， 全 都 朝 商 环 所 包 园 的 区 域 之 内 或 全 都 
朝 外 . 


如 果 相 点 的 速度 向 量 , 除 几 个 相 邯 的 点 外 , 在 某 一 

闭 曲线 上 淘 指 向 曲线 的 一 边 * 显然 , 相 轨 线 在 这 些 点 上 

то 50E RA BE 

Я), (9276). 从 我 们 的 观点 来 看 , 这 种 曲线 本 质 

图 276 上 与 无 切 环 没有 什么 区 别 , 因此 ,我 们 把 这 种 有 上 由 个 丰 
AER ATOR АЫ — 26, 

ЕЕ ЗА hh РИЧ, А ВАДЕ КЈАРА, F В ЕЕ m at 

处 处 指向 内 部 , 那 末 我 们 可 以 说 ,在 这 个 无 切 环 内 至 少 有 一 个 稳定 

的 极限 环 。 完全 相同 地 ， 如 军 无 限 远 是 不 稳定 的 ， 并且 存 在 无 切 

环 , 环 上 的 速度 向 量 处 处 指向 外 部 , 环 外 又 没有 稳定 的 奇 点 , 那 末 
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在 无 切 环 的 外 部 至 少 存在 一 个 稳定 的 航 限 环 .研究 不 稳定 的 极限 
环 时 ,可 以 作 类 似 的 讨论 ,只 不 过 这 时 速度 向 量 有 相反 的 方向 ?. 

如 果 能 够 用 两 个 无 切 环 从 相 平 画 上 分 出 一 个 环形 ( 双 连 通 的 》 
区 域 ,其 中 不 包含 平衡 状态 , 那 示 就 能 对 其 中 是 否 存在 极限 环 的 问 
题 作品 一 定 的 结论 。 就 是 说 , 如 果 相 点 的 速度 向 量 在 这 两 个 无 切 
环 上 ,方向 指向 它们 所 包 图 的 环 域 的 内 部 , 更 精确 些 说 , 方向 没有 
朝 外 的 , 那 末 在 这 个 环 域内 ,至 少 存在 一 个 稳定 的 极限 环 (一 般 * 存 
在 奇数 个 极限 环 , 其 中 稳定 的 比 不 稳定 的 多 一 个 )。 如 果 速 度 向 量 
在 两 个 无 切 环 上 ,方向 处 处 朝 外 (或 精确 些 说 ,没有 朝 内 的 方向 )， 
那 束 在 这 个 环 域 中 , 至 少 存在 一 个 不 稳定 的 极限 环 (一 般 情 况 下 ， 
环 域内 有 奇数 个 极限 环 , 不 稳定 的 比 稳定 的 多 一 个 )。 最 后 , 如 果 
相 点 的 速度 应 量 在 一 个 无 切 环 上 处 外 指向 环 域 之 外 ， 而 在 另 一 个 
无 切 环 上 处 处 朝 内 , 那 末 在 它们 包围 的 环 域 里 , 或 者 没有 ,或 者 有 
偶数 个 极 跟 环 (其 中 一 半 是 稳定 的 )*. 

在 这 种 环 域 中 ,当然 ,极限 环 的 数目 是 不 能 由 上 述 讨 论 来 确定 


限 环 在 给 定 的 环 域 中 是 唯一 的 (或 者 没有 ): 动力 学 系统 (5.1) 在 
环 域 (G) 中 不 会 有 多 于 一 个 的 闭 相 轨 线 (或 多 于 一 个 的 由 雪线 组 
成 的 闭 回路 ,如 果 在 该 域内 , 表 尖 式 


8 9 
-9 (ВР) + “(B 
ðr ` ) 95 < 2) 


是 定 号 的 ,其 中 BCe, у) ERR (G) 中 的 某 个 函数 ,连续 并 有 连续 
的 {一 阶 ) 导 数 ， 这 里 讲 的 是 把 环 域 的 内 边界 包围 在 自己 内 部 的 相 
轨 线 .十 分 明显 , ERR (G) 中 不 可 能 有 经 过 连续 变形 它 就 能 收 
缩 为 一 点 而 不 越 出 区 域 《G) 之 边界 的 闭 相 轨 线 。 根据 9 中 时 经 
证 明 的 枉 辽 克 判 据 , 这 种 轨 钱 不 可 能 存在 . 


D 这 些 新 音 和 以 下 将 要 指出 的 断言 , 在 几何 上 是 十 分 明显 的 ， 这 些 断 言 的 严格 证 
朋 , 是 以 相 轨 号 姓 状 的 一 般 理 论 为 基山 的 < 见 下 贡 第 六 童 ). 

= REFERERER, AFERA, 

2) ЖЕ SEAL TEAR $ 2 CHLyEEE v) 
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№ Г ПЕЗЯЈХ — AHE. 设 系统 (5.1) 在 环 域 (С) 中 有 两 条 闭 柱 
轨 线 《或 两 个 由 轨 线 组 成 的 回路 ) аёса 与 вс, НЕБЕ СС) 
的 内 边界 包围 在 其 内 (图 277)， 这 
М, РИТЕ асас сайда, В 


ф В(Рау — Ody) = 0, 
但 根据 格林 定理 
$ BlPay 一 О4х) 
= II K + | dxdy, 


АГЕН: 9х 
CE? 
E 27 其 中 的 积分 是 在 闭 曲 线 sb caarecbare 
ВТЕ АЈБ CE) 中 进行 的 .这样 ,积分 


| |= (ВРУ + 5. (во) dx dy 


必然 等 于 零 , 但 这 和 被 积 表达 式 在 区 域 (3) 中 保持 常 身 相 矛 盾 , 因 
МЕСУ) К (С) 的 一 部 分 . 因而 ,在 系统 (5.1) 的 区 域 KG)》 
PATERET Kinana, 显然 , 当 表 达 式 
2 (во) 
在 区 域 CG) наада 曲线 上 等 于 零 外 ,而 处 处 保持 常 号 的 
情况 下 , 判 据 仍 然 有 效 。 

我 们 已 经 说 过 , 求 巨 切 环 的 一 般 的 正规 的 方法 是 没有 的 ， 在 
Ж Јаја і, 我 们 可 以 在 给 定 的 简单 闭 曲 线 族 的 曲线 中 《例如 , 从 
以 坐标 原点 为 忠心 的 圆 中 ) 找 出 这 种 无 切 环 来 。 令 


ea З (BP) + 5 


F(x, y) = C . (5.86) 
是 充 江 相 平面 的 简单 闭 曲 线 的 方程 ,我 们 想 从 中 找 出 动力 学 系统 
= Р(х, y), < = Оба, у) (5.12 


HETK., JERI (5.86) 这 个 曲线 族 , 常常 按 席 卡 莱 称 之 
HARRER) ВУЗЕ НН ИЕ й C, 并 在 每 个 给 定 C 的 曲 
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线 内 , 都 包含 全 部 有 较 小 的 C 值 的 曲线 (于 是 , 当 增加 C bj, 曲线 
(5.86) 的 “尺寸 * 便 增 大 )， 当 相 点 沿革 一 相 轨 线 运动 时 , 它 将 和 地 
ER (5.86) 的 曲线 相交 ， 在 运动 时 ,显然 有 

Pils, УР, у) + Fa, y)O(=, y) = @(z, у), 
ПРОБЕ ВА, Е НЫ РАЖ BCx, у) 能 保持 定 号 的 全 部 曲线 。 就 
EP, WETERANA H 
8 E, Ple, у) < 0, MARM 
线 就 是 无 切 环 。 并 且 由 于 我 们 
假定 增加 C 时 , 曲线 的 “尺寸 ” 
增加 ， 所 有 与 这 条 曲线 相交 的 
ЖНЯЯ А (м + 增加 时 ) 
它 的 内 域 (图 278). Е, 
如 果 在 方程 (5.86) 的 蘑 一 曲线 
上 BCx,Y) 2 0, ШАН 6 48 = 
过 这 条 曲线 进入 它 的 外 球 。 并 且 世 很 明显 , AEN Or, у) 保持 
常 号 的 环 域 中 , 航 限 环 (一 般 地 说 ,还 有 闭 积分 曲线 *) 就 不 会 存在 . 
极限 环 只 在 函数 ФС», у) 变 号 的 环 域 中 才能 存在 . 

寻找 无 切 环 的 另 一 不 同 的 方法 ， 就 是 所 谓 的 斋 卡 半 的 接触 昌 
pppn 在 曲线 上 每 一 点 , 系统 (5.1) 的 相 轨 线 与 所 给 的 地 形 
系 (5.86) 的 曲线 相 切 的 曲线 , 庞 卡 莱 称 之 为 接触 曲线 ， 其 方程 显 


图 278 


” 然 是 


В. Е, 

9 F; 
EPF, + ОЕ, = 0. 如 果 选 泽 地 形 系 了 时 ,使 得 接触 曲线 是 闭 的 , 那 
末 我 们 就 可 以 作出 与 接触 曲线 相 切 的 ， 最 大 和 最 小 的 地 形 系 的 曲 
线 . 这 时 , 在 最 大 更 缓 之 处 与 最 小 曲线 之 内 的 全 部 地 形 系 的 曲线 
都 是 无 切 环 , 而 且 , 若 极限 环 存在 , ВЕК РИА УХ ТА 
线 所 国 的 环 域 之 中 。 


* 原 书 为 " 相 扫 级?。 因 为 斌 里 指 的 是 由 几 末 轨 线 组 成 的 闭 曲 线 一 一 译 者 注 ， 
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29 ВЯ Біо, ЗСУ 5575 R EEEE A 
例子 .作为 第 一 个 例子 ,研究 方程 


du dy u 1 
一 ， 22- 一 一 一 RC — М5] 5.84 
dr P а LC re! (#215, (5.84) 


在 普通 的 简化 假设 下 ,此 方程 描述 若 电子管 振 落 器 中 的 振荡 ,又 候 
定 电子 管 的 特 狂 则 线 的 互 导 S(a) RARR, 并 且 当 [s] 增加 时 ? 
WAM. BAER CL :天 十 到 一 人 为 地 形 系 ,这 时 


LAAD с) веі Der 
7 S = (м5 RC = PC, у), 


如 果 MSO) < RC (振荡 器 的 自 激 条 件 不 满足 ), 则 在 整个 相 平 面 
上 ФС, у) =< 0, П Ade < 0, 亦 即 所 有 的 相 轨 线 都 趋 近 
于 举 标 原点 一 -一 稳定 的 平衡 状态 ， 如 时 MSC0) > RC, ИЕ 
FERE СО, 0) 是 不 稳定 的 , 此 外 , КЕ М5(и) 一 RC > 0 
НОЕ ВХ |#| =< =, 因此 ,所 有 4 < и ВОР НЕК AAE 
其 上 有 PCr, y) > 0; ВЕЕТ, АА ГС + 2 = н 
ЈК. 所 以 , 在 这 些 椭 团 的 内 域 中 没有 极限 环 ?。， 因 而 , ЧЕН 
LC + 志 一 之 外 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 ， НАМИЕН 
FARS, 而 无 限 远 我 们 已 看 到 是 不 稳定 的 《由 假定 , и 一 оо 时 
SUD — 0), f 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 对 动力 学 系统 


sx 2: + by — rir + у?), 
dë 


(5.87) 


dy 2 2 
ер — єк + dy — убх + у?) 


进行 完全 的 定性 研究 5253， 用 范 德 玻 尔 方法 解 电 子 管 振荡 器 同步 化 

的 问题 时 , 就 导出 这 个 方程 组 。 

首先 , 相 图 对 称 于 坐标 原点 , 因为 变量 x, y 以 一 x, УК 

j, 方程 45.877 不 变 ， 并 且 , 把 方程 C5.87) 的 二 式 相 除 所 得 的 积 
* 原 当 ts mo НУЖЕН PRE, 


1) ЖЖЖ Яна , 34 SC07 > RC 时 , 在 桶 加 上 Cy + a = ні ору 
有 极限 于 ,而 当 MIO < RO 时 АНЕТА EE НЕК. 
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分 曲线 方程 : 
dy _ сх + dy УКР + у?) 
dx ax - by — а? у)? 
有 积分 曲线 是 直线 y 一 Ах f y = kx, EP А, & Е — IK Я 1 
bR? + Са — ФА — с ЕСМ, ЖИ 
VE 和 

Zb 
《当然 ,方程 的 判别 式 9 一 ба — dY + 45c > 0 ËJ Ж ЈМ РА SF, 
ЕН (5.87) 也 可 看 而, 无 限 远 是 绝对 不 稳定 的 , 亦 即 , 相 点 在 相 
平面 的 无 限 运 处 ( 当 z 增加 时 ) 向 着 坐标 原点 运动 。 注 意 到 x° + у 
充分 大 时 ,有 


беу == ах? +- (Š + с)ху + ду? — (х? + у?) = D, 


便 很 容易 证 实 这 一 点 ， 
系统 的 平衡 状态 对 应 于 相 平面 上 的 奇 点 一 一 满足 方程 
ax Ру а(х + у) == Ü, сх + dy — уба? + у) = 0 
的 点 。 这 个 方程 组 的 根 是 * = 0, y = 0 和 


+ 2А. a + bk 
n= $ a 1,2 = + 1.2 
1.2 Ај 1 十 kia > Juj кате + É, А 


这 样 ,在 平面 x, у 的 有 限 部 分 上 ,依赖 于 方程 (5.875 的 参数 ,可 能 
有 一 个 或 三 个 ,或 五 个 平衡 状态 平衡 状态 Со, 0) 总 是 存在 的 ,其 
特性 确定 于 特征 方程 天 十 叹 十 会 一 0 应 指出 , 特 手 方程 的 判别 
式 就 是 前 面 引信 的 2 的 表达 式 ) 的 系数 | 

T = — (а d), À == ай — be, 
其 他 平衡 状态 如 果 存 在 的 话 , 便 在 直线 y = Ах 5 y = х E, N 
此 :只 可 能 是 结 点 或 鞍点 "> 


1) 对 坐标 原点 以 外 的 奇 点 ,未 难看 出 ， 其 坐标 的 根 式 中 的 分 子 2 + bka 就 是 特 证 
Jy А! + А+ A = 08. 因此 ,如果 点 名, О НЕЕ, ПАК 
МЕН; 如 果 点 (0, 0) REAA Л + 6À + A = 0 RH 
一 个 正 根 》, 则 坐标 项 点 以 外 只 有 两 个 次 点 ; 如 果 点 СО, 03 是 不 稳定 的 结 点 , 则 
坐标 感 品 之 外 有 四 个 奇 点 ， 
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显然 ,可 能 有 下 列 情 况 : 

L 522 0, Ао, =< 0. 这 时 , 相 平面 (图 279, 1) 上 有 五 
Ля CERE): (0, 站 一 一 不 稳定 的 结 点 , 坐标 原点 以 外 有 
个 稳定 的 结 点 为 了 证 明 上 述 对 坐标 原点 这 外 
的 奇 点 的 特性 所 作 的 论断 ,只 要 指出 无 限 远 是 绝对 不 稳定 的 ,因而 
所 有 奇 点 的 庞 卡 荣 示 性 数 之 和 等 于 十 1 т. 因此 , 坐标 原点 
人 吉 点 ,其 中 两 个 是 鞍点 ,两 个 

结 点 ,并 且 由 于 无 限 远 的 不 稳定 性 ,后 者 必定 是 稳定 的 结 点 . 


图 279 


H. ó > 0, A 之 0 现在 (图 279, ID АДЕН Я, ПАК 
标 原点 以 四 有 两 个 稳定 的 结 点 ， 和 前 面 一样 , ЗХ 
{这些 断 言 的 证 明 完 全 与 上 面 类 似 )， 
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Hi. 820, A>0, о>0, ЯМ (279, ИГ) 上 有 唯一 的 平 
衡 状 态 一 一 稳定 的 结 点 (0, 0), 所 有 的 相 轨 线 都 渐 近 地 趋 近 于 它 ， 
有 两 条 积分 直线 y = ka ffi y = kx 通过 结 点 ,天 此 ,没有 极限 环 . 

IV. 8 < 0, z > 0, 唯一 的 平衡 状态 是 稳定 的 烧 点 (9，0).， 下 
面 我 们 将 证 明 , 极 限 环 是 不 在 在 的 ， 因 此 (图 279，77)。 象 前 面 的 
情况 一 样 ,所 有 的 轨 钱 5 当 :一 + оо 时 ) 都 趋 近 于 坐标 原点. 

У. < 0,5050. 这 时 ,唯一 的 平衡 状态 一 一 坐标 原点 是 不 
稳定 的 焦点 ;因为 无 限 远 是 不 稳定 的 , 则 在 相 平面 上 和 至少 有 一 个 稳 
定 的 极限 环 ， 利 用 杜 拉克 判 据 , 我 们 可 证 明 , 4 5 < 0 时 , 在 相 平 
面 上 不 会 有 多 于 一 个 的 极限 环 ( 同 时 ,我 们 也 就 证 明了 在 前 一 情况 
中 设 有 极限 环 , 因 为 ,如果 极限 环 在 情况 IV 中 存在 时 , 则 必定 有 个 
数 个 )。 取 函数 

1 
BOs y) = Ву? — сх? + (а — d)xy 
作为 因子 Ble, y), HF 5 = (а — dY + tbe < 0 的 条 件 , 这 个 
函数 除 坐 标 原 点 外 ,处 处 连续 ,导数 也 连续 ;因而 是 定 号 的 。 这 时 ， 
WRA Р(х, у) 5 Cx, y) 记 方 程 (5.87) нт, 


2 (BP) 4 > (BO) = — 2(= + УВ (к, у); 


MIRARE БЕН, ВНА ИЧ деф 
原点 的 任意 小 的 邻 域 而 得 到 的 *， 这 样 , 航 跟 环 在 所 研究 的 情况 中 
是 唯一 的 , 相 平 面 的 相 胃 线 划分 如 图 279,V 所 示 ( 当 :一 十 % 
时 ,所 有 的 相 轨 线 都 向 这 个 极限 环 接近 ). 

在 情况 地 中 ,为 了 确定 极限 环 所 在 的 范围 ,可 取 圆 族 


x? + у? = R? 
HEER. ERREA 007, 
1 46?) = ax? + (b + c)xy + ау? {rt у, 
2 d 


* 这 个 环 域 的 外 边界 是 无 限 大 的 无 切 环 , A E E дня — 
й. 
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或 写 为 极 坐 标的 形式 
A RD R 
2 dt 2 
不 难 推出 ,有 
a А+ (a — 4) соз2ф + (5 + с) sin 2@ < p, 
2 


[24-44 (a— Ф) cos) p 4 (b с) sin) p ]— R, 


Е = 


其 中 


z + ¿2 — va— 9 + (Q + с)? 
2 x 


в: = 


№ 


s + d+ (аб а + (Z + e° 
5 . 
В, 24 (a + dY > (a — dY + (b + с СП 442 (5 +.) 
HRA ЕСА, GR Z Е, ПЕН, НЧ R < R. 
Ft, аю/аг 22 0**, (B R > В, bf, а/а < D, КЕКЕ 
FA R, 5 R, Z И. 
„2 如 果 dad < (5 + с», М R, 的 


| ЧИ аслы, залез веня 
SSS 
SS 


R} 一 


| | $ 有 半径 R > R, ВМ (由 前 可 
NS ДІ, 在 这 些 贺 上 а/а < 0) 

Z N | ии ри 
UN = Шо 因而 极限 环 在 半径 为 Е, ММ 


— == m. 


ВЕ, 根据 方程 (5.87) 中 
参数 的 不 同 。 可 能 产生 上 面 的 
图 280 | 情况 之 一 。 在 参数 v БАМ 


* ЕЯ R Sa + d + (q — б) cosZ2gp + (P + с) sn Zp =; к", BANTEN 
WAR А BJ RI 及 碟 来 说 ,不 攀 变 这 个 表达 式 也 可 ,但 下 面 的 很 多 式 于 


EE 06 ЕЕ. 
* 原 书 为 “2 <от, 


1) 在 后 一 情况 中 ,外 画 石 极 跟 环 的 无 切 还 可 以 在 靖 贺 
Бу? + (в — Б)ху — cz = W 


之 中 寻求 ， 
-356° 


面 上 ,每 种 情况 的 在 在 区 域 如 图 280 所 示 . 

在 结束 这 一 节 虹 ,我 们 还 应 注意 到 下 面 的 问题 ， 对 (5.1) 型 的 
微分 方程 的 特殊 形式 ， 有 时 可 以 用 特殊 的 讨论 来 证 明 极 限 环 的 有 
无 , 而 不 以 一 艇 理论 为 依据 ， 这 种 分 析 有 很 大 的 物理 意义 , 例如 ， 
到 那 尔 (Lienard) 在 对 特性 曲线 的 对 称 福 作 了 某 些 简化 考虑 后 ,对 
明 极 振荡 发 生 器 的 方程 所 作 的 分 析 , 就 是 一 例 呈 1 


$ 12. 近似 积分 方法 


我 们 已经 不 只 一 次 地 指出 过 ,到 现在 为 止 ,还 没有 积分 一 般 形 
式 的 非 线性 微分 方程 的 正规 方法 ， 同 时 也 没有 绘制 这 些 菲 线性 动 
力学 系统 的 相 图 的 严格 方法 ， 因 此 ,在 研究 具体 动力 学 系统 时 , 近 
仆 的 图 解 积 分 法 , 亦 则 ,用 近似 地 作出 沪 动 力学 系统 的 祖 图 的 方 
法 :常常 是 最 简单 的 (有 时 也 是 唯一 的 ) 方 法 ， 显 然 , 图 解 恕 分 法 和 
其 全 类 似 的 方法 ,都 要 求 给 定 系 统 的 全 部 参数 的 值 , 或 在 最 好 的 情 
访 下 给 出 参数 组 仓 的 数值 . 这 是 所 有 数值 积分 法 的 重大 缺点 , © 
限制 了 结果 的 一 般 性 ,二 难 以 从 整体 上 来 探讨 所 有 的 问题 。 因 此 ， 
如 果 能 够 用 解析 法 ,尽管 比较 复杂 ,也 不 愿 用 数值 积分 方法 。 但 是 
解析 的 研究 方法 ， 只 在 一 定 的 限制 条 件 下 才能 用 到 我 们 所 研究 的 
间 题 中 去 ,而 这 种 条 件 在 许多 自 振 装置 中 ,特别 是 不 含 普通 振荡 回 
路 的 装置 中 , 是 不 成 立 的 、 这 就 是 使 近似 积分 法 成 为 唯一 的 方法 
的 情况 之 一 ， 要 达到 我 们 的 目的 ,最 适用 的 近似 图解 积分 法 ,就 是 
等 倾 线 法 ， 这 个 方法 的 实质 如 下 所 述 ?。 我 们 研究 的 系统 的 性 状 ， 
在 消去 时 间 讶 ,可 由 一 个 一 阶 非 线 性 方程 


dy _ O(z. y) _ | 
d< Р(х, у) К», y) (5.3) 


来 描述 ， 相 平面 上 的 曲线 Cr, y) = C 是 这 样 的 点 的 几何 轨迹 ， 
我 们 待 求 的 积分 班 线 在 这 些 点 上 ,都 和 横 坐 标 成 同一 角度 , 即 正切 


1) 我 们 只 是 很 简短 地 滴 述 一 下 等 刁 线 卢 法 ,因为 这 种 方法 用 得 很 广泛 ,而 且 很 容易 
EEPE PRENAR A RAHE, Ain, PIR [1101. 
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等 于 Cc 的 角度 ， 因 此 ,曲线 Kx。 y) = C БАЛОВ 
АНН). 给 C 以 不 同 的 数值 (方程 (5.3) 中 的 参数 也 应 给 定数 
B), 我 们 就 可 以 在 相 平面 上 作出 待 求 的 积分 曲线 的 等 倾 线 族 (图 
281). HTE- SBR, 都 知道 所 有 积分 曲线 在 与 该 等 倾 线 相交 
pese ert mar, BJ a ЕН, Ba Ju, 
da ао аана, 36 
TS /| /能 作出 积分 曲线 在 通 
过 该 等 倾 级 时 的 切线 
AR. 很 明显 , 两 条 
BILAS RDZA 
RETA BARS 
曲线 的 方向 在 这 些 点 
上 是 不 确定 的 。 
作出 相当 重 密 的 
等 倾 线 场 ， 就 可 以 着 
手 近似 地 画 出 相 图 . 
从 相 平 面 上 的 任意 一 
点 卫 开 始 作 积 分 曲 
R. BP AESMA 
c=0 上 ， 从 该 点 引 
HADAR: М 
对 应 于 等 倾 线 c — 4 之 切线 的 方向 , 另 一 个 沿 对 应 于 相 邻 的 等 倾 
线 C = 一 0.2 的 切线 的 方向 , 湖 个 线 妈 都 与 这 一 相 邻 的 等 倾 线 相 
交 。 得 到 两 个 点 4 155 2, 在 两 点 之 闻 取 点 P 作为 我 们 的 积分 曲线 
上 的 点 .由 点 P 引 两 条 宣 线 , 倾角 分 别 对 应 于 等 倾 线 С = 一 0.2 
与 C = 一 0.4, 它们 和 等 倾 线 C = — 0.4 相交 。 点 < 与 之 疝 的 中 
点 就 是 所 求 的 积分 曲线 上 的 第 三 点 ， 依 此 类 推 地 作 下 去 , 得 到 
ЕР, Pi, Pas Pas Pap `: 的 序列 ， 通过 这 些 点 就 作出 了 通过 点 了 的 
积分 曲线 ， 类 似 地 ,我 们 可 以 继续 把 这 一 曲线 作 下 去 ,也 可 以 在 相 
平 画 上 作出 一 系列 其 他 的 积分 曲线 ， 结 果 , 对 给 定 的 具体 系统 (有 
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一 定 参 数值 的 ) ,我 们 得 到 了 虽然 是 近似 的 但 也 是 相当 详细 的 相 
图 .根据 这 个 相 图 ,我 们 可 以 判断 在 给 定 参 数值 时 , 系统 中 是 否 会 
产生 自 振 ,这 些 振动 的 x 与 ? 的 最 天 值 有 多 大 ,等 等 ， 伍 是 根据 这 
个 相 图 ,我 们 不 能 判断 出 , 当 系 统 的 某 个 参数 改变 时 , 系统 的 狂 状 
有 什么 改变 . 为 了 说 明 这 个 问题 , 就 必需 给 予 我 们 要 研究 其 影响 
的 那个 参数 以 不 同 数值 ,并 作出 相 图 的 “连环 图 ” 
范 德 痰 尔 对 方程 
ë — &(1 — Z) + и = ü 
ZH НИКИ 0881997 рд ИЕ ХАНА КЕ В А ВЕНУ git BJ И] T. 
.这 个 方程 表征 了 许多 自 振 问 题 的 特性 (当然 ,在 适当 的 理想 化 下 )， 
例如 , 对 电子 管 振荡 器 , 当 电 子 管 有 立方 特性 组 线 时 , 其 振荡 方程 
就 可 以 化 为 这 个 方程 。 范 德 波 本 人 , 就 是 在 讨论 电路 中 有 自 感 的 
对 称 多 请 振荡 器 的 振荡 理论 时 ,研究 了 这 个 方程 的 . 
把 二 阶 方程 写 为 了 个 一 阶 方程 组 的 形式 : 
Zay, < = — e + egl — 22), 
然后 将 两 式 相 除 ,得 一 阶 方 程 一 一 积分 曲线 方程 : 
Я 2 р 
Дт. 
给 参数 в 一 定 的 正 数值 , 应 用 等 倾 线 法 , 范 德 坡 尔 得 到 了 “ 相 图 的 
连环 图 ， 如 图 282 Br28 Ca, б, 6 各 对 应 参数 e 是 小 . 中 和 大 的 情 
况 )， 利 用 这 个 连环 图 可 以 基 断 出 , 当 改 变 参 数 k, 系统 中 之 运 
动 的 特性 是 怎样 改变 的 .系统 的 平衡 状态 《0, 0) Чес 0 时 , 总 
是 不 稳定 的 《 当 0 Зв < 2 时 , 是 不 稳定 的 焦点 , Me >> 2 时 ,是 
不 稳定 的 结 点 )。 全 部 相 图 中 都 包含 唯一 的 极限 环 , 因此 , 对 于 所 
有 的 > ОКИ, 系统 会 产生 自 振 , 而 且 自 振 的 建立 是 软 激 的 (在 
任意 的 初始 条 件 下 , 产生 同一 的 自 振 ?。 但 自 振 的 振幅 与 形状 ,及 
甚 建立 过 程 的 特性 .在 不 同 的 情况 下 ,是 不 相同 的 、 对 于 小 的 正 数 
е, 极限 环 接 近 于 圆 ( 自 振 控 近 正 防 形 ), 其 余 的 相 轨 线 是 逐渐 向 极 
限 环 卷 绕 的 螺 线 《图 282, а). 当 增 加 时 , у 一 dv/ де 的 幅度 也 
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增加 , РНК ВА ЖИ S S IE323 СТЕКА Ж 8 +S SR 
0, 282, б5а); 最 后 ,振荡 最初 的 增长 (从 接近 平衡 决 态 的 初 
始 状 态 开 始 ), 当 小 ( 当 s 二 2) 时 ,是 振动 的 , 当 8 КЕТ (ЧЕ 2 
时 ) ,就 变 成 非 周 期 的 了 ?。 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 用 等 倾 线 法 来 作出 有 双环 RC 回路 的 


Е 282 


D GAA EIG, 一 般 说 来 , ВЖЕ ЕЕ НЕЕ. 
Bit., ЗЕЕ EH НД ВЕК Бр НЕ, 不 能 推广 到 
Яа рж Сп, TEE р НИ TARE и Ре 
th=). 

还 村 指出 ， 空 方 特 性 曲线 只 能 在 其 互 导 为 址 的 点 之 间 的 区 城中 ， 才 能 满意 
地 天 示 真 实 的 电子 管 特 性 曲线 的 形 杖 ,如 巢 振 菏 越 出 这 个 范围 。 收 末 这 个 数学 
模型 的 性 状 中 ,就 可 能 出 现 完全 不 能 表征 真实 电子 管 派 沙 器 之 特性 的 特点 ， 
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电子 管 振荡 器 的 相 图 。 КВН В ANDIREN 
电路 和 电子 管 在 负 互 导 状 态 下 的 电路 ) AFE 283 所 示 ， 两 个 电路 
在 通常 所 作 的 简化 假设 下 〈 特 别 是 要 忽略 栅 流 与 屏 极 反应 ), 采用 
图 283 HARS ЕЕ Е РЕ: 


ce — я Ва ; E,— (te) ус Z° + C, —— 
di Re Ra dt 


图 283 


Rp г == (и) 是 电子 管 组 (或 电子 管 在 负 互 导 状 态 下 ) 的 特性 ;为 
使 电路 的 工作 每 自 振 系 统 ， 
特性 曲线 (图 284) 必须 有 互 
FAAR TER. | 

对 于 唯 一 的 平衡 状态 ， 
显然 有 

и = Eg, 

s= E,— R(E p) — Eg, 
为 了 简化 方程 ， 引 人 与 祖 压 
友 电 容器 忆 的 交 变 电压 分 量 成 正比 的 新 变量 r, y: 

u = E, + нх, Е, — Ral ED — E, + оноу, 

新 的 无 量 岗 时 间 w = Tra, 并 引 人 无 量 岗 的 特性 曲线 


ф(х) = 1. СЕ, +H вох) — СЕ.) ], 
Ноя 


i 


图 284 
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其 中 aa 5 T 是 电压 与 时 间 的 比重 尺 , а 是 光量 纲 的 系数 , 而 5 是 
特性 曲线 在 对 应 于 平衡 状态 的 “工作 点 "上 之 互 导 的 绝对 值 【 当 
u = В, lf, S= — di; dr), р, (5.88) 具有 形式 : 


CR, . к, | R ( с) 
— у = x; -å = ф(х РЕ И] x — y 
>= х pi) 一 А с. 


сакол анине 选取 
g= | + 06 K u <) K T=CR,+ (C + СОА. 


把 方程 《5.88) SESI SEE. 


ў == x; нї = — у — x — Kph), (5.89) 
其 中 的 两 个 {无 量 纲 ) 参 数 
RC _— 1 _. SRy i (5 90) 


= т K — — * “8 ННЦ 
К.С 0+0) (к) 
《放大 系数 天 22 0, Ен ЖЕН СИС 相同 , 大 小 
不 超过 1/45. 
现在 ,在 平面 z, y F) 唯一 的 平衡 状态 在 坐标 原点 上 ; 不 难 
看 出 ,其 特征 方程 是 二 次 方程 
ні? + (1 — КАТО, (5.91) 
AJRA р(х) НЕХ: p = 一 1, МИ, 这 个 平 衔 状 态 在 
K <1 HRE, ZE K ТЖ fE (K ПНА, 
而 在 СК — 1222 4р 时 是 结 点 (图 285 ERAY н, K 的 平面 旭 
分 为 对 应 于 不 同类 型 平 奖状 态 的 区 域 ). 
无 很 远 在 类 似 的 电路 中 总 是 不 稀 定 的 。 事实 上 . ЗН FE < B 
大 ( 指 绝 对 值 ) 时 , 便 东 在 特性 曲 绥 的 水 平 肌 上， 这 里 i 与 p(x) 都 
是 常数 。 因 此, 电路 在 远 处 是 线性 的 , 有 稳定 结 点 型 的 平衡 状态 ， 


1) ЖЕН 283 所 示 的 电路 的 据 查 接点 【电子管 组 或 电子 管 的 榨 制 电极 的 接点 ] 上 ,再 
接 一 个 电容 回 ОВ C, HURK) 这 样 构成 的 有 RC 回路 的 振 落 器 , 其 振荡 
TEATA (5.891. 这些 方 程 当 中 全 让 上 全 天 一 工时 ,也 描述 有 一 个 
FÇ 男 路 的 多 谐振 藩 器 的 振 菏 ( 见 第 四 音 ?7)。， 它 反映 了 小 涯 生 电 容 【 例 如 窗 生 
EF С) PERPER. 
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网 而 所 有 的 相 轨 线 帮 从 无 限 远 进入 =, y 的 有 限 区 域 "， 如 果 坐 标 
原点 是 不 稳定 的 平衡 状态 (当天 > 1 时 便 是 ), 那么 在 相 平 面 上 ,至 
少 有 一 个 稳定 的 极限 环 ， 当 特 往 曲 线 g(x) 有 и 
音调 三 小 ( 指 绝 对 值 ) 互 学时 ( 当 从 “工作 点 * 离 
开 时 ), 这 个 极限 环 就 是 唯一 的 

要 找 负 这 个 极限 环 , 例如 ,可 以 应 用 等 倾 线 
法 ”， 把 方程 65.89? 中 的 二 式 相 除 , 得 积分 晤 线 
的 微分 方程 : 


йу _. EX . 
dz y + x + Ко)’ (5.92) 
等 倾 线 (积分 曲线 的 切线 斜率 等 于 后 的 方程 是 
у = — (1 十 2) х Koele), (5.93) 
K 


其 中 水 平 切线 的 等 倾 钱 Cx 一 dy/dr = 0) 是 轴 图 255 
y СЯН = 及 ,而 铅 算 切线 的 等 倾 线 Cx 一 dy/dx == оо) Eik 

y = — x — Аф(х). ` (5.933) 
MEB SR E Eh hyk НА eE 286—289 Е, НЕЧ 
是 对 特性 曲线 


+ = — 1, 
3 
pl) = х [| =, (5.94) 
— 2. 34 x => + 1 


CHEE Say FEE EI ЗРЯ УЗ), 以 及 对 参数 & 与 


1) 严格 地 说 ,上 面 所 述 , uEBH ГЕ Е НЕЕ, ГЕНУЯ 
向 以 外 ,但 是 不 难 证 竹 , 在 这 个 方向 , 虎 卡 蒜 球 面 的 赤道 上 ЕЖУ, 
Ai, ERTER ADTA EREN, 

2) B K< 11, ЖАНА, WEERA EA, AA EEA 
据 ,很 徐 易 证 卖 这 点 ] 而 甸 有 的 相 困 线 [ 当 е» + co EA E TEARRE. 

3) 以 后 在 下 贡 第 八 章 $ 了 中 ,在 特性 曲线 是 分 航线 性 的 情况 下 ЕН К 
ШЕЯ, 
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КАЖАН НЕН. ERR х1 与 x 二 一 1 中 ,方程 (5.89) 
是 线性 的 ,有 直 的 相 轨 线 y = =*x + (2/3) ЧЕХ «> 1 н) 
j y = kte — (2013) GE DS а — 1 rB), АНА 
к k + = 0 В, 这些 条 和 件 可 以 用 来 作出 包含 极限 坏 在 内 的 
ЖЕЖ. АРК (НН ABCDEFA, WE 286—288) ШІН 
2 ABC 与 DEF МЕ CD У ва 组 成 的 。 


n=l 
х=? 


НЙ 


ж=-й? 


Боланд se 
ИГ > 
2202 m=. 
Kalai ram 
g ty щи 
X= 
图 站 7 
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що<к «ма, 系统 中 的 自 振 接近 正 驴 形 , 这 可 以 
JEE 286 Е (a = 0.2 ВК K = 1.2) 之 极限 环 的 形状 接近 于 椭 贺 
判断 出 来 ， 当 增加 电路 的 “ 注 励 ”时 ( 增 轩 天 或 减少 请 这 时 已 经 不 
满足 不 等 式 天 一 1 < v4 了 ), 极 限 环 开 始 变 形 (图 287 tS 288), 
ЕТКЕН УО > a < 1 与 产妇 下 一 工时, É 


РН 289 


ЕН, ПЫЛИ Г В RC 发 生 器 的 电路 中 ,必定 要 加 人 
ЛА ОВЕН ‚Е ЕР), ИЕН, ЕН ЦЕНЕШЕ Е 
SA 0 < kK- lQ F, 
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ДЕГН ЭРЕ АЈ (E 289)， 因 为 相 点 运动 的 相 速 度 在 曲 
线 (5.93a) 之 外 , 根据 《5.89) 的 第 二 个 方程 , 变 得 很 大 《 当 # ->0 
时 趋 于 兆 穷 大 ), 我 们 得 到 了 有 一 个 RC 回路 和 小 寄生 电容 CCC 
< C) 的 多 谐 派 荡 器 的 相 图 ， 当 很 小 时 ( 亦 即 当 c, < c 时 ), 极 
限 环 在 曲线 абага 的 微小 分 域 中 (м 越 小 则 邻 域 亦 越 小 ), 这 个 BB 
ЗЕЛЕНЫЕ (5.932) HIR, 水 平 直 线 外 所 组 成 的 , НИНА обвга 
是 极限 环 ( 当 p> 0 时 ?的 极限 位 置 ， 这 些 情 总 不 仅 是 多 谐振 荡 器 
所 特有 的 ,在 计 论 到 各 种 有 "不 连续 振荡 ”的 系统 时 ,还 要 广泛 地 利 
用 到 ( 见 下 册 第 十 章 )。 

这 样 一 来 ,图 解 积分 不 仅 能 说 明 系统 在 参数 值 给 定时 的 性 状 ， 
也 能 研究 其 中 某 个 参数 改变 时 ,系统 性 状 的 变化 ， 当 然 ,这 要 作 很 
多 的 图 才 行 。 不 过 ,在 有 些 情况 下 ,不 要 求 对 系统 的 性 状 作 一 般 性 
评论 ,而 仅仅 发 生 这 样 的 问题: 在 给 定 的 初始 条 件 下 ,系统 的 性 状 是 
怎 祥 的 ,这 时 可 以 用 初 朋 时 4 起 经 过 一 定 的 时 间 间 隔 后 , 系统 所 具 
有 的 坐标 与 速度 的 信 , 来 过 似 地 撕 述 系统 的 性 状 、 例 如 ,假设 我 们 
研究 其 一 周期 过 程 ,并 知道 了 这 一 周期 过 程 的 一 个 状态 ,以 及 这 个 
过 程 的 周期 =( 员 然 是 大 概 的 值 ), 那 交 把 时 间 间 隔 分 割 ,例如 分 为 
z/10, 来 计算 坐标 与 速度 的 值 , 就 可 以 得 到 关于 整个 过 程 的 概念 . 
这 种 问题 一 -计算 出 折 给 的 微分 方程 (及 所 给 的 初 妈 条 件 ) 确 定 的 
函数 值 一 一 可 以 月 近似 的 积分 方法 来 进行 ,例如 ,用 阿 当 姆 斯 法 或 
龙 格 法 ， 后 一 种 方法 最 简单 ,对 我 们 研究 的 问题 来 说 也 最 方便 ; 因 
此 ,我 们 就 此 拒 这 个 方法 简短 地 叙述 一 下 ?， 设 有 两 个 微分 方程 : 


TE = Plx, y), SL == Ola, y) (5.1) 
及 初始 条 件 : = №, = x у == уо, 要 计算 在 微小 时 间 At 
后 的 z 与 7 的 增 莉 ， 为 此 , 作 表 达 式 : 
Ax == Pra år, 
Ay == Q (xo WA 


1) ATERA EEROR A RA EA AI A saa, рй: [110, 76] 中 找到 ， 


0366 


Ax, = Р (= + >, y, + ам) А, 


22, 3 „+ AH) Ai і 
2 2 


Ay, = O ) (= -l 


Ax, = P (=. + 2, y + 2) м, 


А. = 0 (= + у + №) As; 
2 2 
Ax, = Р(ж + Алу, yo + Appar, 
Ay, = Dixi + Ax, уо + Avy,.)Az, 
ЗИЧ, БАХА x 与 了 在 小 时 间 间 了 贾 A: РЗА ЕЕ a iM ST Е 
4: = 1 [ar + Ax, wa. 


Ay == 一 1 [ay + Ay; + Ан Ау. Ard, 

我 们 得 到 项 数 * УУЖ a= o + At 的 值 ; = x + Ах; 
у = уо Ду, Кл Бу APBA ARER ¿ + 2A: 时 的 
x БУ, Е, РН A: 时 间 的 一 系列 zx 与 ? 值 ， 我 
们 看 到 , 计算 每 一 对 x 与 ? КАН, 要 算 四 个 函数 了 的 值 . 四 个 函数 
ОКН. РР 与 吕 很 贷 杂 , 则 计算 星 很 大 。 这 时 ,用 阿 当 姆 
斯 法 更 方便 些 . 


» 367 = 


[7) 


[81 


[9] 


10} 


[11] 


{12} 


参考 文献 


Айзерман М. А. Взедение в динамику автоматического регулиро- 
вания. дригателей. Машгиз, 1950. 

Айзерман М. А. Физические осповы применения методов малого 
параметра н решению челинойных задач теорни автоматического 
регупирования. Автоматика и телехсханика 14, 597 (1953). 
Андронов А, А. Предельные пиклы Пуанкаре и теория автокозебаний, 
Собрание трудов А. А. Андронова, стр. 41. Изд. АН СССР, 1956. 
Андронов А. А. Математические проблемы теории автоколебаний, 
Собрание трудов А. А. Апдронова, стр. 85. Изд. АН СССР, 1956. 
Андронов А, А. Предельные циклы Пуанкаре и теория колебаний. 
Собрание трудов А. А. Андрочова, стр. 39. Изд. АН СССР, 1958. 
Андронс» A А, Ним А, A, Разрывные периодические решения H 
теория мулетивибратора Абрагама и Блоха. ДАН ОСОР 8, 189 
(1980); Собрашие трудов А. А. Андронсва, стр. 65. Изд. АН СССР, 
1956, 

Апдронов А. A. Витт А. А. К теории захватывания Ван-дер-Позя. 
Arck. f. Elektrotech, 24, 99 (1980); Собрание трудов А. А. Авдро- 
ноза, стр. 51. Изд. АН СССР, 1956. 

Андронов А. А. Вит” А. А. 06 устойчивости по Ляпунову. ЖЭТФ 
3, 378 (1933); Собрание трудов А. А, Андронова, стр. 140, Изд. 
АН СССР, 1958. 

Андронов А. А. Вознесенский И. H. О работах Л. К. Максвелла, 
И. А. Вышнетрадского п А, Стодолы в области теории ретузиро- 
вания машин. Сб. «Д. К. Максвела, И. А. Вышиеградский, А, Стс- 
доль. Теория аптоматическото регулирования {классики HAJER) $. 
Изд. АН СССР, 1949; Собрание трудов А. А. Андронова, стр. 480. 
Изд. АН СССР, 1956. 

Андротов А. А., Лесптович E. А, К теории изменений качественной 
структуры разбиения плосковзи на траекторни. ДАН СССР 2], 427 
(1988); Собрание трудов À, А. Андронова, стр. 217, Изд. АН СССР, 
1956. 

Андронов А. А. Леонтович Е. А. Некоторые стучав эввислмости 
предельных Киктов от параметра. Ут. зан. ГРУ, стр. 3 (19895; 
Собрание трудов А. А. Андропова, стр. 188, Изд. АВ СССР, 19556. 
Андронов А, A, Лвоптовнч Е. А. Рождение предельных пивлов из 
нетрубого фокуса или центра и от негрубого предельного цикла, 
ДАН СССР 99, 885 (1954). 


* 368 + 


[13] 


[14] 


Андронов À. À. Леонтович E. А. Рождение предельных циклов из 
негрубого фокуса илн центра и от негрубого предельното OMKAR. 
Матем, сб. 40, 179 (1956), 

Андронов А, А. МЛюбина А. Г. Применение теории Пувикаре о 
«точках бифуркаций» и gemene устойчивости» к простейшим авто- 
колебательных системам. ЖӘТФ 5, вып. 8—4 (19835); Собрание 
трудов А. А. Андронона, стр. 125. Изд. АН СССР, 1956. 
Апдропов А. А., Мандельштам Л. H. Папалекси Н. Д. Новые mecre- 
дования в области нелинейных колебаний. Радисиздат, 1956; Physics 
of the USSR 11, № 9—3 1 (1985). 

Андронов А. А. Неймарк 10. И, О движениях идеальной модели 
часов, имеющей две степепи свободы. Модель догалилеевых часов. 
ДАН СССР 51, 17 {1946}; Собрание трудов А. А. Андронова, стр. 
313. Изд. АН CCCP, 19586. 

Андронов А. А. Понтрягип Л. С, Грубые системы. ДАН CCCP H, 
247 (1937); Собрапие трудов А. А. Андронова, стр. 181. Изд. АН 
CCCP, 1958. 

Баркгауѕен Г. Г. Катодные ланпы, т. TU 1998. 

Баутин H. H. В теории синхронизацию, ЖТФ 9, 510 (19895. 
Балтин H. H. 06 одном случае негармонических колебаний. Уч. вап. 
РГУ 12, 231 (1939). 

Баутин H. H. 06 одох дифференциальном уравнении. имеющем 
предельный цикл. ЖТФ 9, 601 (1939). 

Баутин H. 1. Ü движении идеальной модели часов, имеющей две 
степени свободы. Модель часов Галилея Гюйгенса. ДАН ОССР 81. 
17 (1948). 

了 ayTBH H. H. О задаче Мандельштама з теории часов. ДАН СССР 
65. 279 (1949). 

Баутин H. Н. Динаническая модель хронометровото хода. Инж. cô. 
АН СССР 12, 8 (1952). 

Баугин Н. Н. Динамическая модель часового xoga без собственното 
пернода. Иня. сб. АН CCCP 16, 3 (19535. 

Батгин Н, Н, О периодических решениях одной системы дифферен- 
циальных уравнений. ПММ 18, 128 (1954). 

Баутин Н. Н. Динамическая теория чавовых ходов бел конструк- 
тинной остатевки ходояого колеса. Инж. 66. АН СССР 21, 3 (1955). 
Баутин Н. Н. Динамические модели свободных часовых ходов. Сб. 
памяти А, А, Андронова, стр. 109. Изд. АН СССР, 1955. 
Безиенов А, Е, Методы Баркгатзена— Мёллера © точки зрения стро- 
той теории автоколебалий. ЖТФ 6, 467 (1936). 

Бвяивно: А. Е. Теория диаграмы срыва Pygona, Электросвязь, № 4, 
стр. 18 (1958), 


* 369 = 


[811 


[321 


[38] 
[34] 
#35] 
[88] 
[87] 
[88] 


[39] 


[40] 


[41] 
[42] 


143] 
[44] 
[451 
[46] 


[47] 


[48] 
[49) 


[50] 


Bexmormaa Л. H. Определение качественной структтры разбиения HA 
траекторин фазовой плоскости трубой системы. (Готовится к ne- 
чати, }. 

Бендриков Г. A, Горелик Г. С. Применение ФБрауловокой трубки 
E исследованию движения изображающей точкн ца плоскости пере- 
менных РВан-чер-Поля, ЖТФ 5, 620 (1935). 

Бессонов Л. А. Электрические гепи со сталью. Гоеонергоиздат, 1948. 
Биркгоф Д. Д. Динамические системы. М. JL, 1941. 

Боголюбов H. Н, О некоторых статнотвтеских методах в малтема- 
тической фивине. Изд. АН УССР, 1945. 

Боголюбов Н, H. Матропольский 10. А. Асимитотические методы 
в теорни нелинейпых колебаний, Гостехиздат, 1955. 

Бремзен А. С. Файнберг И. С. Анализ работы двух связанных 
релаксапионных тенераторов. ЕТФ 11, 959 (1941). 

Булгаков Б. В. О ирнменения нетода Птаһкаре к свободным поёв- 
долинейным колебательным системан. ПММ 6, 963 (1942). 
Булгаков Б. В. O прииенскин метода Ван-дер-Поля к твевдолинейным 
колебаниям систечы с многими степенями свободы, OMM 6, 395 
(1942). 

Бузтаков Б. В. Автоколебания регулируемых систем. ПММ 7, 97 
(1948). 

Булгаков Б. В. Колебания, Гостохездат, 1954, 

Васвльева А. Б. 0 дифференциальных уравненнят, содержащих 
малые параметры. Матем. 0б. 31 (78), 587 (1952). 

Виткевит В. В. «Жесткий» режим самововбуждения релакевиионного 
теператора (мультивибратора). ЖТФ 16, ныл. 8 309 (2946). 
Взасов H. П. Автоколебательная сибтена с однофазцыы асивхронаныу 
мотором. ЖТФ 5, 641 (1935). 

Гаузе Г. $, Вит 4. А. О перисдических колебаниях чискепностя 
популяции. Изд. AH СССР, сер. 7, 1551 (19545. 

Гольдфарб Л. С. О некоторых негинейностах н сивтемах perpin- 
рования. Азтоматика и телемохантка 8, 347 (1947). 

Гольдфарб Л. С. Метод исследования нелянейных снстем регули- 
рования, оспованный на принципе гармонического баланса. 06. 
Теория автоматического регулирования», Машгиз, 1951. 

Горелик Г. Нұвовкан В. Секерекая В. Исследование прерывнотой 
тенерадии. Техника радио и слабых токов 11, 829 (1982). 
Градштейл H. С. Нелинейные дифференциальные уравнения с малыми 
миожытеляма при некоторых производных. ЛАН СССР 66, 789 (1949). 
Градштейн И. С. Дифференциальные уравнения, в которые множите- 
лями входит различные степени малого параметра. ДАН СССР 89, 
5 (1952). 


*37D = 


[51] 
[53] 


[58] 
[541 


[55] 


[56] 


Грановский В. Л., Электрический ток в rase, т. T. Гостетизхат, 1959. 
Дородницын А. А. Асимитотнческое решение уравнений Ван-дер- 
Поля ПММ 11, 88 (194975. 

Евтянов С. И, Теврин яртогенератора с гридликом. Электросвязь, 
№ 9, 66 (1940). 

Жевакин С. А. К теоряя звездной переменности. ДАН СССР 95, 
217 (1954). 

Жевакип С. А. О сдвитах фаз между колебаниями блеска и коле- 
банними лучезой скорости переменных звезд. ДАН СССР 99, 353 
(1954). 

Жезакин С. А, 06 автоколебанпах переменных звезд «большой MOC- 
ледовательности». (6. памяти А. А. Андронова, стр. 629, Изд. АН 
СССР, 1955. 

Желевнов Н. А. Саномодтляции автоколебаний ламлорого генератора 
с зътоматическии смешением в HENA катода. ЖТФ 13, 495 (10945). 
Желозцов Н, А. К теория симметричного мультивибратора. КТФ 
20, 778 (1950). 

Железцов H, А. К теорин лампового тенератора с двуховевной 
ЕС-цепочкой. Труды Горьковского физико-техничеекого института и 
радиофизического фактяьтета ГГУ 35, 290, Москва-_ Горький, 1957. 
Mexen Н. А. К теорни разрывных колебаний E системах второго 
порядка, Радиофизнка 1, № 1 (1958). 


`Железцов H. А, Родыгян Л. В. Е теории симметричного иультиви- 


братора. ДАН СССР 81, 391 (1951). 

ЭЖелезцов H. A, Фейгин М. И. О режимах работы симметричного 
мультявибратора. Радиотехпика и влектроника 2, 751 (1957). 
Жуковский H. Е. О движения иаятивка с трепием в точке подвеса, 
Соб. соч. т. 1, отр. 290, Гостехиздат, 1948. 

ЗИуковсвий H. Е. О парснин птиц, Труды отделения физич. наук 
Общества любителей естествознания 4, вып. 2, 99 (1891); Собр. 
вот, т. 4, стр. 5. Гостехиздат. 1949, 

Ицхоки Я. С. Инпульсная техника. Созрадие, 1949. 

Казакевич E. В. O приближенном решении уравнения Ван-дер-Поля. 
ЛАН СССР 49, 424 (1945). 

Казакевяч В, В. Мнотократные системы и простейшие динамические 
модели часов. ДАН СССР 74, 665 (1950). 

Кайдановсний H. Л. Природа механических автоколобаций, возни- 
кающих при сухом тренит, ЖТФ 19, вып. 9 (1549). 
Кайдановский H, jJ. Хайкин С, Э. Механические релансапионвые 
колебания. ЖТФ 3, вып. 1 (1983). 

Каике 9. Опраночник по обыкновенным дифференциальным урав. 
нениям. ИЛ, 1950. 


"371% 


[71] 


Калчинский И. М. Методы теории волебамий в радиотехнике. Dogo- 
нерговпдат, 1954. 

Карман T, Био М, Математические методы в инженерном деле, 
Тостехиздат, 1948, 

Кобзарев JO. Б. Устойчивость частоты автоходебалельной системы. 
С6. «Первая Всесоюзная хонференция по колебаниям», т. і, стр. 
5, Москва. 1988. , 

Кобзарев Ю. D. Ü квазилилейном методе трактовкя явлений в чам- 
повом генераторе (почти синусолдальных колебаний}. ЖТФ 5, 216 
(1935). 

Козногоров А, H. Аналитические методы теории вероятностей. УМН. 
вып. 5, стр. 5 (1938). 

Крылов А. Н. Лекции о приближенных вычислениях. Изд. АН СССР, 
1983. 

Ерызов А, H. О приненении способа пооледевательных приближений 
к нахождению решения некоторых дифференлиалһных уравлений 
кохебатетьного дзяжекия. Изв. АН СССР, отр. 1 (1983). 

Крылов H. M. Боголюбов H. П. Hesse методы пелинейной механики 
в их применении к изучению работы электронных генераторов, w, 1. 
OETH, 1934. 

Крылов H. M. Боголюбов H. Н. Введение в неливейвтю механику. 
Изд. АН УССР. 1987. 

Леонтович F. А, Майер А. Г. О траекториах, определяющих катеет- 
зенную структуру разбиения сферы на траекторки. ДАН СССР 14. 
251 (19875. 

Леонтозич Е. A. Майер А. Г. Общал качествеаная теория. Loros- 
нение R гдавам % и Ü в книге А. Пуанкаре «О краявых, определяемых 
дифференциальныхи уразнениями». Тостехиздат. 1947, 

Деонтоввч E. А. Майер А. Г. 0 CICHO, определяющей тогохоти- 
ческую структуру разбиевая на траектории. ДАН СССР 103, 557 
(1955). 

Леонтович М. Á. Статистическая физика. Гослехиадат, 1944. 
Ляпунов А. М. Общая задача об устойчивости движения. Харьков, 
1892; Гостехизлат, 1950. 

Майер А. Г. Исследованве уравнений Релея и РЗан-дер-Пояк. Изв, 
ТГУ, вып. 2 (1986). 

Майер 4. Г. Е теории связанных колебаний двух самововбуждаю- 
шахон генераторов. Уч. зал. ГГУ, вып. 3, erp. 3 (1935). 

Малкин И. Г. Методы Ляпунова и Пуанкаре з теории нелинейных 
колебаний. Гостехиалат, 1549, 

Мандельштам Л. И. Вопросы электрических колебательных систем 
и радиотехники. 06. «Первая Всесоюзная конферениля по колвба- 
ниям», т. 1, стр. 5, ГТТИ, 1933. 


* 372 » 


[891 


[80] 


[91] 


#92] 


[931 


[941 


[95] 
[96] 


[97] 


[98] 


[99] 
[100] 


[101] 


[102] 
[103] 
[104] 


[105] 


[106] 


Мандельштан Л. И., HHanarsgen H. Д., Андронов А. А. Вим А, A. 
Горелик Г. C, Хайкин С. D, Новые иселедования нелинейных коле- 
банин. Галисиздат, 1936. 

Мандельштам Л. A, Пэпалекси H. Д, Об обосковании одного метода, 
приближенноге решения дифференциальных уравнений. ЖЭТФ 4, 117 
(1924). 

Meepoggu Л. А. Зеличенко Л. Г. Импульеная техника. Conpsano, 
M, 1953. f 

Митулин B. B., Левитас Д. М. O работе блокинг-генератора. ЖТФ 
17, вып. 10 (1947). 

Мищенко Г, Ф. Асимптотическов вычиспение периодических peme- 
ний систем дифференциальных уравнепий. содержащих малые пара- 
метры ири произродных. Изв. АН СССР 《eep матем.) 21, 627 
(1957). 

Мншенке Е. Ф. Понграгин Л. С. Пераодические решення Систем 
дифференциальных уравнений, близкие к разрывным. ДАН GOCE 
102. 889 (1955). 

Неймарк Ю. И. Устойчивость липеаризованных систем. Л. 1949. 
Немыценй В. В. Степанов В. В. Качественная теория дифферен- 
циальных уравнений. Гостехиздат, 1949. 

Herymur А. В. K вопросу о «Скачкахр в нелинейных системах. 
ЖТФ 15, 873 (1945). 

Никольский Г. Н. К вепрогу об автоматической устойчивости корабля 
на заданном курсе Труды Центральной лаборатории проводной 
связи, вып. Ё (1934), 

Основы автоматического регулирования. Сб. под ред. Солодовникова 
В. В. Маштиз, 1954. 

Палалекси Н. Д. О некоторых современных проблемах в теорин 
колебаний. УФН 11. 185 (1931). 

Палалекси IL Д. Андронов А. А. Горелик Г. C. Puros C. М. 
Некоторые исследования в области нелинейных колебаний, проведен- 
ные в СССР, начиная с 1935 г. УФН 33, 335 (1947). 

Петров В. В. Уланов Г. М. Теория двух простейших релейных enc- 
тем авторегулированиа. Автоматика и телемеханика 11, 989 (1950). 
Петровский И. Г. Лекция по теории обыкновенпых дифференпяаль- 
ных уравнений. Гостекиљдат, 1952. 

Б. Вап-дер-Поль. Нелипенная теория  злектрическах колебаний. 
Связьтелиздат, 1935. 

Ноптрятин Д. О. Асвыптотическое поведение решений систем диф- 
ферепциальных уравнений с малым параметром при высших произ- 
водных. Изв. АН СССР (сер. матем.) 21, 605 (1957). 

Портрягии Л. С, Андронов А. A, Burr А. А, О статнотическом 
расемотреняи динамических сзетем. ЖЭТФ 3, 165 (1988); Собра- 


* 373 + 


[207] 
[108] 


[1091 


1110] 
тан 
[115] 
[113] 
114] 
[115] 
[116] 
[117] 


[1181 
[119] 


[120] 
[121] 


[1221 
[123] 


[154] 


[1951 
[1261 
[189] 


[128] 


ние трудов А. А. Андронова, отр. 142. Изд. АН ССОР, 1956. 
Понтратин Л. С. О липамических системах, близких к тамильтоно- 
вым. ЖЭТФ 4, 883 (1934). 

Пуанкаре А. О кривых, определяемых дяфференциальными урав- 
нениями, Гостехиздат, 1949. 

Ржевкин С. H., Введенский Б. А. Прерывистый триодный генератор, 
ето теория FE применения. Телегр. и техеф. без проводов, № 11, 67 
(1921). 

Рунге К. Графические методы математических вычислений. ГТТИ, 
1932. 

Paros С. М. Разритне тесрин нелинейных нолебаний в СССР. Радно- 
тетпика и вжектронакя 2, 1435 (1957). 

Скнбарко А. IL, Стрелков С. П. Качественные исследования mpo- 
M66608 в тенераторе по сложной схеме. ЖТФ d, 158 (19585, 
Степанов В. В. Курс дифференциальных ураннепий. Гоетехивдат, 
1958. 

Стокер Д, Нелинейные колебания в мехапизеских H электрических 
системах. ИЛ, 1952, 

Стрелков С. П. Введение в. теорию колебаний. Гостехизлат, 1950. 
Отрезков С. П. Маятник Фрозда. ЖТФ 3, 563 (193%). 

Стрет" Д, В. {Релей). Теория звука, т. 1, стр. 935. Гостетиздат, 
1955. 

Теодорчик К. Ф. Автокозебательные системы. Гостехиздат, 1952. 
Тихонов А. М. Сиотены дифференциальных уравнений, содержащие 
матые параметры при производных. Матем, сб. 31 (73), 575 (1952). 
Тәлле М. Регулирование снловых матин. Гобвнергоиздат, 1951. 
Фельдбаум А. А. Введение в теорию нелипейных депей. Госэнер- 
тоиздат, 1948, 

Фельдбауы А, А. Простейшие релейные системы автоматического 
регулирования. Автоматика и телемеханика 10, 249 (1949). 
Фравк-Каменепкий Д. А, Механизм двухстадийного посплаченепия, 
ЖФХ 14, 30 (1940). 

Франк-Каменециий Д. А, Проблема автоколебавий в теорни mepe- 
менных ввєзд. CÓ, памяти А. А. Андронова, стр. 691. Изд. АН СССР, 
1955. : 

Хайкин С. 9. Непрерывные и раарывпые колебания. ЖПФ 1, вып. 
6, 21 (1980). 

Хайкин ©. 9. Автонолебательные системы. Сб. «Первая Вевсоювнан 
копференция пе колебаниям», т. 1, отр. 72, ГТТИ, 1933. 

Хайкин С. 9. Ó зхнапин малых параметров на характер стационяр- 
ных состояняй динамической системы. ЖТФ 5, 1389 (1935). 
Шинехов Л. П. Механика часового механизма, ч. 1, 2, 3, Л, 1988— 
1937. 


* 374 = 


[129] 
[150] 


[131] 


[132] 


[133] 
[134] 


[135] 
[1361 


[137] 


Эльегольц Л. 3. Обыкновенные дафферевинальные уравнения. Toc- 
техиздат, 1954. 

Юзвинсхий R. 06 пвтоколебаниях системы, аналогичной явычкү 
гармонии и кларнета. ЖТФ 4, 1295 (1934. 

Abraham М. et Bloch É. Mesures еп valeur absolue des periodes des 
oscillations electriques de haute frequence, Annales de Physiyue, Ber, 
9, 12, 237 (1919). 

Airy С. On the Regulator of the Cloek-work for cffecting Uniform 
Movement of Equatoreales, Мот. Roy. Astr. Boc., London 11, 24% 
(1840); 20, 115 (1850—51). 

Andrade J. L 'Horlogerie et Chrouametrie. Paris, 1955, 

Appleton E. and Greaves W, Оп the Solution of tha Representative 
Differential Equation of the Triode Oscilator. Phil. Mag., Ser. 6, 
45 (1923). 

Appleton Е. and van der Pol В, Оп a type of oseillation —һувісгевія in 
2 simple triode generator, Phil. Mag., Ber, 6, 43, 177 (1922), 
Barkhausen H. Die Vakunmrihre und ibre technische Anwendung. 
Jahrbueh d, draht. Tulegraphie H, 27 (1919); 16, 82 (19201. 
Bendixsen І. Sur les courbes definies par des equationg differentielles, 
Acta Matb. 24, 1 (1801). 


[138] Bieberbach L. Theorie der Ditferentinlgleichumgen, Bertin, J. Springer, 


[139] 
[1401 
[141] 
[142] 
[243] 
[144] 
[145] 
[126] 
[147] 
[148] 


[1391 


[150] 


1930, 

Birkhoff @. Quelquca theoremes sur les mouvements des systemes AF- 
namiques. Buil Soe. Math. de France, 40 (1912). 

Bowsehewerow У. Experimentelle Untersuchung des Phasenraumeg 
autoschwingender Systeme, Tech. Phys. of the USSR 11, 43 (1985). 
Chaikin В. Lochakov L, Oscillations adiseontinuess dans un wireuit н 
сарае et self-induction. Tee, Phys, of the USSE 11, 181 (1935). 
Cholodenko L, Zur Theorie der Frihaufseham Kipp-BSehaltung. Tech. 
Phys, of the USSR 2, 552 (1935). 

Le Corbeilier Р. Les systemes auto-cnireterues et les oscMations de 
relaxation, Paris, Hermann, 1931, 

Те Corbeiller P, La mechanisme de la produetion des oscillations. 
Annales дез Postes, Telegraphes et Telephones 21, 697 (1932). 
Debaggis L, Contributions of the Theory of Nonlinegr Oscillations, 
Prinston, 1952: русок. перевод: УМИ 10, вып. 4, 86 (19555. 
Decgux et Corbeiller Р. биг une aysteme electrique autoentretenues, 
utilisant un tube a neon, Сол. Rend. 198, 723 (1931). 

Dulse H, Sur les eycles limites. Bull. Soe. Math. de Franee 51 (1993). 
Dulac H, Recherche des eyeles mites, Comp. Rend. 204, 28 (1937), 
Fotou P. Sur le mouvement d'un syateme soumis a Фев forees а eourte 
periode. Bull, Зое. Math, de France 56, 98 (1928). 

Friedländer E. Bteurungsyorgšnge dureh «Feldzerfale und Kippseh- 
wiugungen in Елекігопептёћгеп, 24а. f. teeh. Phys. 7, 481 (1996). 


• 375 + 


[151] 
1152] 
[153] 


p154] 
[155] 


[1561 
[157] 
[158] 
[1591 
[160] 


[181] 


[162] 


[163] 


[1641 


[165] 
г166] 
[167] 
265] 
[169] 
[170] 


[171] 
[172] 


Friedländer Е. Über Stabilitätbedingungen und ibre Abhängigkeit von 
Bteuerorganen und Enorgice-Speichern. Phys. 74а. 27, 361 (1926). 
Friedländer E. Ueper Kippsehwingungen, insbesondere bel Elektro- 
nenrühren, Arech, f. Elektrotech. 17, 1, 108 (1927). 

Friedländer E. Einige Berichtungen und Ergänzungen zum Problem 
der Kippsehwingungen. Areh. € Elektrotech, 20, 154 (1928). 
Frommer M. Ringuliire Punkte. Math. Ann, 99 (1988), 

Frühauf G, Eine nene Behaltung zur Erzeugung von Behbwingungen 
mit linesrem Spannungsverlauf, Arch. f. Elektrotech, 21, 471 (1929). 
Haag J. Sur les oscillations auto-entretennes, Comp, Rend. 199, 906 
(1954). 

Haag J. Sur l'etude asymptotiqnes des oseillations de relaxation, 
Comp, Rend. 292, 102 (1936). 

Haag J. Etude asymptotiqne deg oscillations de relaxation. Ann, Sei 
Eeole Norm. Вор, 50 (1943). 

Haag J. Exampləs eonerets d'etude asymptotique d'oscillations de 
relaxation, Ann, Sei, Ecole Norm. Вор. 61 (1944), 

Пер Hariog. Merhanieal Vibrations, Ме бтам- Ші Comp., New York 
and London, 1947, : 

Heegner K. Ueber Behwingungserzeugung mittela eines Falektronenrë- 
hrensystem, welehe Belbstinduction nieht erhaiten, И, Р, Hochfre- 
quenztechnik 29, 151 (1927), 

Heegner К. und Watanabe T. Ueber Sehwingungerzeugung mittels 
eines Elektroncnröhrensyatem, bei welchem die Kapazität vyn unter- 
geordneter Bedenhmg ist, Ztg, f. Hochfregue»stechnik 34, 49 (1929). 
Hopf Е. Zwol Өйде über den wahrseheinliehen Verlauf der Bewegung 
dynamisehen Systeme, Math. Ann. 103, Heft 4—5. 

Hul, Das Dynatron, ein Vakunmrihre mit der Eigenschaft des nega- 
tiven elektrísehen Widerstandes. Jahrbuch der drahtlosen Telegraphic 
14, 47, 157 (1919), 

Tobst G. Drei Beiträge über Sehwingungserzeungumg. Telefunken Fei- 
tung, No. 47, 11 (1927). 

Tkonnikov E. On the dynamics of svimmetrieal flight of an aeroplane. 
Tech. Phys. of the USSR 4, Мо, 8, 1 (1937). 

Kamke E. Differontialgleichungen Reeler Funktionen. Leipzig, Акай. 
Verlagsgesellsebn#t, 1930, 

Koenigs, Recherches sur les substitutions anifarnies Bulletin des 
Bejenees mathematiques, 1883, 

Koeniga, Recherehes sur les equations fuetionelles, Annales бе I'Feole 
Noarm., 1884, 

Krüger, Mechanische Mehwingnngssysteme mit Btossanregung. Annalen 
der Physik 70, 291 (19235. 

Lanchester F. Aerodoneties, London, 1908. 

Leaute Н, Bur les oscillations a longues periodes dang les maehines 


* 376 + 


artinnees par des moteurs hydrauliques еі sur les moyens de prevenir 
сев oscillations. Jour. бе L'Ecole Polytechnique 55, 1 (1885). 
Levinson N. Perturbations of diseontinous solutions of nonlinear dif- 
ferential equations. Acta Math, 82, 71 (1951), 

Lienard А. Etnde des oseillationa entretenues. Revue Generale d'Elec- 
trivite 23, 901, 946 (1928). 

Lotka. Elements of Physical Biology. Baltimore, 3925, 

Mayer А. Or the theory: of Coupled Vibrations of Two Belf-Exeited 
Generatora. Tech. Phys. of the USSR 2, Мо. 8, 1 (1935). 

Mayer А. A Contribution to the Theory of Forced Oscillations in a 
Generator with Two Degrees of Freedom. Tech. Phya, of the USSE 3, 
No, 12, 1 (1936). 

Möller H. Quartitative Rehandlung der Schwingungen jm Röhren- 
generator mit Hilfe der Sehwingkennlinien. Jahrbuch der drahtlosen 
Telegraphie 14, 326 (19195. 

Ollendorf F, und Petera W. Schwingungsstabilitët Parallolarbeiten der 
Synchronmaschinen, Wissenschaftlichen VerofËenthehungen ваз dem 
Віпепз-Қопғогп 5 (1926). 

Papalexi N, Theorie des Flekfronenróhrengenerntor. Odessa, 1922. 
Foincare H, Oeuvres, Vol. 1. Рав, Gauthier-Villars, 1928. 

Рошеате Н. Sur l'equilibre d'une masse fluide animee d'un mou- 
vement де rotation, Acta Mathematica 7 (1885). 

Foincare H. Figures d'eguilibre d'une masse fluide, Paris, 1903, 
Foincare H. Sur le probleme de trois corpa et les equatièns de la 
dynamiques, Acta Mathematics 13 (1890, 

Poincare H. Lei methodes nouvelles de la mecanique celeste. Paris, 
Gauthier-Villars, 1898—1899. 

Yan der Pol В, A theory of the amplitude of free and forec triode 
vibration. Radio Review 1, 701 (1920). 

Van der Pol B, Ап Oscillation-Hysteresis in a Triode-Generator. Phil, 
Mag. 48, 177 (1922). 

Yan der Pol В. Оп relaxstion oscillation. Phil Mag. (7) 2, 978 
(1526). 

Van der Pol В, Ueber Relaxationsehwingungen. 218. #, Hochfroyuenz- 
technik 28, 178 (1926); 29, 114 (1927), 

Van der Ро! В. Forced oscillations in а cireuit with nan-linear resis- 
tance. Phil. Мар. (7) 8, 65 (1927), 

Van der Pol B. Oseillations sinuscidales et de relaxation, L'Onde 
electrique, 1930. 

Van der Ро] В. ct van ñor Mark M, Le battement du coeur considere 
comme pscillation de relaxation et un modele electrique de cocur, 
1.'Опае cleetrique 7, 365 (1928). 


Rabb А. Оп а graphical solution of а claas of differential equstion 


* 377 * 


occuring in wireless telegraphy. Phil. Mag, (6) 43, 700 (19227. 


| Rukop Н. Reissdisgramme von Bonderröbren, Telefunken Zeitung 6, 


Juni 1923, 27; September 1923, 20, 

Rukop H. Reisdiagramme von Senderriihren, Ate, £. teehn, Physik 5, 
260, 299, 387, 441, 569 (1924). 

La Salle J. Relaxation cacillations. Quart. of Appl. Math. 7, 1 (1949). 
Behunk Il., Zenneek Е, Uober Sehwingungskreise mit Eisenkernspulen. 
Jahrbuch der drahtlosen Telegraphie 19, 170 (1922}. 


] Trieomi Е. Integrazione di un'equazione differenziale pressntatasi in 
electrotechnica. Annali della R, Seuola Normale Superiore di Fisa, Ber, 


11, 2, 1 (1938). 

Volterra V. Leeong sur la Theorie Mathematique de ia Latte pour Та 
Vie, Faris, Gauthier-Villars, 1981. 

Wagner К, Der Lichtbogen als Wechselstromerzcuger, Leipzig, Verl. 
8. Hirzel, 1910, 

Webb H., Becker G. Theory of Mnultivibratoz. Journ, Appl Рһузіен 
15, 825 (1944), 


іл 
` 


* 378 е 


"i 


第 六 章 ”二 阶 微分 方程 定性 理论 基础 ” 


51.51 № 


RERA EIRE. +E E— 2 Вт ЕО, 
将 在 这 里 给 予 严格 的 论述 ;同时 ,上 一 章 中 研究 二 阶 动 力学 系统 的 
MTH, ARASTA, THARE FENER” 
和 在 第 五 章 中 一 样 ,将 研究 二 阶 向 分 方程 组 (动力 学 系统 ): 
= Ра, y), 92 = OC, у), (6.1) 
dr 
其 中 PCx, y) 及 OC, y) 是 在 整个 相 平面 *, 》 上 的 解 煌 函数 ， 此 
Pk. ЖЕНЕ, 函数 Р(х, y) № ol y) 没有 非常 数 的 公 央 子 ， 也 就 
是 说 ,它们 不 能 写作 : 

Р(х, y) = Р®а, Ка, у), ) 

Обх, y) = O*(<x, у) бх, y), 
Hp PY(z, у), Olr, y) МРС, у) БУРИ, 而 且 К», y) 
不 恒 等 于 常数 ， 在 这 个 假设 下 ,二 条 曲线 

Р(х,у) = 0 £ Olr, y) = 0 
在 平面 上 任 一 有 限 区 域内 ,只 能 有 有 限 个 交点 ; 因 之 ,动力 学 系统 
(6.1) 只 能 有 有 限 个 平衡 状态 ?. 


e +» +2 »> è è > 


(6.2) 


D ERLI A RANAS- RENERE, 

2) TEORIER, М ГАН 5 EEEE, FIERTE 
理论 的 结果 ， БУРЫ YMER РЫБ И ЕЕ УЕ R hip, MAE 
жн, 除了 给 出 关于 胡平 百 上 雪线 性 状 的 一 般 还 论 的 结果 以 外 。 则 时 亦 给 出 
TEHES, 

D 应 指出 , 当 函 数 PCx,y) 及 Оба, y) НЕЕ АВЕ ER, ЕВ .2) 
ZERI BARAR AR JC, y) = 0 ЕТЕ RE ES OEN AR 
BRRR ADDF RACE А0). 
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在 对 动力 学 系统 进行 定性 研究 时 ， 身 然 会 出 现 的 第 一 个 问题 
д: 二 阶 动力 学 系统 巾 ， 相 雪线 一 般 可 能 有 部 些 类 型 。 寿 研究 过 
的 例子 (参看 第 二 ,三 及 五 章 ) 中 ,所 巡 到 的 相 轨 线 ,或 是 平衡 决 态 ， 
ВИТ, Е г оо (或 当 :一 一 c) 时 趋向 平衡 状态 
或 闭 雪 强 的 轴线 ， 可 能 有 的 相 轨 线 的 类 型 只 限于 这 几 种 吗 > 如 果 
不 是 ,是 否 可 能 找到 各 种 机 雪线 的 所 有 可 能 类 型 ? 结论 是 ,利用 两 
个 一 般 定理 : 关于 微分 方程 组 解 的 存在 性 及 唯一 性 的 柯 西 定理 和 
解 对 初始 条 件 的 连续 相 关 定 理 ( 参 午 附 录 站 ,我 们 可 以 得 到 关于 各 
种 相 轨 线 可 能 有 的 性 质 的 详尽 匹 遗 的 知识 9。 下 一 车 中 将 研究 
这 个 问题 

考虑 了 单个 的 相 轨 线 之 后 。 进 一 步 讨 论 所 有 要 轨 线 集合 的 整 
何以 前 几 章 的 例子 为 依据 ， 可 以 期 望 有 这 样 的 结果 : 为 了 掌握 
定性 的 相 图 ,并 不 需要 知道 所 有 雪线 的 相互 分 布 情况 ,而 仅 知 道 月 
АТН “ЕН” ВОН ВЕНЕ Г. 1—0 АОН, 
ХЗ АД, НИЛ. 但 是 相互 位 置 可 以 
ВЕД Н АЈА АЕ, ЭХ Ло 这 类 青 轨 线 的 共有 
特性 是 什么 > 这 些 问 题 将 在 本 章 第 3 Ар. MBEARTA” 
及 “ 非 奇 " 轨 线 的 严格 宕 义 ,同时 亦 证 明了 , 奇 轨 线 将 相 辆 线 集 合 分 
成 不 同 区 域 -一 子 域 。 在 每 个 子 域 里 ， 布 潇 着 相同 性 质 的 非 奇 轨 
{8 7,8048 

本 章 之 第 4 及 第 5 二 节 将 探讨 另外 一 类 问题 .在 第 4 节 里 ， 
提出 茶点 一般 性 的 条 件 , 这 些 条 件 是 型 如 (6.1) 之 系统 所 必须 满足 
的 条 件 ， 如 果 这 个 系统 反映 某 一 真实 物理 问题 的 话 ， 正 荐 对 这 些 
系统 , 当 方 程 右 端 有 各 各 足够 微小 的 变化 时 ,其 相 轨 线 的 定性 图 应 
当 保持 不 变 ， 有 这 各 性质 的 系 绕 ， 我 们 称 之 为 《 粗 的 》。、 在 第 4 节 
中 给 出 了 系统 之 粗 狂 的 严格 数学 提 尘 ， 亦 建立 了 粗 系统 的 必要 充 
分 条 件 ,并 且 还 研究 了 ， 粗 系统 可 能 有 那些 类 型 的 “ 奇 " 轨 线 . 以 及 
有 那些 类 型 芍 充 满 正常 轨 线 ( 非 奇 四 线 ) 的 于 域 呈 , 

第 5 节 里 ， 在 系统 (6.1) 之 右 端 含有 某 个 参数 的 e F, W 
究 了 定性 图 与 此 参数 的 依赖 关系 ， 如 果 假 定 方程 右 端 与 某 参 数 有 
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"КИА, ЗБ БЛА 5, ЕЕВС 
IR i DAJ 当 参 数 取 任意 值 时 ,系统 都 是 粗 的 ， 当 参数 值 穿 过 
分 核 值 时 , Шан Жс] ТН а, ВА ЕАН 
构 也 发 生变 化 ， 在 第 :市 中 ,将 讨论 定性 结构 是 如 何 改变 的 ,等 别 
是 ,极限 环 是 如 何 产生 及 消失 的 所 


52. 相 平 面 上 轨 线 性 状 的 一 般 理论 。 秘 限 轨 线 及 其 分 类 


L 半 罗 线 和 执 线 的 极限 点 .首先 引入 几 个 今后 要 用 到 的 简 
单 概 念 . 

令 r= pl: 一 #5 Tas Yo == (2), } 

y = PEE 05 Ye, у) = У) 

Ее. ОЕ, РАНЬЕРИ. sh So BJ — 5 
分 ,其 上 各 点 对 应 着 时 间 值 > x, MZA EERE, Ш Lt ай Li 
来 表示 ,其 中 M 表示 对 应 于 :一 А. НЕ, 轨 线 的 另 一 部 
分 ， 其 上 各 点 对 应 着 时 间 值 (< к, 称 之 为 负 半 轨 线 , 并 以 工 或 
Lu, KER, 

如 果 在 对 解 《6.37 ЖЕ XZ BT f aj z Z= и (К: z), АН 
点 МГ), yG) ] 均 位 于 平面 工 的 有 界 区 域内 , ВА, ХИ 
г +00 (ЯЙ д 22 D 一 00) 的 有 时间 值 ,这 个 解 此 有 定义 ,于 
是 ,在 此 情况 中 , 平 轨 线 Li, Gk Ри) 上 的 点 ， 对 应 着 所 有 了 时间 值 
t 22 бе 吉 。 如 果 对 解 有 定义 的 一 切 时 | 间 , G > + ИМ: = А), 
HA МЕС), УГ ЕЯ 4, РАША, Ш 
对 所 有 了 时间 六 一 oo < < 二 co, 均 有 定义 ， 


(6.3) 


Я О SARRE 
Е ВАЗ рон, АНК Е 
928. 

对 以 后 最 重要 的 两 个 袜 念 是 ， 半 轨 线 的 极限 点 和 极限 轨 线 . 
点 M* 称 之 为 正 半 雪线 L REED LO 的 要 限 点 ,如 果 对 任 
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Ф589 s> ОН ЕЕК T > x СЕ T < x), #E M * 
HJ = ВН, РАУ BIB : > T GE í< ТЯ L+ 
(EE РН au. 

从 上 述 半 轨 线 之 极限 点 的 定义 ?， 直 接 可 得 以 下 结论 : 如 果 
Е* пе 为 半 轴 线 LT 之 极限 点 M * 的 举 标 , 则 存在 着 时 间 z 的 无 限 
增加 序列 : 


hs ha "7 Ш "ts +°, 当 大 一 > +), 
使 得 ， 
Нах) = ET, Ну.) = n", (6.4) 
м — + н +5 


很 明显 ， 反 过 来 ， 如 果 在 在 闭 时 间 的 无 限 增 加 序列 和 ， 使 得 条 件 
(6.4), 那么 点 MC5*, зук) 就 是 半 轨 线 Lt 的 极限 点 ， 同 样 显 
然 , 如 果 半 轨 线 L+ РЕ ВЕ м, 所 决定 的 半 雪 线 L+ 的 报 
限 点 为 M*, 那 么 ,对 L+ 上 任 选 之 其 他 的 Mo 点 的 六 轨 线 L+ 的 极 
限 点 ,也 是 同一 M*A. 

点 M* 称 之 为 整 轨 线 工 的 根 限 点 ， 如 果 它 是 罗 线 工 上 取出 的 
正 半 轨 线 Lt 的 极限 点 ,或 者 是 轨 缓 上 上 取出 的 位 半 轨 线 L- 的 极 
艰 点 (在 前 一 情况 中 , 常 称 M* 为 轨 线 工 的 w 极 限 点 ， 在 后 一 情况 
中 称 为 4 极限 点 ). 

辆 线 工 之 极限 点 可 以 是 属于 轨 线 工本 上身 的 ， 志 可 以 是 不 属于 
它 的 点 ， 以 前 面 研 究 过 的 动力 学 系统 之 特殊 博 锅 里 的 半 轨 线 为 


1) 今后 我 将 不 卡 一 次 地 考 虐 眶 茶 给 定点 之 距离 小 于 基 一 给 定 e 的 所 有 点 :同样 地 ， 
给 定 的 可 以 不 是 点 而 是 四 线 , 半 轨 线 ,等 等 , ДН Е АК, НХ 
E SERS К © Аа Ред, 称 之 为 (为 简单 想见) 该 集合 的 8 
TR Во PRE RA в 邻 域 ,是 由 以 给 定点 为 中 心 , e 为 半径 所 作 之 加 的 所 有 
内 点 组 成 的 . 

2) 集合 论 中 也 采用 “极限 点 ?的 名 词 ， 在 集 台 论 中 ， 点 好 * 称 之 为 党 侣 天 的 极限 点 ， 
ARE M* ВУР, HAAAT M* 之 集合 外 的 点 。、 应 该 区 分 这 两 个 
不 同 至 念 。 例如， 平 寅 状态 是 它 本 身 的 极限 点 ( 按 本 书 中 的 定 久 》, ШАЛ 
BERKE, ЕЖА м. Иж. 这 时 整个 集合 外 是 由 唯一 的 一 -个 点 ( 平 
PRT НН НАУ, ВЛЕЗАЕТ ЕВ Е, 部 再 没有 性 仔 蜡 于 它 的 集合 下 
АТ. 

ГЖ RIAA АНЕ ОХ Fay BB ДУ, 
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例 ， 加 以 说 明 。 每 个 平衡 状态 是 它 本 身 的 唯一 棚 限 点 〔〈 是 中 极 睛 
点 ,也 是 5 极限 点 }。 显 然 、 闭 轨 线 上 的 所 有 点 都 是 它 的 nw 和 0 极 
限 点 ， 国 为 , 闭 训 线 工 所 对 应 的 运动 
tx, y = yie) 

是 周期 运动 (有 某 一 周期 To), 轨 钱 上 每 一 点 对 (59) 对 应 于 时 间 ғ 
В АЕ: 

8 = T, y т + Т, '**, ta == +T + (n ОТ tr 
以 及 

= r, == т То, e б, =T DT _ 

因此 ,根据 定义 ， 它 始 是 工 的 wm 极限 点 又 是 4 极限 点 (在 所 研究 的 
Amp, rO) = E, у) = у, ЗН И). 趋向 于 平衡 状 
态 之 轴线 ( 结 点 及 焦点 情况 中 的 ， 以 及 数 点 情况 中 的 ) 都 有 唯一 的 
极限 点 ， 它 就 是 平 奖 扰 态 本 身 ， 对 于 纺 绕 在 茶 极限 环 上 的 螺 线 形 
Яузе Lt (k L) 很 明显 ， 极 限 环 上 的 每 一 点 都 是 它 的 极限 
A. ПЕ if iB, 极限 点 不 是 属于 半 轨 妈 的 点 ， 

后 面 ,我 们 将 只 研究 正 半 雪线 5 正 象 前 面 已 讲 过 的 那样 ， 它 位 
于 平面 上 的 有 界 区 域 里 ), 因为 ,对 正 半 各 线 所 论 的 一 切 , 亚 然 对 负 
半 元 线 也 是 正确 的 (应 访 以 一 :代替 2). 

2. 关于 半 雪 线 之 极限 点 集合 的 第 一 基本 定理 . 现 证 明 以 下 
定理 ,利用 这 个 定理 ,可 以 引出 极限 轨 线 的 概念 . 

极限 雪线 定理 ， 如 果 M*(#*, DREH L+ 的 极限 点 , 屠 


我 们 总 是 可 以 假定 , 雪线 L* 不 是 平衡 状态 ,因为 当 мМ" 是 平 
衡 状 态 上 对 ,定理 论断 的 正确 性 是 显然 的 ， 假 定 МСЕ, по м" 
(£*, п") 之 就 线 工 < 上 上 的 异 于 M* Ба. В L* 对 应 着 无 限 
多 个 运动 , 这 些 泾 动 的 差异 内 是 起 始 时 间 不 同 ,所 以 很 显然 ， 不 管 
选取 那 一 个 运动 , 对 应 于 M* 及 М’ — ВИА * 之 差 信 总 是 相 
同 的 ;以 = 表示 这 个 时 间 的 差 值 ， 取 任 一 = > 0, 并 研究 M* 点 的 
Е К. 由 微分 方程 解 与 超 始 条 件 连续 租 关 定理 , 对 任 一 & > p, 
总 可 以 找到 一 和 > 0, ЕР: = т" Е ме о ННН 
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2, Ti = z* + т БВ M' 的 & 邻 域 的 某 一 点 . HH M* 是 工 ” 
的 极限 点 ,所 以 在 L? 上 存在 着 光 限 多 个 点 M.(=,, уа), 这 些 点 对 
应 于 无 限 增 加 的 时 间 值 о, 同 过 它们 者 位 于 点 M* 的 5 邻 域 之 内 . 
MBA E Lt 上 同样 地 存在 着 无 限 多 个 点 Мн» у»), 它们 也 对 应 
于 开眼 增加 的 村 间 值 吉 二 z, + т, НАТ М’ 的 8 邻 域 里 , 辣 
PF, W z 二 0。 总 可 以 使 得 从 充分 天 的 # 一 加 开始 ， 有 в, = 
ta T r 22 зо, РАЖ, РВ М.С, Yaa 2 пу) 必定 是 属于 半 轨 线 
LERA. (HE, s 可 以 取得 任意 小 ,所 网 М’ 是 半 轨 线 上 1 的 极限 
A. 又 因为 M 点 是 在 L* 上 任 取 的 ,所 以 L* 上 的 每 一 点 都 是 工 * 
的 极限 点 ， 于 是 定理 得 证 . 

轨 线 Lt 将 称 之 为 半 轨 线 Lt 的 极限 轨 线 ， 或 简称 极限 执 线 ， 
很 明显 , L* 的 所 有 点 ,或 是 区 域 @ 的 点 , 或 是 G 的 边界 的 点 ,也 就 
是 说 ,ZL* 位 于 平面 上 的 有 界 区 域 之 内 ， 如 果 轨 线 工 的 极限 点 是 它 


н è à + + 


闭 雪线 都 是 自 极限 的 ， 

在 证 明 关 于 极限 轨 钱 可 能 有 的 性 页 的 定理 《对 我 们 有 棚 六 意义 的 定理 ) 
AAD ADER HARARE RODETA I ARRA 
概念 。 KRAB — A ARACEAE ДЕН ТЕГ 
ABa. WEE, ПЕ: K PIE ASAT м. ВА, KA М, É 
Ак Е, 闭 集合 称 为 连通 和 的 ;如 果 它 不 能 表示 为 二 个 无 公共 点 
BEA NIA. 应 注意 到 ,加 果 我 们 有 二 个 闭 集合 УТУ НА, А, 
Кр НЕ JA, ull р ЕО, БИ ОН Еч д 
ВЕРЕ ИР, 

ФКН Lt 之 全 部 极限 点 的 集合 ， 下 汶 基 本 定 
BRAT HEANER, 


` + * Ó. y a h 


“证 明 集 合 天 是 团 的 (集合 E CEI), 即 要 证 明 集 合 外 的 每 
плат КЕ, БЕМА КЕЕ. ЯЗ, 根据 凝 点 
ХНУ, Е МАР КНУ, PHS 328 L+ КУЕ 
点 ,自然 地 其 中 也 必 有 半 轨 线 L* 本 高 的 点 , 这 些 点 对 应 着 任意 大 
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RIRE 2. ОЗЗЕЙНИНА, M 是 半 轨 线 Lt 的 极限 点 . 

为 了 证 明 集 合 关 是 连通 的 ， 用 反 证 法 , 亦 即 ,假设 它 是 非 连通 
的 ， 那 么 ， 由 于 它 吓 闭 的 ， 可 以 把 它 表 示 为 两 个 没有 公共 点 的 闭 
集合 K, 及 К, 的 和 ( 比 时 K, 和 K; НЮ). КН 
的 任 一 点 与 下 ;中 的 任 一 点 间 的 距离 中 的 景 小 省 必 不 等 于 零 ， 令 
po 表示 这 个 最 小 距离 ， 取 s < pe/ 3, 研 究 集合 К, ЖИ К, 的。 3858, 
它们 亦 是 没有 公共 点 的 ， 因 为 集合 KK; 和 ;的 点 都 是 半 轨 线 + 
НОРЫ к, ЯВ ДЛЕ e АВЕ, 必然 有 这 一 半 轨 线 L+ 的 无 限 
点 列 , 点 列 的 各 点 对 应 着 无 限 增 加 的 时 间 什 1。 但 是 由 于 半 轨 线 的 
连续 性 ,即使 在 集合 K, 和 K, бо е 邻 域 之 外 , BAEHR LT 的 点 
的 无 限 集 全 .此 集合 之 点 对 应 着 无 限 增加 的 时 间 值 上 因为 根据 恨 
55, е8 Lt 位 于 平面 上 的 有 界 区 域 里 , 这些 位 于 天 ,入 的 & 
邻 域 已 外 的 点 ,至 少 应 有 一 个 涂 点 М, NATA a wt zas — IN 
增加 的 时 间 值 ғ, 所 以 М, Ел 的 一 个 极限 点 。 但 是 点 
М ЕТК, ЖЕРАРА K, (AJAM REK É. 
K, 的 = 邻 域外 面 , 或 者 在 极端 的 情况 下 处 于 这 些 = 邻 域 的 边界 
E), 所 以 LY МР K 和 K, 之 点 的 极限 点 ， 这 是 各 人 慨 
设 条 件 相 矛盾 的 ， 这 样 , 定 牌 的 第 二 论断 得 证 ， 

定 丕 的 最 后 一 个 论断 一半 魏 线 LT 的 极限 点 集合 是 由 一 些 
准 轨 线 组 成 的 一 一 显然 可 由 上 一 定理 交接 得 到 , 

天 为 由 于 我 们 所 作 约 假设 ， 可 知 对 所 研究 的 系统 在 相 平 面 上 
性 一 契 界 区 域 里 ,平衡 状态 的 数 且 是 有 限 的 ,所 以 四 证 有 明 过 的 定理 ， 
ВАНО, HI EEEH L+ 上 没有 蜡 于 平衡 状态 的 极限 点 的 
Неее ТНТ Тан. 
_ APTA ДД К УВ BE 2, ЗА, ХНЕ 
ЗИЛ в>0, ЖНА > 了 的 点 , НУР 
£ K BJ = 邻 域 之 内 ,这 里 工 是 与 & AXE. 

我 们 记 对 祖 平面 上 的 轨 线 的 情况 ， 证 明了 第 一 基本 定理 ,但 
是 ,定理 对 其 他 相 男 (例如 , 环 面 ) 上 的 扯 轨 线 ,以 及 7 维 相 空间 (有 
в 个 一 阶 微分 方程 组 的 情况 ?的 雪线 ,也 都 是 正确 的 。 
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3. ВЕ НА ITRI НАПА 
能 是 极 版 雪线 ,但 是 在 证 明 第 二 定理 之 前 ,必须 先 讨论 几 个 与 所 请 
的 “无 切线 段 *" 有 关 的 辅助 定理 .在 相 平 面 上 取 某 一 个 蜡 寺 平衡 状 
态 的 点 Maltu ya). 18 Lo 是 通过 对 ,的 雪线 ， 遂 过 此 点 作 一 直 终 
ОЕ M, ARAH 1.807, PAR ,我 们 总 可 以 在 这 条 直线 
上 蕉 取 一 个 包含 点 M. КЕ, 这 个 线段 在 其 任 一 点 上 都 不 和 系 
统 (6.1) 之 轨 线 相 切 . 正 象 我 们 知道 的 ,这 个 线段 就 称 为 所 切线 民 . 

下 面 给 出 一 些 号 无 切线 段 有 关 的 辅助 定理 ， 这 些 定理 是 今后 
村 用 到 的 ;有 儿 个 定理 是 十 分 明显 的 ,所以 未 加 证 明 . 

L 直线 刀 将 整个 相 平 面 分 为 两 部 分 ， 并 且 我 们 能 区 分 直线 已 
HZ., ВЕЧЕРНЕЕ L. 上 给 定 了 运动 хр, у= уб00. 
ЗН. М. ЗАРЕ ti, 因为 在 М. ARDERE L. 相 切 ， 
那么 , 由 于 方程 式 46.1) 之 右 端 的 连续 性 ， 我 们 总 可 以 指 田 这 样 的 
=< b M z, > t, НЕА вор t ВЕБЕ z 所 对 应 
ВЕЛЕВ ВУ, ЕЛЕ НЯ р ЗА, ПИРЫ z, Зах 
ГНЕ S Bu ЗЕЕ. 

п. ATRAG DA Pa Е Е, W 4 НУНС EF +H 
ЗСК ЕВЕ , 随 着 时 间 z ЧУ ЛД, ЯН Аа 22 АЕ РЕ 
过 已 到 另 一 边 去 , 亦 就 是 说 .所 有 雪线 都 洛 着 同一 方向 穿 过 无 切线 
Ez. 

作为 特殊 情况 ， 俯 这 里 可 以 得 到 结论 : ОНИ БЕН 

相交 二 次 ,那么 , 它 只 可 能 如 图 290 那 柱 与 无 切线 有 女 相交 ， 而 不 
可 能 象 图 291 那样 。 

Ш. 不 管 我 们 到 的 从 > 0 是 多 必 小 ,永远 存在 着 点 М, 的 充分 
小 的 分 域 ,使 得 于 + = z, ЕЩЕ НОВ, Там 
TURBINE, т i 5 28 A, а | < A. 


. m w ù FÒ e p è = | a w E F F 


1) 在 下 面 几 全 定 环 中 АПН Е, MEATA E Lo ЯБА, atA E T REA R 
的 运动 , BAAC. DAAA РЫН RAR E eA EEL го ВАЕ. 
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TURE 


图 290 图 291 


MRED ES EE- рава. 

Но ШЕНА. БА LME НТ 
хч, HJ H Br НХ 3655 AMRAH +, Air F e K 8 L H 
fii ВЕ HERE (Bolzano-Weierstrass) 原理 , 从 对 应 于 这 些 交 
点 的 上 时间 值 + 的 泥 限 集合 中 ,我 们 可 以 选 出 一 个 收 敏 于 fT{ 当 nn 一 
co 时) 的 序列 n, 5,555, f" le = r = 8), ВНЕ, Л :, 
之 轨 线 上 的 点 Malans у), 趋向 于 对 应 于 + = r ВУ M (xo, ya), 
这 个 点 对 "当然 应 该 位 于 无 切 钱 民 上 上 ,因为 趋向 它 的 点 M, ЕВЕ 
位 于 这 个 线段 上 Е. 但 是 出 辅助 定理 !. 对 于 和 = 相当 接近 的 
t 值 ， 在 轨 级 工 上 不 可 能 再 有 重新 位 于 无 切线 段 上 的 点 ， 最 后 的 
论断 ,和 = 是 工 及 ?的 交点 所 对 应 之 上 值 的 极限 ， 是 相 矛 盾 的 , 亦 
Аа, РНЕ E: 有 和 + ARRI РАР Ы ZA 
点 的 值 z 存在 。 我 们 导 至 了 矛盾 ， 这 就 证 明了 交点 的 数目 是 有 限 
У. 


v. Tang Lo Е І 0 НЫ 它们 对 应 的 


о . 4 a e a n T a y >=> < 


+ a p ç" < w K `y > © è` > + ç e + p 


pa L SIB і еру z, EF ER 
Я: п а 5. R LA l ВЧ: O, 及 Ода, 
它们 对 度 着 相 邻 的 时 间 值 六 及 ts 将 证 明 , 在 线段 ОО 上 不 
会 再 有 L, 和! 的 交点 了 。 因 为 ,如果 在 线 眉 О.О. БЖ 

ЖА ВУЙ, BË Z 它 对 应 的 时 间 , 或 着 是 f< bey 或 者 是 t >= tp СН 
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0, еа B: 


м M 
292 

ХЕ n Зин 27081, ЗН z, 的 值 对 应 于 Lo 19 RAN НЕ 
= ka ВНЕ, ВВЕЛА Q IM O: O, 所 
РЕН Вен Е X TDS АЛЛЕН РР OM Окы 
TERE OOrun 组 成 的 4292)。 为 了 使 相 点 能 够 再 一 次 和 线段 
0.0.5. 相交 ， 它 应 该 能 穿 出 (或 进入 ) 这 条 闭 曲 强 . 但 这 是 不 可 能 
的 ,因为 相 点 茎 不 能 和 轴线 眉 OM Oin 相交 ( 相 平 面 上 的 轨 线 不 
能 相交 )， 亦 不 可 能 与 线段 Око 相交 , 否则 它 穿 过 线 眉 О.О 
的 方向 就 要 与 原来 的 方向 相 道 ,而 榨 辅助 定 理 ,这 是 不 可 能 的 . 
由 此 可 以 肯定 ,在 线段 Оба 上 ,对 :> ны, 不 可 能 再 有 交点 . 
同样 的 办 法 ,可 证 归 , 在 线 妇 О.О, 上 ,也 不 会 有 对 应 于 :之 如 值 
的 和 La ВЗ. 


* à K s w СИЕ a a =* r 


和 


L, RENAR і “S Awa 点 ， А о, н Ока 表示 两 个 相 
ЗУ n. 它们 对 应 于 时 间 值 上 一 tk K. EE абаа > и), TÆ 
ERE: Окон 上 再 没有 1, 51 ЗЕ. 很 明显 ,在 轨 线 Г, 上 ,有 对 
应 于 ?之 二 的 点 ,它们 位 于 闭 曲线 ОМО, O, 的 外 部 (或 内 部 )， 

而 这 条 闭 曲 线 是 由 轨 线 [的 一 段 ОКМ Orn 和 线段 904Qxn 组 成 
的 ;同样 也 有 对 应 于 时 间 值 :> ttn 的 点 ,它们 位 于 上 述 闭 曲线 的 
内 部 (或 外 部 儿 图 292). 因为 轨 线 L, 是 闭 的 ， 所 以 当 相 点 党 弧 
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OM О 运动 并 进入 OAM O, O, (或 保持 在 其 外 面 ) 时 ,应 该 再 从 
里 面 出 来 (或 再 进入 )， 才 能 沿 一 个 闭 轨 线 Lo 外 部 (或 内 部 ) 线 行 . 
但 这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 为 所 有 轨 线 穿 巷 mO 的 方向 是 相同 
的 ,而 相 点 也 不 可 能 和 轨 线 的 弧 OM Qen 相交 。 我 们 导出 的 矛盾 
证 明了 : 闭 轨 线 L SERR i 的 所 有 交点 必定 恒 合成 一 个 点 . 

УП. 研究 一 非 闭 正 半 雪线 LI?+。 其 极限 轨 线 为 L* (不 是 平衡 
RS). PEA L* 上 之 基点 М.Е а 那么 ， 在 


ев 


£), ma Me 这 个 定理 是 第 一 нЕ ШГ 
的 推论 . 

УП. Ф x = (0), y = yG) 为 沿 轨 线 工 的 运动 , 它 不 是 平衡 
状态 ПН Е MG 点 对 应 于 于 间 值 上 一 и, M AATE 
r= n, $ RRA M ИЖЕ. TE КА 和 Ats > 0, 
A > 0) 取得 多 小 ,总 可 以 指出 一 5 = 8(e, А), 使 得 于 г о Ни 
JF Мо 的 距离 小 于 5 的 相 点 ， 在 茶 一 -MERER fa =i < A 的 
时 天 £= f y ZISE DRR 1 相交 ， PLEN = 1 9) z = s 的 


司 和 


р hF г. 

ANER Ра ола 都 成 立 ) 是 微分 方程 解 对 初始 
Е ЫНАА М Ен П 的 推论 . 

4. на 第 二 基本 定 #. Е 


кит ея 


ВИН, 

令 L* 表示 半 吉 线 L+ 的 、 ЧЕЧ НН. НЫЕ 
Е ЖЕНЫ ECEE, ВЕРУ Lt RAER м 
RIRH, ЕЙ 

在 轨 线 工 ” 上 任 取 一 点 已 ОРЕСТ 1. АРА 
半 轨 线 L? 的 极限 由, 那么 在 工 上 ,将 有 属于 ПАВ НЕ 
时 间 г У ИИ ВЕ НЕЗ СВ EE УП). 

了 到 三 个 依次 与 1 相交 的 БИ: Po Po РГ 
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ВЕ LT 本 身 又 是 半 轨 线 Lt 的 极限 罗 线 ， 所 以 点 已 自然 亦 是 半 
轨 线 Lt 的 极限 点 于 是 ， 叉 一 次 由 于 辅助 定理 УИ, RETRE 
PP 上 或 者 在 线段 P.P. 上， 将 有 趋向 于 P. RJ F I Li 的 点 
列 。 可 以 证 明 这 是 不 可 能 的 , ХЕ ГГ 只 能 和 线段 РР, М. 
РР, 的 每 一 个 租 交 一 次 . 

Зр, ФОЛЛ Lt 和 线段 PP 的 一 个 交点 。 在 时 
т НЫТОВЯНА, М: > + НАНА PM PP, Вт 
围 成 的 区 域 , 或 者 从 里 画 趟 出 来 , MARR РМРР, 是 由 半 轨 线 
L+ ДВ PMP 和 无 切线 名 PP, 组 成 的 ， 例 如 ,假定 相 点 当 >+ 
时 进入 上 述 区 域 ,那么 它 就 不 会 再 从 其 中 出 来 ,因为 它 不 能 经 过 骂 
PM P, ЗЕВС ВЕЯНИЯ, РАВЕД 29 Ek Р.Р, 突出 (所 有 轩 线 只 
能 按 同 一 的 方向 和 无 切线 段 Р.Р, НЗ). A E z:>> x FF, 3855 
已 经 不 可 能 再 与 线段 P.P, 相交 

PTRA > r ДИН PM РР, 所 图 区 坡 穿 出 来 的 情 
部 , 亦 可 以 进行 完全 同样 的 讨论 ; 很 明显 ， 类 收 的 讨论 对 线段 Р.Р, 
ЖЕЛЕ АЈ, ВЕ, Е LT Е ГП 
定 , 就 引出 了 了 矛 请 ,于 是 定理 得 证 

作为 特殊 情况 ， 下 此 定理 可 以 推出 : 非 闭 轨 线 不 可 能 是 自 极 
限 的 , 因为， 否则 的 话 ,一 方面 将 有 一 非 平衡 状态 的 极限 轨 线 一 一 
它 本 身 , 另 一 方面 它 自己 也 成 了 一 个 极限 轨 线 ， 

这 个 定理 反映 了 平面 上 租 轨 线 的 特点 ， 对 于 其 他 相 空 间 的 轨 
线 来 说 ,可 能 是 不 正确 的 ， 例 如 ,对 于 环 面 上 的 轨 线 ， 定 理 就 不 成 
立 , 此 外 ,对 于 三 个 方程 之 系统 《类似 于 系统 (5.1)) 的 情况 , 当 相 空 
间 古 三 维 欧 几 有 里 得 空间 时 , 亦 是 如 此 . 

从 第 二 基本 定理 可 以 得 到 结论 ,除了 下 述 三 种 以 外 ,不 可 能 再 
有 共 他 类 型 的 极限 轨 线 ,这 三 种 类 列 的 极限 斩 线 是 :- 1 平衡 状态 ， 
ЛЯ ЗЗР НК ХАНЬ В 00 ЕВ, 
НЕ, КЕРНИ Ааа Ея Зр 
极限 点 了 . РГ Е, И ЛЕВЕ, ЕВЕ 
ЧЕРНЫЕ, RIR RNI ЖЗИ ЯЕ 27, 可 以 构成 半 轨 线 
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的 一 切 极限 点 的 集合 ， 
定理 TIT. ДУРА І? БИЛ Lo ВД, L, 是 Lt 


ажаа, ЖАНН, ЗЕЕ АЯ ЕН СА 
极限 点 ， 并 且 显 然 ， 它 不 可 能 得 有 任何 其 他 极限 点 ， 在 这 种 情况 
中 ,定理 是 自明 的 . 

现在 假定 L+ 不 是 闭 的 ， 首 先 证 明 , 我 们 不 管 把 е > 0 取得 
多 么 小 ,从 某 一 个 时 间 信 :一 a C5 е AR, FPL L+ 的 所 有 
ДЕ РЕН Ls 的 s 邻 域 的 内 部 、 У Lt 对 应 着 运 
动 x = z(z), y = у(г), ПЬЕ L, УМНЕЕ х= (р), у = 了 (加. 
因为 是 闭 的 ,所 以 Со) № у) В АК, ВЕТЕР 
á Q Lo 之 运动 的 局 期 ), 使 得 

ОА) = 20), 30 + В) == УР. 

НЕЕ L, HERA 了 ,和 它 对 应 的 时 闻 值 为 1 二 rz。 这 一 点 
述 对 应 着 值 т НА, r 十 27,"""， 提 醒 一 下 , 由 于 方程 式 组 (#5.1》 
的 自治 性 ,我 们 总 是 可 以 这 和 样 选择 沿 Lo 的 运动 ， 使 得 对 应 于 PP 点 
的 Ff 的 数值 ,等 于 任意 选 社 的 数 . . 

НР МЕС ВЕ, 使 它 完 全 位 于 所 研究 的 e RZA 
Се ЕЕ). НЕС УН, 在 老 切 线段 上 ， 存在 着 属于 
半 轨 线 LY RERA Po Р, ctt Pa tt BOATA РС Р 
ÆFA LT 的 极限 点 }， 辣 时 ， 点 P, Ра, :在 线段 上 的 位 置 
的 次 序 ,对 应 着 时 间 值 * 的 增加 的 顺序 : 


fis 225 `" "ios ee Ch — 90 当 п — co), 


根据 辅助 定理 УШ, ВД < (A > 0), ПАР 


作 半 和 经 5 一 ale, A) 的 充分 小 的 圆 , 使 得 当 г = т 时 通过 贺 内 任 
一 点 的 般 线 ,在 时 间 从 + т 到 +: 一 T 之 内 ,不 越 出 La В ё 3538, 
而 当 上 一 了 SRE Г НАХ, 188, 了 与 了 十 上 的 差 可 以 任意 小 
T — (z + Al < A). 

Еж ó ZAA ERBI ERELT: = n. ZAP #E 
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本 情况 中 将 令 r= a. ВА, HEIE, 7' 值 将 等 于 a, 同时 由 
РАНА < £), и, ЖЖ и, > n), 


对 应 于 由 гь, 到 x, НИВУ ЕЕ Lt У, S€ Ф Rr =F 
Го = 邻 域 之 内 ， 显 然 ,点 P. (对 应 于 n) ЕН 1 ЕР 
点 P. 为 近 , 因而 它 位 于 P 点 的 ә ВЯ. DRR Р, 的 讨论 对 
点 P. 同 冬 适用 ,也 就 是 说 , 存在 着 对 应 于 时 间 值 + = а, 的 
点 ,s 它 亦 位 于 无 切线 段 1 之 上 ， 同 时 对 应 于 #%, 及 站 间 之 时 间 
T е ВВ Lt 的 那 一 部 分 , 亦 完全 位 于 轨 线 L. 的。 邻 域 之 内 . 

继续 地 这 样 讨论 十 去。 可 看 出 , 所 有 对 应 于 大 于 +, 的 时 疗 值 
z 的 半 轨 线 L+ 的 部 分 ,都 位 于 La = BRZA. 

现在 证 明 闭 轨 线 L, 包含 着 半 轨 线 Lt 的 一 切 极限 点 , 采用 反 
证 法 来 进行 。 假设 半 轨 线 Lt 有 一 极限 点 不 在 闭 轨 线 之 上 ， 因 
而 它 离开 L, 有 基 一 虑 离 4 > 0， 在 点 9 的 任意 小 的 邻 域 里 , 应 该 
有 对 应 着 任意 大 时 间 什 z 的 尘 轨 线 工 + 的 点 ， 

但 是 ,从 另 一 方面 ,由 于 以 上 证 明 可 知 ,不 管 s > 0 我 们 取得 
多 小 ,总 可 以 找到 一 个 :一 mo 使 得 所 有 对 应 于 + > то ЕВИ L* 
的 点 ,都 将 位 于 锁 线 Po 的 e 邻 域 之 内 . 

我 们 总 是 可 以 取 8 ЛУ 272, ABU ОВ Le АЧ e 邻 域 
以 外 ,因而 , RARE L'A, BSAA ERM 
时 间 值 * 任意 地 大 ， 这 样 我 们 导 至 了 矛盾 ,因而 定理 得 证 . 

定理 IV. РЕ FARE А, ЕЯ, 


Ó. > ù v è ù т . 


ЕН, 2 Tm. 3238 fit 所得 的 结论 , L+ KRIY 
线 可 能 是 闭 轨 线 (那么 根据 定理 1I， 它 必 是 Lt 的 唯一 的 极限 轨 
线 ), 或 者 是 趋向 于 平衡 状 态 的 非 闭 要 线 ， 但 忠 很 明显 ， 第 二 种 情 
况 是 不 可 能 的 ， 因 为 L 之 极限 雪线 所 趋 近 的 平衡 状态 自然 也 将 
同样 是 L+ 的 航 限 点 ,这 就 和 假设 予 盾 ， 这 样 ,定理 得 证 . 

本 定理 的 排 论 ,是 下 述 很 常用 到 的 一 个 定理 . 

定理 V. 令 G 表 未 闭 双 连 通 区 域 (环形 区 域 ), 它 不 包含 平衡 状 


ù e a w a q 4 e ù + e `> EF è Tu b 
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态 ， 33 Я t R, 没有 轨 线 从 中 跑 出 ， 那 么 ,区 域 


a a a à w + 


AER A) НОЕ ARIE GSIN, Е É 
的 级 限 点 集合 , 全 部 位 于 这 个 区 域 之 内 ,所 以 它 也 就 不 包含 平衡 状 
28. 那么 ,由 定理 IV 这 个 航 限 点 集合 是 一 个 闭 轨 线 (极限 环 ). 

这 样 ， 在 区 域 S 中 至 少 有 一 个 极限 环 ， НЕНИЯ ГР 
一 个 的 极限 环 ， 如 果 根 设 这 些 航 限 环 中 ,没有 “ 半 稳 定 的 ” 半 稳 定 
极限 环 只 能 出 现在 “ 非 粕 ”系统 中 , 参看 本 章 $ 4), 那么 很 明显 ,在 
上 增加 时 所 有 雪线 都 进 信 区域 @ 的 情况 中 ， 至 少 有 一 个 稳定 极限 
环 ,市 在 + 增加 时 所 有 轨 线 都 走出 区 域 @G 的 情况 中 , 至少 有 一 个 不 
稳定 极限 环 . 

当 区 域 & 中 有 半 稳 定 极限 环 时 ,为 了 证 明定 理 是 正确 的 ,需要 
较 复 条 的 讨论 ,这 里 从 略 。 但 是 在 任何 情况 中 ,只 亦 存 在 着 二 个 无 
切 环 围 成 的 区 域 , 且 当 * 增加 对 《或 减少 时 ), 所 有 所 鳗 都 进 人 其 内 ' 
部 ,我 们 都 将 应 用 这 个 定理 7. 

5, 六 轨 线 及 其 极限 点 集合 的 可 能 类 型 . 对 于 完全 位 于 平面 
上 之 有 办 区 域内 的 尘 轨 线 的 极限 点 集合 ,根据 已 证 明 的 定理 ,就 可 
以 确定 其 性 质 。 此 集合 可 以 是 以 下 类 型 之 一 : 1. 一 个 平衡 状态 ， 
П. ня. II 一些 平衡 状态 和 一 些 当 1 一 十 co 时 以 及 
:一 一 co 时 询 趋 司 这 些 平衡 状态 之 遍 钱 所 组 成 的 集合 . 

不 难看 出 ,第 ПТ 种 类 型 乙 极 限 点 集 仓 里 的 平衡 状态 ， 不 可 能 
是 焦 扣 或 结 点 ， 因 为 任 一 般 线 ， 只 要 它 一 进 人 这 种 平衡 状态 的 充 
分 小 邻 域 之 内 ,就 会 趋向 平衡 状态 而 不 可 能 有 性 何其 他 极限 点 了 ， 
因而 ,属于 第 TII 种 极限 点 集合 中 的 平衡 状态 ， 当 它 是 简单 平衡 状 
态 时 ,一 定 是 鞍点 ,而 集合 中 的 异 于 平衡 状态 的 轨 线 一 定 是 鞍点 的 
分 界线 ， 知道 了 极限 点 集合 的 可 能 类 型 后 ,我 们 就 可 以 立刻 指出 ， 


D 对 动力 党 系统 的 右 庙 作 一 些 更 一 般 的 盆 设 条 性 。 这 个 定理 也 是 正确 的 ,例如 ,对 
第 八 及 下 章 中 的 分 艇 钱 柱 系统 的 特殊 情况 ， 本 定理 出 正确 。 在 这 一 情况 里 ,内 
锣 将 证 明 的 过 程 作 一 些 刘 显 的 改变 就 可 局 了 ,这 里 也 从 团 ,但 是 在 那 两 章 里 , 我 
们 将 应 用 这 个 定理 ， 
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НЕ НИНА Рас ДНЕ. (89900, RTRA TERRA 
可 能 类 型 : DERRE; МР, ЗНАЯ, 
R DER TARA ER; 5 趋向 于 第 Ш 类 极限 点 集合 的 半 
HER”. 

ЕЖЕ, В T АНК, E Raka TEAN ii BF 
究 过 的 例子 中 直到 过 。 最 后 一 种 半 轨 线 的 最 简单 例子 ， 如 图 293 
所 示 , 其 中 半 轨 线 LT 趋向 的 极限 集合 , h A Wk A h 2; C a las 
点 的 分 界线 组 成 的 ， 较 复杂 的 情况 如 图 294 所 示 , Е sh А? 
《外 而 的 一 条 2 所 粮 向 的 概 限 集合 包含 ; 两 个 平衡 状态 和 四 条 分 界 
线 ， 这 四 条 分 看 线 当 :一 二 oo 及 :一 一 00 ААХ 
状态 . 


图 253 图 294 


$3. 相 平面 的 轨 线 划分 的 定性 图 . FH 


L 拓 并 不 变性 及 轨 线 划分 的 拓扑 结构 。。 进一步 讨论 动力 学 
系 先 之 定性 研究 的 基本 问题 -一 一 相 平面 的 雪线 划分 的 定性 图 的 奸 
立 ， 队 前 章 所 举 特殊 例子 的 研究 ,提供 我 们 这 样 一 个 想 渗 , 为 了 知 
道 定性 图 ,并 不 需要 知道 所 有 轨 线 在 平面 上 的 性 状 , 只 要 知道 某 毕 
奇 轨 线 就 够 了 ， 在 研究 过 的 例子 中 ,这 种 奇 轨 线 只 有 有 限 几 条 ,并 


1) 应 拱 出 ,如 洒 系 统 的 相 面 不 是 平面 时 ,上 述 轨 线 的 所 有 可 能 类 型 并 本 完全 ， 
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НЕН АТАУ РОК, 6048451 8 УЗНАВ 
ЯНУ. ГНАУ: 平衡 状态 ,极限 环 , 蓉 及 执 近 
于 稻 点 的 所 鳅 一 一 艇 点 的 分 界 级， 如 果 知 道 了 这 些 桨 轨 线 的 祖 互 
位 置 分 布 , 此 外 还 知道 了 那些 平衡 状态 和 极限 环 是 稳定 的 ,那些 是 
不 稳定 的 ， 那 么 我 们 就 得 到 了 整个 轴线 的 定性 图 得 ， 自 然 弄 会 产 
竺 这 样 的 问题 : 是 否 总 是 存在 着 有 银 个 这 样 的 奇 雪线 ， 知 道 它们 
之 后 ,我 们 就 能 够 建立 起 扫 线 的 定 性 图 象 ? 在 一 般 情况 中 ,如 何 表 
征 这 些 奇 轨 线 ,在 上 机 的 例子 由 所 网 到 的 奇 贺 线 ,是 否 已 完全 包括 
了 这 种 加 线 的 所 有 可 能 类 型 ? ЖА ЗС НЯ огт, 

但 是 ;首先 应 该 给 一 些 常 用 到 的 概念 蕊 严格 的 由 六。 例如 相 轨 论 的 定性 
图 象 和 给 定 动力 学 系统 的 定性 研究 等 。 为 此 我 们 必须 先 重 复 一 下 折 孙 映射 
(或 变换 ) 的 概念 .大 家 知道 ,平面 对 其 和 由 上身 ( 识 一 平面 对 玉 一 平面 ) 的 租 互 单 
第 及 相互 连续 的 驶 射 称 之 为 拓扑 睦 射 ， 即 这 样 的 胺 射 ， 它 使 每 一 点 Ma, y) 
对 应 于 同一 平面 { 或 男 一 平面 ) 的 一 个 下 仅 一 个 点 WCx ,y')*, АЛЯ 
В Ма) 2 0,0. эз) 对 应 于 两 个 不 同 的 战 Miri yr) 和 Mirr у), 
紫外 性 两 个 竟 分 相近 的 点 M, 及 M,, 对 应 于 两 个 充分 相近 的 点 M Мм, Ш 
HIT E Л А}, ВАНО, ВЕНУ. НБ ЕВЕ, ЕАН 
НАВС ЕТЕТ FER ЗФ 84, ЗЕД ЛИК ЕВЕ 

ж = plr, y), y = ф(х, y) 
来 给 定 :, 从 此 二 式 可 以 单 值 地 解 出 > B y; 
x = p (Y, >), y= (z. y), 

其 中 p. K &, ЛЕНИ. ША, 平面 上 的 和 曲线 , ЕН ВАУ 
形状 ;在 拓扑 映射 下 ,可 能 变化 很 大 ， НН, БОЕ J E pb tE НИНА 
变 ， 人 葬 如 ， 在 平面 上 给 定 一 条 闭 曲 线 ( 例 如 ,了 图 )， 册 经 过 任 一 平面 对 其 自身 
的 拓 斤 肌 射 所 得 到 的 昌 线 :必定 人 然 是 闭 的 ， 虽 然 其 形状 可 以 和 原 了 曲线 有 十 
分 太 的 差异 С ВНЕ ХЕРНЯ), НЕ ВЕНЕВ 
НУ ESE НН ВЕ, И.Е, {Е ЖА 
MWE СВЕН БС ХИН). ТЕР 


* RPR, VERE, 

D ARHAR, ВАД АРА TAIA ТАУ МАН. 证 起 平面 是 由 橡 
BIERE, ЕН РИ ВЕ, JEI, ERRET f Py iha ВЕНН, ARE 
HEHE. TAR, EA Нар NA ВВЕ ЕЕ А) — а E 
На R ERIE EE RHS АЕ, 
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均 保 持 不 谈 的 性 质 , 称 之 日 拓扑 不 变性 质 或 拓扑 特性。 

更 和 假定 给 出 了 动力 学 系统 《6.1?。 它 决定 善 其 轨 线 族 ,或 用 另 
一 术语 ， 相 平面 的 某 一 轨 线 划分 ， 将 研究 平面 对 其 自身 的 所 有 可 
PERTEN, 并 且 观 察 此 时 系统 C6.1) 决 定 的 轴线 划分 将 如 何 地 
变化 ， 显 然 , 轨 线 的 形状 将 发 生 很 天 的 变化 ,但 是 北 划分 的 基 蔚 特 
点 将 保持 不 变 ， 或 着 说 是 拓扑 不 变 的 ， 例 如 ， 闭 轨 线 和 平衡 状态 
等 的 数目 以 及 相对 位 置 是 不 变 的 ; ЗН ВЕСЕ 
点 , 则 经 过 任 一 拓 打 耿 射 ,其 性 质 仍 不 改变 . 

从 另 一 方面 ,不 难看 出 ,焦点 和 结 点 拓扑 全 同 , 亦 呆 , 总 可 以 找 
到 这 样 的 平面 对 自身 的 拓 扩 变 换 , 使 得 结 点 变 成 能 点 , 反之 亦 然 ， 
几何 上 这 一 事实 是 完全 祖 楚 的 . 

现在 可 以 进而 给 出 入 轨 线 定性 图 象 和 雪线 划分 之 拓扑 结 
mai an, 二 个 形 如 (6.1 ое 


证 


а С 


Стана хаа Ы, 此 二 结构 全 同性 
的 定义 亦 是 雪线 划分 之 拓扑 结构 本 身 的 一 个 间接 定义 ， 可 以 说 ， 
ны Ня 


а, ВЕНЫ РЕВ 

如 果 建 立 了 动力 学 系统 之 轨 线 划分 的 拓 补 结构 ,我 们 说 ,对 此 
系统 已 进行 了 完全 的 定性 研究 。 正 象 前 已 指出 过 的 ， 根 握 研究 过 
的 特殊 例子 ,可 以 设想 ,为 了 建立 轨 线 划分 的 拓 补 结构， 不 需要 知 
道 所 有 轨 线 的 性 状 ,而 只 要 知道 某 些 奇 雪线 就 够 了 . 

2. УЕ Еве. ”现在 来 研 
究 奇 轨 线 与 非 奇 轨 线 ,在 指出 明显 几何 事实 同时 ,将 给 出 严格 的 数 
学 论述 。 同 时 ,在 今后 的 所 有 讨论 中 ,都 将 假定 ， 我 们 是 在 平面 的 
有 四 区域 C 内 研究 系统 (6.1) 的 。 将 研究 完全 位 于 C 内 之 轨 线 工 +. 


* 应 为 “位 于 6 中 的 委 线 工 的 部 分 ” 
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PHE, 


从 雪线 工 上 取出 任 一 正 半 轨 线 上午 , PLUR M ВИ, 并 研究 其 
в а. БУ, Гы 的 5 邻 域 ,必定 包含 着 此 半 轨 线 
的 极限 集合 的 s 邻 域 *. 

Riwi] ЕЕ La TORREN, 如 果 对 任 给 的 e>0, 0, 8] 


к о ос 


жн н а ә 


e» FÒ b n е 


н 57а . == ú a 


w о a a n a 4 à a a a y M h h A g 


ABRY), MENAR L ИЖЕ, 那么 ， 
从 此 轨 线 世上 任 取 的 另 一 正 半 轨 钱 亦 将 是 轨道 稳定 的 ， 亦 好 轨 线 
LEY 1 一 十 co 时 轨道 稳定 的 2， 

不 是 当 :一 ce НИЕ НОЕ, ЖЖ 
1» + ОНЕУ, ВОН o ОН ЕЈ. Ш, ПВ 
工 是 当 :一 十 oo ЕЖЕ, ВМА ЕЯ, Ма 
指出 这 样 的 s, > 0, 使 得 对 地 任意 小 的 5 > 0, 可 找到 雪线 和, 它 
F= n ARM Z ә 邻 域内 的 一 点 , 并 且 在 某 一 时 刻 z > ь, 必 
EAH HLR LE*** 的 e, 邻 域 。 应 注意 ,轨道 不 稳定 之 轨 线 的 存 
在 ,和 解 与 初始 条 件 连 续 相 关 定 理 毫 无 秘 慎 ， 因 为 在 此 定理 中 , 仅 
WE :的 有 限 同 隔 . 

所 有 上 述 对 正 半 轨 线 所 讲 的 , 作 一 些 明 显 的 改变 ,就 可 这 对 负 
半 鸭 线 作 同样 的 讨论 ， 于 是 , 我 们 又 有 当 上 一 一 o 时 轨 省 稳定 或 
“轨道 稳定 的 雪线 ,以 及 当 :一 一 co 时 轨道 不 稳定 起 о SAB ASA 
定 的 雪 钱 . 不仅 当 гә 十 oo 时 轨道 稳定 ， 且 当 ;— — oo 时 亦 轨 
道 稳定 的 轨 钱 工 。 我 们 称 之 为 轨道 稳定 的 或 非 奇 的 雪线 ， 任 一 不 
是 轨道 稳定 的 雪线 , 称 之 为 执 道 不 稳定 的 或 奇 轨 线 ， 这 样 , 奇 轨 钱 


"ФЕН, ИИ о ВВ), Те 不 一 定 相等 一 一 详 者 注 。 

~ 原 书 为 上 由 一 一 译 者 注 ， 
1) 这 个 几何 上 完全 显然 的 事实 的 严 梧 数学 证 明 并 不 是 没有 意义 的 。 
= МИХ 5 一 一 - 译 者 注 ， 


+ 397 + 


必然 至 少 一 “ 面 "是 轨道 不 稳定 的 , 亦 就 是 说 , 它 可 能 是 当 一 -十 co 
时 轨道 不 稳定 的 ,或 者 当 :一 一 co 时 轨道 不 稳定 的 ， 或 者 同时 是 
г» + 1 :一 一 co 时 球道 不 稳定 的 . 

此 时 应 提醒 往 意 (参看 第 二 章 $ 7 的 例子 ), 当 :一 + 时 轨 
道 稳定 的 轨 线 , 可 以 不 是 当 —= оо 时 按 列 普 诺 夫 稳定 的 ， 

这 样 引 和 人 的 半 轨 线 与 雪线 之 轨道 稳定 性 及 不 稳定 性 的 概念 ， 
并 不 表征 半 轨 线 或 雪线 本 身 的 性 状 ， 而 表征 着 它们 和 对 于 邻近 的 
半 轨 线 或 执 线 的 性 状 ， 以 从 前 研究 过 的 系统 中 过 到 的 轨 线 为 例 ， 
对 这 些 概念 如 以 解释 ， 显 然 ， 胃 近 于 优点 型 及 结 点 型 平衡 状态 的 
任何 半 轨 线 是 轨道 稳定 的 ?， 所 有 趋 近 于 极限 环 的 乎 轨 线 亦 是 轨 
道 稳定 的 、 直道 稳定 的 , 即 非 奇 的 轨 线 显然 还 有 : 当 — 十 co № 
1 一 一 oo 时 都 趋 近 于 结 具 或 焦点 的 轨 线 ， 当 上 一 十 oo 人 一 一 o) 
时 趋向 结 点 而 当 :一 —eo (z — 十 co) 时 趋向 极限 环 的 轴线 ,以 及 
当 1 一 十 % 及 :一 一 o 时 痢 赵 近 于 极限 环 的 所 线 ( 所 有 这 些 轨 
线 都 是 当 :一 十 co 时 和 当 :一 一 co 时 轨道 稳定 的 )， 

上 这 些 例 子 不 难看 出 , 当 轨 线 是 非 奇 的 (轨道 稳定 的 ) 了 时候 ,所 
有 和 和 它 邻 近 的 轨 线 的 走向 ， 都 和 它 十 分 相 象 ， 但 对 于 前 面 已 娄 人 
“ 奇 " 轨 线 的 那些 轨 线 ， 这 种 情况 就 完全 不 存在 了 ， 先 讨论 平衡 状 
态 ， 结 点 及 焦点 或 是 当 1 一 十 co ЛЕЩ: > 一 co 时 就 道 稳定 的 ， 
但 永远 不 可 能 是 当 i 一 Tc 及 ; — — o 时 都 轨道 稳定 ;鞍点 是 当 


D BELAL- PRE AT, MERDA EATE, 利用 这 些 讨 论 
Bb D EX — ER, РЕЛЕ, 在 平 街 状 态 口 是 焦点 或 结 点 的 依 
训 中 ,存在 着 无 切 栅 圆 族 , 层 层 提 车 内 向 点 口 收 策 ， 对 任 一 es0, 剖 可 以 指 出 ~- 
ЕН С, зе Р ОЙ е RRS, BEBA OA EN 6 6 
АЕ ВЯ HRA O № e R, ВТШ C, ANA, JATE- Bi O 
АСР e 邻 域 。 < Li Dp. AARE ЧОН А R, Е ИНЬ 它 到 
АНИ Co 进 人 并 再 亿 不 会 出 米 ， 担 是 由 于 微分 浪 程 的 解 和 初始 条 件 的 连 
续 相 关 性 ,总 可 以 推出 对 点 的 这 样 的 5 邻 域 ， 使 得 当 + го НОЕ 6 
点 的 所 有 雪线 , 经 过 有 限时 间 阿 隔 到 达 无 切 精 图 Co AEAU ав В Я, 
агре Фй Саня, Lh ВАНЯ C, ПТВ ЕВЕ а 580); 这 
ESTU A МЯ Ce Fi, АЛЛА Е, BARRERA A LA BJ e 38 
ЖЖ. RAH EREHE- #220 MEER, TE, МЯЧА 
RGE МАТ, 
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i — +00 及 1 一 一 0 ЖЫНЫН). ВЕК ЛАВЫ, st 
其 轨道 稳定 性 而 癌 , RIS sa 2 aE JRR, ВИА А24 г + < 
或 只 是 妆 :一 —со HAAREN, РЕ АНУС АХ 
界线 ) 是 轨道 不 稳定 的 。 因 为 如 果 L# Away РЖИ, 则 
永远 可 以 指出 这 样 的 e > 0 使 得 对 任意 了 > 0, AT Ly ЖА, 
通过 点 对 的 6 Ф Z sana hak, 当 上 ВОДИТ, АЕ Л Lu 的 = 邻 
жщ, 

3. рал аЗ РА 5 ВУЗЕ. ЕЯ РЕР 
БЕЛАЗ Е ВЕНУ JL АЕ ЖЧ ЖЗ, 

ха L Сач kas 当 TEAT -FT 它 本 身 之 轨 线 的 极限 轨 线 


和 


TE и ЕЕ 的 雪线 ， 0р 是 某 一 个 异 于 它 本 身 的 轨 线 
工 的 极限 轨 线 (为 了 肯定 起 见 ,假设 当 :一 十 co 时 工 趋向 于 工 *)， 
WR LY 是 平衡 状态 ,那么 , 在 工 上 一 定 可 以 找到 点 好 ， 它 到 平衡 
状态 的 距离 4 不 等 于 零 。 和 如果 上 * 不 是 平衡 状态 ， 则 在 工 上 亦 一 
定 可 以 找到 一 些 点 (其 中 的 一 个 以 对 表示 之 ), 它们 到 扫 线 L * LB 
点 之 距离 不 等 于 零 . 

事实 上 , HATHA Т" 的 极限 轨 线 的 情况 中 , 这 种 点 才 
有 可 能 不 存在 ， 但 这 种 情况 是 未 可 能 的 ， 因 为 工 有 异 于 平 笑 状 态 
的 极限 点 一 一 L* 上 的 点 , 而 由 第 二 基本 定理 , 可 知 工 不 可 能 是 任 
一 轴线 的 极限 雪线 ,特别 地 不 会 是 L* 的 极限 轴线 ， 现 在 取 e <a, 
НЕА, АМТ L* 的 во В. (H L* 是 工 的 极限 轨 线 , 所 
以 对 任意 ó > 0, ХЕ Б" 的 住 一 点 的 5 ВНЕ Г.В, 
这 些 点 (对 于 在 上 上 某 一 选 定之 运动 ) 对 应 着 任意 大 的 时 间 值 1, 特 
别 是 ， 可 世 大 于 前 点 所 对 应 的 时 间 ， 而 由 于 执 线 工 的 点 六 根据 ea 
的 选择 是 在 L* 的 во 和 邻 域 外 面 的 ,很 显然 ,由 此 可 推出 : 在 任何 情 
况 下 ，L* 都 是 淄 :一 — со 时 轨道 不 稳定 的 (a 轨道 不 稳定 )?。 于 
是 ,定理 证 旋 ， 

现在 赋 究 这 冬 的 壮 轨 线 ， 其 极限 点 中 有 蜡 于 平衡 状态 者 。 令 
17 让 这样 的 半 轨 线 : 丽 天 为 其 极限 集合 ， 极 限 集合 长 的。 邻 域 是 
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Lt № e 5—9. Д, aE s > 0, THERE 7С), 
使 得 对 应 于 :> 了 的 L* А, WERTE Z s 邻 域 内 。 令 了 为 
К ДЕТ НУ, /为 通过 此 点 的 无 切线 自 . E 
象 我 们 知道 的 那样 【参看 辅助 定理 VID， 在 线段 1 上 存在 着 半 轨 
线 的 点 列 РАР, + Р, <", 它们 对 应 着 无 限 增 加 的 时 间 值 г, ЕВО 
TPA. W C, 表示 闭 曲线 , 它 是 由 半 轨 线 L+ М РР. 和 线 
ВЕІ ERSE PP 组 成 的 《这 种 际 曲 然 在 辅助 定理 WY 中 曾 用 到 
+). 

显然 从 某 一 充分 大 的 i РОН С, 都 整个 位 于 极限 
RAKHE 邻 城之内 ， 回 时 极限 集合 天 或 者 位 于 所 有 这 些 闭 里 线 
的 外 面 ， 或 者 所 有 这 些 闭 阳线 的 里 面 ( 图 295 № 296)。 研 究 区 域 


Ht 
т 


И 
Ее. и 


N ети, 


ha 
С 


图 295 图 296 


Go 其 边界 为 闲 曲线 С, 和 极限 集合 К СВЕ 295 及 296 上 之 影 
RE) MERN e> 0, 从 某 一 充分 大 的 i 开始 ,所 有 区 域 G, 均 
将 全 部 位 于 K 之 。 RRUAR. PATIRE I 上 的 P. P Et 
的 所 有 异 于 Pin 和 了 的 点 ,都 位 于 区 域 G, 内. 

作 了 这 些 说 明 后 ,证 明 下 列 定理 : 

ЕН. ЕЕЗ 民 *。 如 果 其 极限 点 中 有 异 于 平衡 状 


< о О p 


* НБ “Р.Р... Pp” Е, 
D -RELA ЕН 00 НЫ, Не О ЕВА, AE A АКА. 
** ERASO, УМЕ ВЕНЕ, 
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`% e) ie 


X TEREA, REIA ТР ARET, ЗВ, ХНЕ— 
в2>0, ВЫ L+ ЕЕ АНУ ARA ZADRA 9128, 
BEA е 的 增加 最 终 必 将 进 人 极限 集合 天 的 a 邻 域 ， 且 以 后 不 会 再 
出 来 ， 按 前 所 述 ,对 任意 的 е > 0， 总 可 指出 这 样 的 整 狗 I( 与 8 
有 关 ), 合 得 对 任 一 i>>7, 以 曲线 Ci 以 及 集合 KK 为 边 办 的 区 域 Ga 
全 部 都 位 于 天 的 * RE, 

PM ЖУК LT ЕКА, > 7 为 任 一 确定 的 整数 .由 
辅 其 定理 VIII, 总 可 以 指 负 对 的 一 个 任意 小 的 邻 域 ,使 得 于 :一 和 
уж Н БЗ РЧ НУ Е, 于 某 时 刻 上 一 了 БУВ 
f 相交 ,此 交点 是 和 Ра 任意 相近 的 点 , 卫 在 任何 情况 中 此 点 沟 位 
于 点 户 及 Р, УС 295 及 2967， 显 然 对 所 有 + 上 > ТК. 这 
RRR RATER G ZA, НЕМ. 
EEL bh su ARREHR C, 相交 (参看 辅助 定理 VY)， 亦 不 
可 能 和 和 由 整 轨 线 组 成 的 (由 $2 之 定理 П) ЕЕК. РЕ 
定理 证 完 . 

НН, 从 此 定理 可 推 得 : 任 一 称 近 于 极限 环 的 半 轨 线 是 轨 

现在 来 阐明, 财 雪 钱 何 时 是 轨道 稳定 的 ( 亦 即 , 非 奇 的 )。 何 时 
TVETER, А). 

Akat u, ARAARA # 2: , ВНК 
的 系统 ,下 节 将 证 月 ,可 能 出 现 以 下 二 种 情况 : 

1) РИ я РАЕН БН, НЕЕ УЗЕЛ 
АРЕНЕ; 

2) 或 者 ,所 有 通过 一 鲍 充 分 楼 近 工 的 点 的 轨 线 侈 是 闭 的 六 

很 明显 , 当 轨 线 工 是 极限 环 时 恒 得 歼 第 一 种 情况 ,而 在 保守 系 


* 9200 六 一 一 详 者 注 . 

D 当然 远 辑 上 还 有 一 个 可 能 性 , ЧЕСКО РАВЕН ЧЕ 180 雪线 
Я, 17 — ИТЕ Е, ТЕ ТНГ ПМЕ L, 之 间 可 
EATARRA. НЕ: оу RAG s NF WCS ЕТ, ая ë Ж 可 能 
的 ， 
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HPWEB НИЕ. 


k =  . V. ЗИ 


为 证 明 此 定理 首先 证 明 , 序 有 通过 与 轨 线 L, 充分 邻近 之 点 的 
轨 线 是 闭 的 。 因为 ,如果 和 Г, 充分 相近 的 雪线 中 ， 可 能 有 非 闭 轨 
线 的 话 ,那么 我 们 将 得 到 上 还 情况 1), BIER L, 之 外 ， 所 有 通过 各 
Го 完 分 相近 之 点 的 雪线 、 全 是 非 闭 的 ， 但 此 时 不 难 海 出 , 轨 线 L. 
必 将 是 非 闭 轨 绥 的 极限 轴线 ， 因 为 , 令 s > 0 是 这 样 的 ， 使 得 在 
L; 的 = PRE, 没有 一 个 平衡 状态 ,除了 L, 之 外 亦 没 有 一 条 闭 轨 
2. 过 Lt 上 的 任 一 点 P EE UPK ЕЈ, © L 为 某 一 轨 线 ,于 = n 
HEIER ЕК РЕБЕЛ НО, MTE T> о, YERE 
从 上 Lo 之 5 ФАНАТ, ХАН 1 相交 于 0, 点 (参看 本 章 
$ 2 ШЕ УШ). $ СНА, 它 是 由 工 ' 的 弧 0.6, ЖЕ 
В" 1 的 部 分 0.0, 组 成 的 。 ЕССЕ L. DRR СЯ 
位 于 Lo 的 s ВБ. 另 一 方面 ,或 者 当 + < t h. Е >r В, 
He L 将 整个 地 位 于 区 域 G 之 内 ， 由 于 8 的 选择 ,在 L。 的 8 领 
域 里 ,没有 一 个 平衡 状态 , 且 队 之 外 亦 没 有 一 条 闭 胃 线 , 那 么 由 
ЖЕ $2 的 定 狼 JI， 显然 可 推 得 , Го ЧЕНЕ Г, 的 极限 雪线 ， 
这 就 和 假设 阵 盾 ， 因 之 , 通过 L, 之 某 充 分 小 邻 域 中 之 点 的 雪线 全 
是 闭 的 . 

但 是 容易 看 出 ,此 时 所 有 充分 接近 于 L, 的 轨 线 ， 央 为 它们 是 
闭 的 ,又 根据 微分 方程 的 解 与 初始 条 忻 连 续 相关 定理 ,所 有 这 些 辆 
线 将 全 部 位 于 L, 的 s 邻 域 之 内 .而 这 正 表 明 L, 是 轨道 稳定 的 . 
定理 证 完 ， 

就 趋向 于 平衡 状态 的 半 遍 钱 作 一 些 注 记 ， 作 为 对 上 述 定理 之 
补充 - 

在 前 面 研究 过 的 例子 中 我 们 看 到 过 ， 这 种 半 雪 线 可 能 是 轨道 
稳定 的 (例如 起 近 于 焦点 及 结 点 的 半 轨 线 )， 亦 可 能 是 轨道 不 稳定 


"Же t> 


FEE, 
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НС Иа ЕР). ЧЕН, ЕВ 
J: ЕД, TAEA hE, ПОР 
FAAA EARE EIRE A, ТА E fs; 
单 的 , 也 可 以 是 复杂 的 ), 在 这 种 半 轨 线 为 轨道 不 稳定 的 情况 中 , Ë 
必然 是 某 鞍 点 区 的 一 个 边界 。 虽 然 不 加 证 明 。 但 念 将 就 此 问题 作 
较 详 细 的 讨论 . 

如 果 趋 癌 于 平衡 杖 态 口 的 半 康 线 L# 是 轨道 不 稳定 的 , 那么 
HDR BR EB в, 使 得 通过 各 充 分 相近 之 点 的 罗 线 中 ,永远 
可 以 找到 这 样 的 轨 线 ， 它 随 着 :的 增加 从 Lk BJ so 98 ER BL Ë Hi 
来 *。 研究 平衡 状态 的 в 邻 域 . 我 们 总 可 以 假定 =, 是 如 此 的 
J. EROR в, PRE, 除 o 点 外 .没有 一 个 平衡 状 态 。 没 有 一 条 
闭 轨 线 , 亦 不 包含 并 轨 线 Lš BD М. f [上 到 一 这 样 的 点 0， 
它 对 应 于 : 一 r, 使 得 点 本 身 以 及 ГЕ 之 所有 对 应 于 >r 的 
点 ,地位 于 平衡 状态 的 во 邻 城 之 内 ， 过 名 点 作 开 切线 惨 /整个 
位 于 口 的 & 邻 城内 ,参看 图 257), 

显然 ， 通 过 与 点 MH 充分 楼 近 之 点 的 所 有 
轨 线 必然 〈 当 * ВЕ БЕ г 相交 ， 
假定 过 线段 1 上 异 于 的 点 "的 半 轨 组 为 
Lt EUR SEE O BJ e 邻 域 ,日 当 :一 十 co 
时 趋 近 于 平衡 状态 0， 不 难看 出 ， 所 有 和 线 
BEI ER 00’ ВЕРНО А, 当 г 增加 时 不 
AMO = 邻 域 内 容 出 , 因为 当 z ПБА 
Е "РР, XOR m 297 
是 由 半 轨 线 LARL? 上 的 部 分 00 № Q'O 和 无 切线 万 上 的 部 分 
СОМ. 

DRRR: БОВ Бах, НЕЕ 
z 的 增加 , АЖА О j во 邻 域 穿 出 , 是 向 平衡 状态 口 点 趋 近 , 则 
存在 着 O 点 的 邻 域 ,通过 此 域 中 所 有 点 的 轨 线 部 不 会 从 点 局 之 


* 本 名 中 二 个 Яд г ЕЕ, 
БО д" REEL 


*4ĝ3 a 


е, 邻 域 中 穿 出 , 这 显然 是 和 假设 项 盾 的 。 关 此 ,通过 线段 ¿ 上 的 和 
点 吕 任 意 接近 (部 便 是 吕 的 一 边 ) 的 点 之 轨 线 中 ,必定 有 随 : 的 增加 
而 由 0 之 e 邻 域 里 穿 出 的 轨 线 (图 298)。 此 时 ， 对 所 研究 之 系统 
《 右 方 为 解析 函数 之 系统 ), 可 以 证 明 , 必 然 存在 着 趋向 于 平衡 状态 
ОПЗ L, 它 和 半 困 线 1 一齐， 构成 "鞍点 区 ”的 边界 ， 
Н в 充分 小 时 ， 也 有 位 于 平衡 状态 口 的 e 邻 域 以 外 的 点 (参看 
图 298). 


图 298 图 299 


我 们 将 称 轨道 不 稳定 的 атар рр Ае 8 ОЕ 
近 于 简单 平衡 状态 的 , 即 鞍 点 ,还 是 趋 近 于 复杂 平 竺 状态 的 ), 为 此 


半 轨 线 ， 必 然 是 分 界线 ， 但 是 显然 地 ， 分 界线 亦 可 以 不 是 极限 轨 
9. 在 此 情况 中 ， 它 是 具有 不 同人 性 状 之 轨 线 的 边界 线 . 图 299 上 
给 出 了 一 个 简单 例子 . 

在 上 而 所 讲 内 容 的 基础 上 ， 我 们 可 以 就 以 下 问题 作 也 完整 的 
结论 , 即 哪 些 壮 轨 线 以 及 时 些 轨 线 是 轨道 不 稳定 的 ， 答 案 是 , 任 一 
轨道 不 稳定 (好 奇 的 ) 轨 线 属 于 下 列 类 型 之 一 : 

1. 平衡 状态 ”; 


D RRA- FETAH, РАНКА EARE. ранка, 
那么 显然 它 是 辑 道 秘 定 的 ， 但 大 在 所 有 情况 中 , АННЕ АНА ЛЕНИ, 
线 类 中 。 
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2, 极限 环 ; 

з. 至 少 有 一 个 半 记 线 是 某 平衡 状态 之 分 界线 的 韭 闭 轨 
=. 

轨 线 是 奇 的 还 是 非 奇 的 ,这 是 一 个 招 慎 不 变 柱 质 ， 亦 就 是 说 ， 
下 定理 成 立 : 

ау. СО о, 二 动力 学 系统 给 НАВ 


*.* ` e a a r a a © + t F t è e 9 


м SE F (L TERE, BONI, 

4. 子 域 一 -充满 相同 性 状 之 非 奇 轨 线 的 区 域 . ”现在 我 们 研 
究 给 定 系 统 (6.1) 的 全 部 奇 轨 线 ,在 本 节 里 , 将 假定 系统 是 在 平面 
上 的 有 界 区 域 上 给 定 的 。 可 以 证 明 , 在 系统 (6.1) 右 端 为 解析 函数 
的 假定 下 , 奇 轨 缓 的 数目 是 用 限 的 。 对 于 最 简单 的 粗 系统 情况 .在 
下 池 所 讲 内 容 的 基础 上 ,可 以 简单 地 阐明 这 一 事实 

奇 轨 线 将 区 域 6 分 成 小 区 域 , 这些 区 域 的 点 都 是 非 奇 (雪线 稳 
定 ) 轨 钱 的 点 。 每 一 小 区 域 的 界 点 或 属于 奇 轨 线 ,或 属于 域 G 的 边 
界 、 这 里 仅 限于 研究 这 样 的 小 区 域 ， 其 边界 上 没有 域 6 的 边界 的 
点 .这 补 小 区 域 称 之 为 于 域 ， 显 然 子 域 是 由 轨道 稳定 的 ( 即 非 奇 ， 
ERARI. EITEAN, STRA AEEA ВА 
成 的 "同一 奇 轨 线 的 点 可 以 是 几 个 子 城 的 界 点 ， 由 于 奇 轨 线 的 
数目 是 有 限 的 ,在 此 基础 上 容易 证 明 ,在 区 域 G 中 子 域 的 数 卢 亦 是 


е 2 

D 在 一 般 情 况 下 ， МТВ TELI ERAR ARRA BIR. EHAE 
次 的 . 它 赵 出 本 书 范围 . 

2) 这 一 论断 的 证 明 如 下 【和 91 定理 上 的 证 明 中 所 作 的 讨论 完全 类 羽 ?)， 闻 定点 己 
是 某 一 子 域 的 界 点 , ELE TR S IK aS Sh Lo CE o E FEA REE R 
H, РЕ А). MAEA РОНЕ НО. 将 有 给 定子 域 的 点 ， 但 
HT T bit СО Sh Saha a E I EB kB, X. HT ?8 sy НАЯ 
ERPE АНАК Е, Æ L, ERRAR PA P ALA Pi, 在 点 P, 的 全 意 小 
ЗР ERA RIAZ РАНЧА, ABER, д P, ELE L, ВЕ M Nh: ba 
ЖРМ. 


~J 


HERRY, 
ЕАН ИИ F, НН AFERE 

为 此 ,首先 引出 岂 个 简单 的 .但 总 对 今后 十 分 重要 的 辅助 定理 ， 

. 对 趋 近 于 平衡 状态 O 之 轨道 稳定 的 半 轨 线 L+ 的 每 一 点 ， 


ey АСИНО e m o a 7x s 


О > оо 
时 的 轨道 稳定 轨 线 ,日 趋 近 于 L+ 趋 近 的 同一 平衡 杖 态 O. 

证 明 这 一 论断 . 为 此 首先 应 指出 ， 对 + 的 每 一 点 ， 显然 总 可 
以 取 一 充分 小 的 邻 域 ， 使 得 此 邻 域 的 所有 点 都 属于 L+ 所 在 的 子 
域 ?, 因 此, 它们 都 是 轨道 稳定 轨 线 的 点 ， 此 外 :总 可 以 取 一 任意 小 
的 s> 0, 使 得 半 轨 线 Lt 的 6 dkh, ВТ Lt 趋 近 的 平 
衡 状态 以外， 不 再 整个 包括 任何 一 个 轨道 不 稳定 的 胃 线 .于 二 
所 有 通过 LL+ 之 点 的 任意 小 邻 域 中 的 点 的 半 转 线 ， 由 于 LY 的 当 
一 十 oo 时 的 轨道 稳定 性 ,者 不 会 穿 出 Д7 BJ = 邻 域 , 因此, 这些 
半 胃 线 的 极限 集合 亦 全 部 位 于 L 的 & 邻 域 之 内 。 但 是 这 个 极限 
集合 应 该 是 由 整 奇 轨 线 组 成 的 ， 而 下 于 整个 位 于 Lt 之 в 邻 域 里 
的 只 有 一 个 奇 整 妆 线 一 一 平衡 状态 0, 这 就 说 明了 ,此 极限 集合 只 
е ТАНА 0 ARN, ВВИДЕ I 得 证 . 


可 以 指 На, 全 和 通过 此 全 点 Ке p-> 十 co 及 


u 


a ват a 


w + ów # u ù u a p àù y k y k ua o F o t b o + 


k e оа - > o 2 y s y y E F A an 


Е H ш 的 证 明 ， 和 对 辅助 定理 I 进行 的 讨论 类 位 


1) 这 里 不 预备 进行 详细 的 证 明 ， 仅 提 出 证 雪 所 依据 的 简单 定理 . B. ЗЕЯ, 
线 之 奇 轩 线 不 能 是 区 于 二 个 于 沁 的 边 弄 。 在 奇 轴线 L, 是 二 个 子 城 之 边界 的 情 
襄 中 ,很 明 亚 ,一 个 子 域 的 点 在 它 的 一 边 。 而 另 一 节 域 的 点 在 它 的 另 一 边 ， 然后 
利用 上 述 定理 ,可 诞 明定 理 : 长 一 硒 轨 线 只 能 是 朋 限 个 子 域 的 边界 ， 

由 此 不 难 证 明子 域 的 数目 是 有 限 的 ， 

2) 显然 ,这 可 以 窒 据 于 域 本 疾 的 定义 推出 ， 办 为 子 域 是 并 区 域 ,因由 ， 共 所 让 点 都 
EAA В, 8 Г ГАНА, 总 能 指出 一 个 邻 域 ， 伍 得 此 独 域 中 的 点 都 是 
属于 于 域 的 点 。 
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RERED), CABS. 

利用 于 述 辅 动 定理 ,可 以 证 明 一 系列 的 定 建 ,这 些 定理 可 以 完 
全 表征 同一 子 域内 的 雪线 的 性 状 . 

定理 V， 如 果 同 一 于 域内 的 轨 线 都 是 非 闭 的 ,那么 , 它们 有 相 
ноо RREAN а RREA. 

Ж Y uEHHAE E, AREE, АНИ, BETERE TATR 
的 轨 钱 工 及 工 。 它 们 的 当 * 一 十 oo (SË a — оо) КИРЕ 
ЕЖИК]. 

以 一 连续 弧 1, 将 工 上 的 任 一 点 4 和 并 上 的 任 一 点 中 连接 起 
Ж, РАТНО РЧ, РАТОД 上 之 点 的 轨 线 都 是 
ЗЕЕ СВ TRETH LE L' 篇 于 同一 子 域 ,显然 ,这 样 的 
弧 总 是 可 以 作出 的 )， 注 意 到 本 节 中 坦 出 的 辅助 定理 р № И, ЖЕ 
看 出 ,在 弧 ¿ 上 可 有 雇 区 分 两 种 类 型 的 点 ; 通过 第 一 类 点 的 轨 线 , 当 
1> 4-00 时 有 和 和 遍 线 工 相同 的 极限 集合 ,而 过 第 二 类 点 的 雪线 , 25 
r— 4-00 НН ГЫ. РА LAAR 
分 接近 的 点 ,是 属于 第 一 类 的 ,而 和 点 吾 充 分 接近 的 点 是 局 于 第 二 
类 的 . ЗАЗ г BAA EARR, АПУ 
а. Am Е EAEE TAHEA M. lZ), 它 
是 第 一 类 的 最 后 点 ,或 是 第 二 类 的 头 一 个 点 , 或 考 通 过 点 ММ 
线 ， 当 :一 十 oo RAMLA L 不 同 的 极限 集合 。 通过 对, 的 二 
2 L, 显然 是 雪 道 稳定 的 (因为 张 二 的 所 有 点 都 属于 轨道 稳定 的 筑 
线 )。 但 是 Mi 不 可 能 是 第 一 类 点 的 最 后 点 。 溃 实 上 , 如 果 它 是 第 
— #35, БЕ L, 当 1 一 +eo 时 和 工 租 同 的 极限 集合 , 那 委 由 
于 工 是 国道 稳定 的 ,又 由 本 节 * 之 辅助 定理 I 及 ПИ: 上 所 有 
УМА нЕ, НН. Ш мж 
可 能 是 第 一 类 点 的 最 后 点 。 完全 同样 地 可 以 证 明 ， 点 M. 亦 不 能 
是 第 二 类 点 的 第 一 点 ， 最 后 ， 假 定 当 一 十 oo 时 L КАНЕ 
ELR Г 的 都 不 相同 ， 那 么 , РАУАН ERI 0, У 
г БН M 充分 近 的 点 的 轴线 都 有 和 L, 相同 的 航 限 集 合 , s 


“Вин” НЕ. 
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然 这 表 虹 ,点 M 就 不 能 是 非 第 一 类 之 其 他 类 的 第 一 点 , 这 和 所 作 
假设 矛盾 ， 导 出 的 矛盾 就 证 本 了 定理 . 

用 完全 类 似 于 上 述 定理 之 证 明 中 进行 的 讨论 ， 可 以 证 明 以 下 
定理 . 

定理 УІ. 如 果 在 某 一 子 域 单 .即便 存在 一 个 闭 轨 线 ,那么 此 于 


和 


ЕВ AREER, T CIERRE, HEETE 


Ó. è =w w < y w a y na a r р С 


Ó. w. e > è + > > > > o > 


Е U BEART AUTRE EIRIN 
Жов: “ИДЕАЛЕН”, 上述 定理 也 给 了 这 
句 话 以 精确 的 含义 .显然 ,对 于 我 们 所 称 的 奇 轨 线 ,这 句 话 不 成 立 . 

5. 单 连通 子 域 及 双 连 通 子 域 ， ”现在 自然 地 会 提出 这 样 的 回 
题 ,对 我 们 所 研究 的 动力 学 系统 来 说 , 子 域 可 能 有 那些 类 型 ， 就 是 
说 , 正 象 在 动力 学 系统 的 定义 域 6 里 ,我 们 讨论 过 的 轨 线 划分 的 括 
扑 结 构 那 样 , 这 里 可 以 尖 虑 每 一 于 域 的 轨 线 划分 的 拓 站 结构 ,并 根 
塌 子 域 轨 线 划分 的 拓扑 结构 ,来 探 讨 子 域 的 分 类 问题 ， 此 时 ,我 们 
可 以 仅 研 究 子 域 本 身 ,或 者 ， 将 子 域 连同 其 边界 一 起 ( 界 边 是 由 束 
辆 线 组 成 的 ) 进 行 研究 ， 见 研究 作为 闭 区 域 的 闭 子 域 (为 了 定性 研 
帘 的 目的 , 正 是 将 子 域 及 其 边界 一 起 研究 最 有 意义 )， 

在 这 个 关于 子 域 分 类 的 问题 上 , 虽 不 预备 作 详细 的 论证 ,但 我 
们 亿 将 列举 (不 加 证 明 》 与 此 问题 朋 关 的 基本 定理 ， 

任 一 区 域 C 包 括 于 域 ) 的 基本 拓扑 性 质 为 其 连通 数 ?, 因 而 首先 


D Ау ЕЕ ВЕЕ", НОВИ а, 或 者 是 

НЕ, Е№. ЗУД АКНО GI PRATE Ai ЗЕ АЗА pk 

的 , ERARA EARO, шар а-о ЕНӘН 

组 成 的 ,那么 此 区 域 称 之 为 单 连通 的 ; ЕН, Е, ПЖ 

TEE 大 连通 的 等 等 ， 在 双 连 通 友 三 连通 等 等 的 情 讽 中 ， 一 个 边界 运 续 通 

FK Ayah PE E PEI H libi pR ВЫ. 

SB E WB ВЕНЫ РА — Е) АЕ ГА ВН ЯВ ААС СЯ, AARE 

域 ), 双 连通 区 域 一 ЛЕН, 三 连通 域 -一 演 样 的 域 ， 其 边界 

НЕЕ ЕН ЕН НО, — УК, 另 两 个 简单 历 曲 线 在 拱 内 , TAE. 

此 时 应 注意 ， 在 双 入 通 区 域 ,三 连 道 区域 等 畏 况 中 ， 内 边 噶 连续 通 可 以 是 一 些 

点 ， 显然 这 通 数 不 同 的 区 域 必然 不 是 拓扑 全 同 的 《这 里 的 区 域 指 的 是 点 集 、 市 
了 扩 谓 的 振 扑 全 同 亦 是 点 柴 的 拉 扑 全 同 ?， 
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产生 的 问题 是 : РыВЛЕННЕ Е p aE ЕАО. 

РАВЕН ТОРИ, ПЕВАЛА Я. 

定理 УП. Ко. 容易 着 出 , 任 一 充满 
着 闭 轨 线 的 子 域 是 双 连 通 的 ， 这 可 有 由 定理 VI 及 以 下 事实 直 按 地 
推出 ， 那 就 是 : 闭 轨 线 里 面 必 定 有 平衡 状态 ， 充 满 非 唉 雪线 的 子 
域 可 以 是 单 连通 的 . 亦 可 以 是 双 连 通 的 。 

再 列举 一 个 定理 , 亦 不 加 证 明 , 此 定 涅 给 出 关于 充 清 非 闭 轨 线 
的 双 连 通 子 域 边界 的 一 个 十 分 重要 性 质 ， 

”定理 Ут. Ее R RREI, 则 其 一 个 过 


和 


于 是 ， И РН, 此 子 域 不 可 能 有 
一 个 界 点 不 是 其 中 之 轨 线 的 极限 点 . 

利用 上 述 的 那些 定理 ， 斌 可 以 彻底 地 措 述 出 子 域 可 能 有 的 边 
界 ， 并 可 拟 建立 两 个 子 域 有 相同 轨 线 划分 拓 和 了 结构 的 条 件 江 几何 
上 这 些 条 件 是 明显 的 ), 这 里 所 指 的 于 域 可 以 不 带 边 界 亦 可 以 带 有 
边界 .但 是 这 一 研究 超出 了 本 书 的 沙 围 . 

下 市 星 将 对 所有 “ 粗 ” 系 统 的 情况 ， 给 出 闭 子 域 的 详尽 分 类 . 
在 这 一 节 里 ,我 们 仪 列举 一 些 单 连 通 及 双 连 通 的 (几何 的 ) 例 子 

图 300 № 301 上 给 出 了 单 固 通 域 的 例子 〈 亦 可 参看 图 306 ;及 
309), Æ 302 及 303 (参看 图 305) 上 给 出 了 又 连通 域 的 例子 。 在 
Ір Г, НЕРВЫ». 

结束 本 节 以 前 , 概括 地 讨论 几 个 和 给 定 系 统 Ca) 在 区 域 G 


D 具 定 理 的 证 明 想 涂 上 很 简单 ,但 性 很 见长 ， 它 建立 在 下 辅助 定理 的 基础 土 ， 首 
子 域 的 每 一 个 边界 连续 通 上 上 ,必定 有 此 子 域 之 轨 妆 的 极限 点 ， 

2) 不 难看 出 , 不 同类 型 子 域 的 数目 ( 即 有 有 不同 轨 线 划 分 拓扑 结构 之 于 域 的 数目 ) 在 
未 考虑 子 城 沁 界 的 情况 中 ,显然 是 有 限 的 。 ЗНАВ, ВЗЕЛА 
一 起 考 上 不时 , ВЕЗДЕ ав Нл, НРА НЕ 
限 地 增加 .但 是 在 下 节 将 研究 的 租 系 储 的 醒 襄 中 ， 与 系统 平衡 状态 的 数目 完全 
TKR ATRAE HARAR. 

3) 注意 ,在 图 301 之 例子 中 , 子 域 边界 有 相当 复 杂 的 性 质 ， 8 字形 曲线 的 所 有 点 ， 
都 是 所 谓 的 "不 可 汉 达 的 边界 点 ”; 因为 不 站 在 这 样 的 简单 颖 ， 其 一 端 是 8 字形 
НЕ БВУ, РЕ. 
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中 的 完整 定性 研究 有 关 的 问题 , 但 不 如 任何 证 下， 

奇 轨 线 将 区 域 @ 划 分 为 若干 个 小 区 域 ， 那 就 是 ， 子 域 和 按 下 
上 有 8 之 界 点 的 小 区 域 ， 如 果 我 们 知道 了 所 有 这 些小 区 域 的 轨 线 
划分 的 拓扑 结构 , 忌 及 知道 了 它们 的 相互 位 置 ， 那 系 我 们 将 认为 、 
对 所 研究 之 系统 在 区 域 G 里 的 定性 册 究 , 晤 后 完成 了 . 

А, И ЖИМ НЕЕ НРА. A 
AE, р) Ри нЕ. 

可 以 证 明 , 如 果 知 道 了 每 一 个 平衡 状态 的 性质 , 知道 了 极限 集 
合 ( 平 衡 状态 ,极限 环 , 及 类 型 II СИИ, ЖЕ DREN 
置 ,以 及 非 裤 限 集合 的 分 押 线 的 相互 位 路, 那么 就 可 以 完整 地 建立 
起 所 有 子 域 的 白 拉 结 梅 ， 凡 及 它们 的 相互 位 置 关系 , 亦 邮 ,可 以 完 
全 地 建立 起 域 G3 中 的 轨 线 划分 的 拓 扩 结构 ， | 

ІХ Э ЗЕ ЕЕ ENA уе, ЛАМ ЕЕ 
明显 的 ,其 证 明 的 想法 虽然 也 很 简单 , 但 却 远 超出 本 书 的 范围 ， 下 
一 节 中 ,在 研究 粗 系 统 时 .还 将 讨论 这 个 问题 . 


Ту ЕР Ао Н. К ДА АЕ Јо Е ВЕН упо ЧАВА" С £ 
[821). 
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1. 钥 动力 学 系统 .。 ”对 应 于 物理 问题 的 动力 学 系统 (模型 ) 应 
具有 什 委 性 质 的 问题 ， 在 绪论 中 已 作 了 一 般 性 的 讨论 ， 现 在 再 就 
这 个 间 题 作 较 详细 的 研究 . 

正 象 前 已 说 过 的 ,在 列 微分 方程 时 ,我 们 永远 不 会 也 不 可 能 毫 
雹 例外 地 计 信 记 有 因素 ， 这 些 央 素 都 对 所 研究 的 物理 系统 之 运动 
性 状 , 有 着 这 样 或 那样 的 影响 。 另 一 方面 ， 当 物理 系统 运动 时 ,所 
计 太 的 那些 因素 任何 一 个 者 不 会 是 绝对 不 变 的 。 在 研究 某 一 具体 
物理 系统 时 ,我 们 给 一 些 套数 以 完全 确定 的 数值 ,只 有 在 这 些 参 数 
慎 的 少 生变 化 不 会 引起 运动 性 质 重大 改变 的 条 件 下 ， 这 样 作 才 有 
意义 。 假 定 所 研究 的 动力 学 系 练 对 应 于 基 一 真实 物理 | 问题， 在 此 
动力 学 系统 之 方程 的 右 端 ， 总 食 有 某 些 参数 ,这 些 参 数 ,对 应 于 那 
些 列 微分 方程 时 计 人 的 所 研究 之 物理 问题 的 参数 ， 

如 果 这 个 动力 学 系统 能 很 好 地 反 哑 所 研究 物理 问题 的 性 ph, 
ЗВАН ЕР АЖ САН, ео, ЕЯ 
Ва КАРЛА ЕЯ. Ерлс, 当 物 理 问 题 对 应 
之 动力 学 系统 的 参数 有 少量 变化 时 ， 轨 线 划 分 的 定性 结构 应 保持 
ЖЕ. 如果 系 统 的 某 些 定性 特点 ， 是 由 套数 闻 的 一 些 矿 定 的 定 所 
关系 式 所 决定 的 ,而 这 些 参 数 均 含 于 措 述 物理 问题 的 微分 方程 里 ， 
那么 , 当 和 参数 有 任意 小 的 变更 时 ， 这 些 定性 特点 就 将 消失 .显然 ， 
一 艇 说 来 ,这 样 的 定性 特点 在 真实 系统 中 是 观察 不 到 的 . 

所 以 ,很 自然 塌 应 该 首先 提出 一 类 动力 学 系统 。 对 它们 来 说 ， 
ИУ ЕН, КЕННИ. ХРЕН 
我 们 将 称 之 为 " 粗 的 ”在 本 节 中 ,将 给 出 粗 系 统 的 严格 数学 定义 、 
并 建立 它 的 一 些 基本 特性 ， 

设 给 定 系统 C6.1) 


їх йу 
一 ”一 Р(х, у}, = = Ох. у? 
di de 
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一 一 今后 将 称 之 为 “系统 A ИЕН GANZE 
у. ЖУК, АЕ G КЗ" E ЗН", ВШ ус 
HHE С, НЖа НИНЕ УАЗ АНИ. 
个 假设 (在 下 述 粗 系统 理论 中 ， ВЕРЕ 
ВА АЈ Ч, АНИ РИКИ ЛЕ Y ВНЕШН 
杂 化 . 
与 系统 和 同时 ,还 将 考虑 变更 系统 


dx — plx, y) + plr, у), 

dt 

а (5.5) 
= = Olr, у) + HEF у), 

dt 


其 中 plr, y), а, y) 为 系统 (5. 了 0) 右 端的 不 大 的 附加 项 ,它们 亦 
是 * М. у ПЛЕВРА ЖК. AR, S Л ГР р(х, Кас, у) Ж 
条 不 大 外 ， 还 将 到 求 它们 的 偏 导数 亦 丰 天， 变更 系统 今后 将 称 之 
БЖ СА)”. 

АВНА, ARJAANS AR р(х, у) Feal, у), НН C 
对 系统 Я JIP E TETEK, 

预先 提醒 一 下 几 个 基本 的 一 般 定 理 ， 即 当 微 分 方程 组 右 端 有 
涉 变化 时 。 关 于 其 解 的 变 作 的 定理 。 今 后 的 论述 是 建立 在 这 些 定 
理 的 基础 上 的 . 第 一 个 定理 一 一 附录 工 的 定理 
блат, 


A С 
t + è 7 + è è 4 а в 


T APER AR EEE, 之 定理 V, RACOR) 
之 右 端 及 其 偏 导数 都 十 分 相近 的 情况 中 ,这 个 定理 和 定理 IV 相 比 
较 ,在 讨论 系统 (4) 及 (了 3) 的 解 的 相近 性 性 质 时 ， 给 出 更 精确 的 结 
果 . 


1) 这 个 形 切 环 应 取得 足够 大 ， 使 得 促 在 其 所 国之 区 域 中 研究 轨 钱 些 质 时 ， 就 能 满 
Хе наа). 
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ЛЕ, АОНы ДАВО ИССИ) Н 
Bu e FCN АВ НЕ, 而 初始 点 М, З) 7 亦 与 点 M убх, VFS 


PEPR 


x 一 ph 一 tos Xo, У), 
y = ФЕ — ios Xis Yo) 
为 系统 (47 之 解 ,而 
z = ФО — п, Fis Pods 
y = Фа 一 ts Fas Я) > 
为 系统 (4) 之 解 ,那么 ,在任 一 有 限时 间 亲 同上， 不 仅 函 数 本 身 


* ü e < w n ен 4 + 


ФСЕ — ins Xos У) 和 PG — 1, 50, м) Я ФЕ — в, 50, Fo) 和 和 


BG 一 в, В, FO НЕЖНЫЕ а НОР ТОР, бе, 
MY 5 Ya дуг 


Е а 
Эх дл’ ду Oy + * 7 YUY 

根据 上 述 一 个 ЕНиР 
那 一 良 轨 线 , 当 右 端 变化 不 大 时 ,变化 也 不 大 ， 但 是 从 这 里 还 不 能 
得 出 结论 ， 说 雪线 在 无 限 大 的 时 间 间 隔 上 变化 都 不 大 。 从 这 里 更 
不 能 推出 :相近 系统 的 胃 线 划分 永远 有 相同 的 性 质 '. 

‚ЗИ НЫЕ, 即 系统 "得 性 "的 要 求 , 可 给 以 如 


ов 


|рСх, у) < ó, |40, у) < 8, р, 


.6 
[РУС DI 0. 965, <, tlr, y)| < 8, pie ) 


от 0 s 0 4 8 w а a a u` a 


р) HAW NEER, Bi EER ЕЕ RN, FERREE ТЕН 


Е 

акый 22 = — Br 十 sy, 
当 а == 0 нзд елиса нано), MAERDI ss0， 没 有 
ИЯ. 
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B. Eki РЖ) К РЕВ СР ИВ, 
БЕ, А у а НОНЕ TS Г е, ВА, 系统 CA) 称 
ЖЕ ИУ” CERI С A). 

TFIIB ЕСА” EX, DESCEN Е УЕ J: Аб ОИ 
办 是 一 无 切 环 。 ВН АИ. 

$ Ç, K РУТА. НЕЕ НН а НАН, BE 
Ж Bi ХИ ЧЕ РИН BES в, 我 们 说 这 两 个 区 域 s- 搂 近 ， 

假定 在 两 个 ~ 接近 的 闭 域 G, 及 GY 上 ， 各 定义 有 相应 的 动力 学 系统 
CAOR AT), 

如 果 存 在 着 G, 到 GF KEGA BEARERS A) 和 系统 
(at се а ЕНЕ а, Пон л н р Е = 我 们 说 , 闭 域 
G, 上 系统 Са, у КЕРНИ Cr 上 系统 (aty 的 轨 线 划分 基 s- А] 
的 . 


пажа) хто Е, H. G 为 菜 一 含 于 (包括 G, 之 边界 )G 内 的 
闭 域 。 系 统 ХЕ в, 中 是 粗 的 如 果 对 任 一 se> 0 可 以 指出 一 6>0， 
使 得 不 管 取 什 么 系统 (4)， 只 票 它 在 域 6 中 满足 不 等 式 (6.6), 总 可 以 找到 一 
STR G 内 的 闭 域 (cz ,使 系 统 (4) 在 其 上 的 轨 线 划分 和 系统 《3) 在 域 C. 
上 的 轨 线 划分 2 全 同 . 

这 样 ， 在 系统 C4) 足 粗 的 情况 中 , 任 一 变更 系统 (C3) 在 域 G 上 
的 雪线 划分 ， 只 要 其 右 端 及 其 偏 导数 与 系统 (6.1)? 之 右 端 及 其 导 
数 完 分 地 相近 , 试 和 给 定 系统 C4) 的 轨 线 划分 拓 站 爹 同 , ЛЕЗЬ, ЯН 
对 于 给 定 系 统 \4) 的 轨 线 划分 之 位 称 亦 很 小 (小子 в, 此 时 e> 0 
可 以 取得 任意 地 小 )。 很 明显 ,例如 ,下 特殊 情况 成 谋 ,对 充分 小 的 
8 >> 0” МЕ 6 > 0, 在 悉 统 (4 之 每 一 平衡 状态 的 е 邻 域 里 ， 
有 一 个 且 公 一 个 系统 (全 的 平衡 状态 。 在 同样 性 质 的 情况 中 ,在 系 
统 (4) 的 每 一 极限 环 的 8 令 域 里 ,有 一 个 且 仅 有 一 个 系统 (3A) 的 极 


17 原文 为 Е. 

2) хх ЕЙ. 

3) ашый с. И, 

4) 1326.5) PENE. 

5) 只 有 有 对 这 种 党 分 小 的 >90, РЕЖИСЕР ETAR s 8, 除了 
ОБЬ, КОННИ ИЕ, ЕЕЕ Cayo 的 每 一 给 定 极 限 环 的 8 м 

ЖаН ВЕ. 
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限 球 ,等 等 . 

在 进一步 建立 入 性 的 必要 充分 条 件 之 前 ， 作 如 下 的 一 个 十 分 
重要 的 注 记 : 粕 人 幅 的 要 求 加 给 被 研究 系统 上 的 限 朱 是 这 样 的 ， 这 
些 限 制 区 分 芷 "一 般 情 况 扣 排除 了 等 殊 情 况 7》， 换 名 话说 ， 任 一 预 
先 给 定 的 系统 ,一 般 来 说 都 是 钥 的 :而 非 粗 系 统 都 是 十 分 特殊 的 系 
HEER Š 5). 

今后 ， 谈 到 系统 (4 与 系统 (充分 接近 , 对 系统 (A) 有 端的 
充分 小 附加 项 ,或 动力 学 系统 的 充分 小 变更 等 等 ,我 们 将 永远 这 样 
KEM, ЛАХ Ра, у) 及 бх, у) 本 身 很 小 , 它们 的 偏 导 数 也 
是 很 小 的 . 

: 2. 粗 平衡 状态 ， ”首先 建立 粗 性 要 求 对 系统 中 存在 的 平衡 状 

态 , 加 了 什么 限制 . 
有 下 述 定理 : 
EEL 往 系统 不 能 有 这 样 的 平衡 状态 ,在 该 处 有 有 


w w w e a + Ç ay + w га 


A= Раб, у) Р(х, Yo) — ù 

ER ETAETA AET у) i 
因为 , АЗР НКИ ОС, ya) 是 这 样 的 , WEA A = 0, 那么 ,很 
明显 ,这 意味 着 , 曲线 Pe, y) 一 0 和 ОСх, у) = 0 ЖЕНА 
ОС, 3) ЗЕ, КАННА, MEE. ЖЖЕТЕЕНО, Е 
此 情况 中 ,总 可 以 找到 解析 函数 

Р(х, у), Өбх, y), 
GRR Р(х, у) № Оба, у) 任意 地 相近 (包括 其 偏 叶 数 一 齐 ), 并 
且 它 们 是 这 样 的 ,在 点 O (za, уо) ERDERA HERD 
的 e > 0, 在 点 0 的 & НЯ 

Blx, у) = 0, (а, у) = 0 

Е АУА А. MERGETI), 系统 54) 不 
可 能 是 粗 的 , 随 之 定理 得 证 ， 


1) 虽然 给 已 严 机 的 解析 证 明 并 无 特殊 图 淮 ， 但 拉 于 这 一 事实 几何 上 很 显 徐 ,所 以 
ЕВА М. 
" ВНИИ, 
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在 Alea у) 5 0 ПИН, ЗЕ 
Р(х, y) = 0, О(х, y) = 0 
在 其 公共 点 OCxo, yo) 处 有 简单 的 交点 《这 样 的 平衡 状态 亦 称 为 
简单 的 》. 

在 此 情况 中 ， 不 难 证 明 , 如 果 多 Cx, у) 和 5Cx, y) 《以 及 它们 
КАН ВИЗ АЖ Р(х, у) 和 OCx, y) ВИНЕ, 那么 曲线 
P (z, у) 一 0 及 Dlx,y) 一 0 将 仅 只 有 一 个 和 OG, НА 
Жо. 但 是 从 这 里 还 不 能 得 到 结论 : 条 件 A == 0 是 平衡 杖 态 " 粗 
性 ”的 充分 条 件 , 亦 即 , 条 件 A 2 0 是 平衡 状态 可 能 在 粗 系 统 中 存 
在 的 充分 条 件 ; 我 们 已 经 看 到 过 ,平衡 忧 态 是 中 心 时 的 线性 系统 是 
非 粗 的 ,但 是 А ге 0， 这 个 间 题 还 要 求 进一步 的 研究 ,下 面 我 们 就 
来 研究 它 . 

讨论 一 下 , ЧУЕ А з о 时 ,哪些 平衡 状态 是 可 能 的 。 

如 果 引 人 记号 

g = Pr. xos yo) + O, (xo, Fods 
_ P. х, у) Око» у) 
р Р, xo, у) ОС У?) ? 
那么 , 正 象 前 面 已 经 看 到 的 【参看 第 四 章 $2 及 4), 可 能 有 下 列 情 
и: 

1) А> 0, 4А>0, BETEAN Е S BJ E. А) 5. 
平衡 状态 为 结 点 (稳定 的 或 不 稳定 的 视 a 之 符号 而 定 )， 

2) д<0, НИЕ АНИ НЫ. РЖИ. 

3) А> 0,0? — 4А < 0, о 0. ФЕЛНИ ЗЕ 
和 的 .平衡 状态 为 焦点 ( 程 定 的 或 不 稳定 的 亦 视 o 之 符号 而 定 )， 

不 难 确信 ,在 情况 1), 2) 及 З), ЕСН, ВЕ] 


Á 


1》 应 汗 意 :此 时 ,和 不仅 附 吉 项 plx, у) Б. alr, У) ARER Е ЕК 
的 要 状 是 十 分 重要 和 的， 因为 可 以 证 明 ，、 交 运 存 在 着 任意 小 的 附加 项 рО, y) 及 
4tx，y7 ,它们 的 篇 导数 并 不 小 ,使 得 在 ASO 的 情况 中 ,由 线 PCz y> + p(x,y) 
= 0 5 9(х, y) + g(x, у) 二 0 可 以 有 任意 预先 给 定之 数 自 的 公共 点 ,它们 者 
ИА Oros уо) ЕВА. 
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可 能 在 粗 系 统 中 存在 ， 今 后 还 将 对 这 一 点 进行 较 详 细 些 的 讨论 . 

4) д>0, rr 一 0 特征 方程 式 的 根 为 一 对 纯 虚 根 。 在 些 情 
况 中 ; 平 窒 状态 特 姓 的 一 般 形 式 我 们 尚未 建 让 (对 线性 系统 ， 特 征 
禄 为 纯 砍 根 的 平衡 状态 是 中 心 ). 

我 们 详细 地 研究 后 一 情况 《 较 之 情况 1), 2258 2) 其 研究 复杂 
得 多 ), 并 将 阐明 ， 在 此 情况 中 平衡 状态 永远 是 “ 非 粗 的 ”, 亦 见 , 它 
不 可 能 在 粗 系 统 中 存在 . 

用 以 建立 情况 4) 之 平衡 状态 性 压 的 方法 ， 对 情况 3) 亦 着用 . 
而 外 于 对 这 二 情 矶 的 研究 ,采用 同一 方法 对 今后 是 方便 的 ,所 以 我 
们 更 在 候 设 , 竺 征 方 程式 的 根 是 复 共 斩 的 ， 

Бок, УЖО 与 坐标 原点 重合 ， 并 和 进行 适当 有 的 线性 变换 
后 ,把 系统 (4) 化 为 正则 型 ,得 : 
ŽE = az — by + gle, у), f 
@ (6.7) 
2. = bx + ay Сх, у), 


ЖЬ, (х, у) № АС, у) АН z K. y Z36808 88 FEBS SE И. НПА 
之 次 数 不 低 于 二 ,而 a № ó ХНА 4 K 2, В Е 
部 ,也 就 是 说 ， М = a + jb, Az = a — іё, Н ё 0; >3 a >= 0 Pj 
得 情况 3), a = 0 时 得 情况 4), 
ВАЎК ох, y) М ВС, у) 可 也 写成 形式 : 
&(х, y) = P,(x, y) + P;(z, 的 十 
Alr, y) = 0х, У) + 0х, y) + -- "°, 
其 中 Pile, y) Ë Q (r, y) 为 i 次 齐 次 多 项 式 ， 
将 系统 (< 变换 为 极 坐 标 , 得 : 
dr 
dt 
ar’ tr cos )g( r cos 0, r sin В) + г sin hr cos, r sin 的 
= ar 十 + 人 [PK cos 8, sin 6) cosQ9-+ Q,( cos 0, sin O) sin B] -+- =+ 
v-r [P C cos B, sin0)cos8+- O,(cos0, sin 9) sinag], 
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\ 6.8) 


є $ 


= [572+ Му соз, sin OYr cos@—gü(r соз,» sin 0)r sin gl 

r 
=b + r| Qs с050, sin 6) с05@ — Р созд, sin @) sin 8] + | 
‚+ eTl 0,6 соз, sin @) 058—004 6050. яр В) яв 9] ++. 
因为 5-0, ИЖЕ +, 即 对 所 有 充分 小 的 = № y, 


49 <o. 
dr 

显然 ,这 表示 着 , 任 一 半 直 线 
9 = ЭЎ, 


在 所 有 充分 接近 坐标 原点 的 点 上 (但 异 于 原点 )， 和 轨 线 都 没有 切 
点 :同时 , 随 着 刀 之 符号 的 不 同 , 交 有 : Z >o Ek < <o. 


对 今后 的 研究 来 谤 , 以 一 个 方程 ARERIA), 将 更 为 方 
便 , 以 第 二 式 除 蕊 第 一 式 , 便 得 到 这 一 个 方程 : 
dr 
48 
— ar + „(Р.С eog, sin 9) cosg + Ocosg, sin OJsinf] +>% 
b + r[Q,cos8 — Psin] + [03.050 — P.sin8] +- 
= К(ғ, 9), 
Е, РЕНО + = 0 НАГ, ША, ПОЛА 
Е r WRR RN: 


% = R(r, Ө) = rR,(0) + RCO) 十 =, (6.9) 


其 中 RC9) 127 0 НАК, AR 2а, 并 旦 在 记 有 情况 中 ,对 
充分 小 的 了 H , 右 方 的 级 数 对 任何 8 值 都 收 伍 ， 不 难看 出 ", 有 


* лв, (ЖА Е, 

O ЖАНР: & Di 来 表示 系数 RiC98) СВИНИНЫ 如 下 : 显然， 日 
(6-2) 可 得 到 伍 等 式 :ar 十 {Pcosd + Q.;sinB)= + + = (Rir + Иня...) 
lè + rigos Pasinto + £B cos —P sinB) + ---]. 比较 了 同 次 的 项 , 我 
们 使 得 到 求 ВОНИ, ИЕ (6.10), Р, 及 O 分 别 表示 PxCeest. 
sin8) М 0. (050, sinB). 
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Кв) — РЕ 


(6.10) 
Z CQ sos0—Psin6), | 


RO) __ P.cos Ө L О, sin Ө 


< 
r= CA го) 
为 方程 46.9) 的 解 , 当 8 = 0 时 它 等 于 r, 于 是 
#00, ro = z+, 
TA АРНЕ АСИ КВ , БРНА 
Ө = ОН а PA EB ES АЈ го; 反之 , 任 一 在 原点 充分 近 处 与 半 
直线 Ө = 0 АНХХАЈ MARE r = КВ, r+), 此 处 ro 取 某 一 
SE. БУК, MER H, ВТА FE 34Kak O BJ ВО 点 充 
ПАН РАКА, НОР Ө = 0 之 交点 都 与 原点 充分 接近 
因而 ,研究 го 充分 小 时 之 解 + = СӨ, ға), 我们 也 就 研究 了 通过 与 
原点 充分 接近 之 点 的 所 有 雪线 由 于 方程 (6.9) ИЗ Ө № 7 
ВУКА РАК, ВАЎК 50, п) 亦 将 为 8 及 ro 的 解析 函数 (参看 附录 1 
的 定理 I), 并 可 以 按 1 的 短 次 眼 开 成 级 数 , 此 级 数 当 0 = 8=<2x 
时 ,对 充分 小 的 rm НС < oa， 此 处 ро >20 为 基 一 充分 小 量 )， 
К: 
r == КЭ, ғу) = и (Вл Hr (6.11) 
因为 r= КО, ro 是 方程 式 (6.9) 的 解 ， 则 将 表达 式 66.117 代 人 此 
式 ,我 们 应 得 到 ”的 恒等式 , 即 ; 


tt RO (mre мат 5) 


+ К,00)0 шт + mri H oY oo 
Bib, > она AR, ЗП A E РА 3k 
a (0) 的 递 推 徽 分 方程 : 


1) 柜 据 附录 上 的 定理 и, НАБ, М = = D 对 所 有 吕 值 有 定义 ,就 可 以 证 明 这 
一 点 ， 
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dmy = mR ] 
do | 
duz == t R, + Rut, (6.12) 
49 
此 外 ,由 条 件 
1C0, Fo) == Тр» 


1.00) = 1, 800) = 0 G; = 2, 3, ++), 
用 这 些 初 始 条 件 和 微分 方程 《6.12) 一 起 ， 就 可 以 完全 确定 函数 
#i(9)， 特 别 地 ,从 其 中 的 第 一 式 ,得 : 
ш(9) = =°, 
从 焉 ,特别 地 还 能 得 到 , 当 а = 0 时 ， 
и. (8) == 1. 
ВТЕРТИ АО СЯР 0), ER 96 一 0 
和 系统 (4) 的 思 线 没有 切 点 ,那么 ,在 此 直线 上 , 以 点 0 为 一 端的 
充分 每 的 线 盆 , 利 一 个 无 切 钱 民 完 全 类 位, 虽然 其 一 个 端点 靠 在 平 
衡 状 态 上 ， 如 有 果 在 解 + = КО, к) HS 9 一 2=, 那么 显然 ,对 任 
何 给 定 的 Сло < o. r КАР РЕВА В 9 一 0 的 “后 
ВЕ”, IRB SK > 一 Or, го) 一 a (27) ло + 5621284228 $ 7 
hA A apak qH АМ, М, БУВ ВЕ r E, 因 
为 负 利 没 有 几何 意义 ， 利 用 这 个 函数 ， 我 们 就 可 以 作出 关于 平衡 
Ако 邻 城 里 之 困 线 性 质 的 详尽 结论 ， 
SLABE Cro) 一 FC2æ, ға) 一 ro = mro + ari toe `. 
此 处 


=” |. 


2х 
ор == и(2н) — 1 = о 
wp = иь(2я), к 2» 1. 


— 1, 


显然 .使 
qr го) 一 1, го) — r == 0 
的 ra E OR НЕ НЕ уе. 
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应 注意 , 当 “一 0 时 , 即 在 情况 4) 中 ,我 们 有 am = 0. И, 
РАЗ (ra) 展开 式 中 的 系数 o, AA FAREM: 如 果 m = 0, HM 
必 有 m 一 0， 并 且 在 更 一 般 情 况 中 、 如果 om 一 “一 ant, 
则 必 有 a, 一 0， 亦 就 是 说 ,第 一 个 不 等 于 零 的 系数 之 下 标 应 该 是 
奇数 

可 能 出 现下 面 二 种 情况 : 

a) 至 少 有 一 个 系数 a, ЯР. 

假定 о 是 第 一 个 守 于 零 的 系数 (由 上 所 述 i 一 定 是 奇数 ). 那 
Z IBU ASK) ro > 0, 

Вто) = ар + >>. 
AFTE. 在 此 情 部 中 ， 通 过 充分 接近 o 之 点 的 所 有 雪线 都 基 螺 
线 , 或 者 , 当 z— + co 时 它们 趋向 平衡 状态 (ор < 0 R. b > 0 


时 , 即 对 所 有 充分 小 的 =, 7 WC) < ок > 0 H, ща, м 


= > В ро, Cr) > 0 及 @ < 0 р), м, ац 
£ 

e= 一 co 时 它们 趋向 平衡 状态 《 当 oi < 0 É: 6 <0 时 、 即 对 所 有 

充分 小 的 nA TO) < 0 É cott, RE Ма >> 0 K ó > 0 


Е, ФС) > R >01+)*. 平衡 状态 具有 焦点 的 性 质 ， 


这 个 焦点 可 以 是 稳定 的 或 不 稳定 的 (这 决定 于 及 a, 的 符号 ). 情 
况 a een, PB ¿= t 的 情况 前 而 已 研究 过 了 .在 j > 1 的 情况 


. e v e a i 


БЕН ¿== 0 情况 中 , Ш ay 一 0 必 有 四 20. 如果 о 一 0， 列 在 公式 
(6.12) В, R. = =o, 其 第 一 方程 取 形状 人 一 0, МВА 


WJ м 一 1, Дб. ЯН S 一 R.(0), ВЕ (6.10), (9) 是 


2058 № sin8 ВУ ЕАМ. PEART EZ, Ө НУ. FIRA 28 
Жо, 并 考虑 到 saf0) = 0， 得 s,C2m) = Ú. НЯ ПЕВНЕ яр 
素数 а; НУ РЕНИ (26 38 [841 ,以 及 [33} 3). 
-anyi ppa ZU > НФ -Eg 
"В+ z REA Fri 或 二 PHE, 
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b) 所 有 系数 о, 都 等 于 零 . 

在 此 情况 四， 更 (ro = 0, 并 且 有 通过 口 点 之 充分 小 邻 感 的 轨 线 
全 是 于 的 . 

平衡 状态 口 是 中 心 ". 

以 上 指出 的 二 种 情况 ,就 是 这 里 可 能 出 现 的 全 部 情况 . 

下 看 证明, 在 粗 系统 中 ,不 可 能 有 复 染 焦 点 和 中 心 ， 为 此 先 作 
21 12, 

与 系统 (4 同时 , 再 研究 一 变更 系统 C4)， 此 系统 和 系统 (4) 
充分 地 相近 ,其 形式 为 ?: 


45 — ¿x By + 8 0х, у), 
dr 


(6.13) 
dy — ёх + ау + Аж, У), 
dz 
引信 极 座 标 ， 然 后 再 化 成 一 个 方程 ， 正 象 前 面 研 究 系 统 (A) БР 
样 ,得 到 类 伺 于 06.9) 的 对 应 于 系统 C4) 的 微分 方程 
A = R Cr, 0) = RCO + RKO) 上 上。 614) 
如 果 
r= C, 0) = (Вх + 8,00) + --- 
为 方程 (6.14) 的 解 ,那么 ， 很 明显 ， 为 了 求 EO 我 们 又 得 到 了 求 
aKO 时 得 到 过 的 递 推 方 程 组 ,只 要 将 其 中 的 RC9) 代 之 以 R.C) 
就 可 以 了 . 
此 了 时 仍 有 (和 方程 66.9) 的 情况 一 样 )， 
BO = e, 
象 对 系统 (4) 那 样 ,将 研究 后 继 函 数 : 


D 可 忆 证 明 , 系 统 CD 在 此 情况 中 具有 稻 析 的 积分 ,由 下 形式 的 积分 
ху Air, yy б, 
其 刷 未 写 出 的 项 ,对 * E y PJI 3, КУН, що РЕМАГА 
ЗЧ, ЗВЕНЕ Shi FAA E EE НН — АЕ АЕ, 而 在 它 
41191, аав S EPP Bth 25. 
D RAR ТСП СА) БИДЕ S: ВЕ, 28 u ap ВНЕ EE НЕА, И] 
CHER Е, 
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7 一 Fm, ғ), 

AKER 
Or.) = 02, го} — fo 

BIX RAA ЕЕ 

r = Кл, ro) 
ЕЛА, lnl < po 的 所 有 r ВЕНАХ СН o, 为 某 一 正 
ERRO. 

BERR 1 之 定理 У, TEER, УТ ЖИ 95 A 

的 系统 ,函数 


r 一 FOr, ro) 
ERARE rl < a 之 ro 值 上 亦 有 定义 ,并 有 8 在 这 些 值 上 , wi 
AR SC, го) 任意 地 租 近 ,而 且 其 导数 亦 和 Ст, ra) 之 导数 任意 
地 相近 . 
在 作 了 这 个 注 记 以 后 ,进一步 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 IL 粗 系统 不 可 能 有 满足 条 件 ; 


А> 0, == P, + Q = 0 
为 了 证 明 此 定理 , 用 反 证 法 ， 即 假定 本 系统 44) 有 这 样 的 平 
ВИЖ, ЕП: 
А (хо, 40) > 0, = =0, 


З ПАВЕ, MRE E АДК hr F apina sa, WEHI 
中 ,系统 (4 可 写成 形式 : 
а: = — by + а(х, у) = Р(х, у), 


(6.15) 
A = bx + hle, y) = Q(x, y). 


AW ЗЕ НЕ Жене, ВО РЖИ, a) E 0), 就 是 说 ,平衡 状 
态 或 者 是 复杂 焦点 或 者 是 中 心 . 

现在 证 明 ,在 这 二 种 情况 里 , 可以 报 出 一 个 与 系统 (4 任意 相 
ШЕН К, Евр, НУВ 
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定 系 统 (4) EEKEREN A EE ЖЖ, 研究 变 
СЯ). 
dx 


— = ах — by + р(х, y), 
d: 


a (6.16) 
У 一 ау + bx + Ах, y), 
dt 

Hp ¿>e O СЛИ а 的 符号 ). 


+ 


(то) = J(2=, то) 一 fus 

Я (т) = 022, ra} - ғә 
如 前 已 引入 的 函数 ,它们 分 别 为 对 系统 C4) 及 (C4) 建立 的 ， 且 在 所 
有 有 rot | то! < ох ЖЕУ. 

分 别 考虑 对 系统 (A) 可 能 的 二 个 情况 а) K b). 

a) 系统 (41) 之 平衡 状态 ОСО, 0) 是 复杂 焦点 ， 在 此 情况 中 ， 
FO) 之 展开 式 中 的 系数 不 全 等 于 雪 . Ф onn ЛЯ TRTE 
的 系数 ,并 次 

m = gx; = ++ = ma == 0, aai 35 0, 
为 确定 起 见 假 设 ， 2220 № ann 三 0， 亦 即 系统 (4) 之 复杂 焦点 
是 稳 定 的 《同样 节 可 以 研究 不 稳定 复杂 焦点 的 情况 )， 在 此 情况 
H, И TO) 具有 形状 : 
T(r) 一 СТ +- -Js 
MEAE EIEII n < po 使 得 有 
(ки) < D, 
但 是 总 可 以 取 一 与 系统 (4 7? 其 为 租 近 的 变更 系统 (4 参看 (6.16))， 
使 得 村 应 的 函数 (ло), WAPA rok| zol < о ЖИРЕ 4 (то) 充分 
地 相近 ,并 有 


Cri < 0, 
м — 218, 0 000): 
Ф (н) = (а +.) 
的 符号 对 所 有 充分 小 的 r 《很 明显 ， 都 是 小 于 z BJ) 5 S 


‚424 + 


相同 . f 
mR 20, aset >o, 并 且 可 以 指出 任意 小 
的 x < ra 此 时 


Ф (в) > 0, 
ЗЕ, RIAT: 
Я) > 0, Pir <0 
随 之 ,必定 存在 这 样 的 (то < гр < ВЫ PON=0, m 
然 , 这 表明 : 通过 半 直 线 上 的 对 应 于 值 ”一 +; 的 点 ,通过 一 条 系 
统 (Д) НИ ЖЖ. 不 难 确信 , 2 愈 小 ， 此 极限 环 离 点 
o RGE”. 

СА) НАУ, МЕ O АНЕ ARRE, 给 定 
系统 (4A) 及 所 研究 之 系统 (4)( 参 看 (56.16)) 的 轨 线 划分 应 该 是 定 
性 全 同 的 ， 显 然 , 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 总 可 以 选取 人 口 点 的 这 样 
的 邻 域 ,使 得 其 中 没有 系统 (4D 的 极限 环 , 而 出 上 所 玉 , 当 8 > 036 
分 小 时 ,在 此 邻 域 颗 必 定 有 系统 (4) 的 极限 环 . 

下 面 考虑 系统 (4) 的 第 二 个 可 能 情 汪 . 

b) 系统 (4) 的 平衡 状态 为 中 心 ， 当 š >< Q 时 系统 САН 
ES O 为 复杂 焦点 (稳定 的 或 是 不 稳 的 ， 与 和 之 符号 有 关 )， 
П, AELOR EERE ОНУ, 而 系统 (4) 亦 就 
不 可 能 是 粗 的 ， 于 是 ,定理 得 证 . 

很 明显 ,出 证 有 明了 的 两 个 定理 К По, НА НЕ 
‚ПЖ: 1), 2) 及 3) 型 的 这 些 平衡 状态 是 粗 的 ,其 含 
XO: ERED 在 这 种 平衡 状态 之 充分 小 涡 威 内 的 雪线 划分 ， 
和 与 系统 (A) 充 分 相近 之 系统 C3) 的 轴线 划分 拓扑 全 向 ,而 旦 和 被 此 
УЕ. ЕЯ, SRACOT О аач К, 
ВА бо, MEA 五 的 分 看 线 和 系统 (4 
ин оао Ван”. 


ПЛИС FERE ОА. 
2) тали EERIE ВЕНЕ НИЕ НЯ, 
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3, 简单 极限 环 和 复 淋 极限 环 .。 粗 极限 环 ， 现在 进一步 讨论 
闭 轨 钱 应 满足 的 条 件 ， 在 此 条 件 下 ， 它 可 以 在 粗 柔 统 中 存在 为 
些 首先 考虑 任 一 闭 轨 线 的 邻 域 ,此 闭 轨 线 不 一 定 是 粗 系 统 的 轨 线 ， 
下 面 进 行 的 研究 ,和 复杂 焦点 及 中 心情 况 进行 的 讨 沦 类 似 。 这 伴 ， 
令 Li 19088, 


r= p(z), y = фб) 
JE- РИН Е, r ХНУ Я. 
2558—25 078 р, ВОВУ L, НИЕ о, Наба о 
于 其 内 部 。 令 < ARR LZ% B. 
= fls) 
ЖЕ БАЗ ЖРО ЕН У 57). AAR ФК, 
АХ РС) КИС) НОЕ s ИЖС ЕВ У в 78 3 м). 
WE з ХХ РЕВ Е E Q K 2 3532 + ВИН, ПЕ 
НОУ О НАУ, DZ 0, 
(т) = Кя) — зо = 0, 
ЕТЕТ РН, gu aE iB К А ASE SE БА, ВЕС 


看 第 V 章 87), 当 4<0 时 , 即 当 (经 -) 之 1 因而 (sw) 之 0 时 ， 


雪线 Lo 是 稳定 的 极限 环 ,而 当 > о 时 , 即 当 (2) >, Am 
ше) > 0 时 ,加 线 志 是 不 稳定 的 被 限 环 ， 
在 此 二 情况 中 , 值 (= o 都 是 方程 FO = 0 的 简单 很 ， 所 
以 在 4 ss 0 的 情况 中 ,极限 环 称 之 为 简单 极限 环 ， 
现在 讨论 特征 指数 一 0 的 情况 , 这 种 情况 在 第 V 章 ç 7 未 


HPE, и 2 = 1, 因 而 Ф706) = 0， 在 此 情 帝 里 ， sn 是 
方程 式 T) 一 0 的 重 根 ， 其 重 数 高 于 一 ， 这 时 会 出 现 以 下 二 和 
可 能 : 

1) 当 e= s Ph, РС) 的 各 阶 导 数 中 至 少 有 一 个 不 等 干 零 ， 


D RELE. MEARE ARR, ER AREA A E A F RA R 
ВНЗ]. 
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由 存在 这 样 的 k> 1, EE 
ШС) = а РОО ру) = 0, ШОС) 2 0, 
因而 我 们 将 有 : 
WE = (ç п) Са) + (ç — РАТЬ) + ---].* 
此 时 总 在 在 着 这 样 的 q> 0， 使 得 对 所 有 措 于 ”有 皇 满足 不 等 式 
[ғ — sal = 4 
49 s (8. ШС) TETE ЯКЕ, EER БЕ ВСЕ Е A 
Ня = 四 ,内 有 一 条 闭 轨 级 与 之 相交 , 它 就 是 我 们 研究 的 


WE k РИН. BE (я) < 60。 于 是 当 < В, 
С) > O, Ш К) 25, 
而 当 s>s BJ, 
ШС) 0, HB Ко < s, 

PSI, RE: 上 每 一 个 后 继 点 到 点 8( 闭 轴线 L 和 线段 1 ВУ 
交点 ?的 虐 离 ,小 于 其 前 行 点 到 吕 的 距离 ， 因 为 按 后 释 冰 数 的 构造 
方法 ,可知 后 继 点 对 应 的 时 间 值 : 大 于 其 前 行 点 白 对 永 的 时 间 z, 
那么 注意 到 : Г. 是 和 无 切线 良 :上 小 研究 的 那 一 段 相交 的 唯一 
闭 轨 线 ,根据 本 章 之 定理 I. ЖЕНЫ, ЕТ L. BJ. 1 Z 
AB О, М :一 十 oo 时 趋 近 于 极限 环 Lo 此 极限 环 
Li аена) Е, 

WE (я) > 0, ВУЗАИ, 可 以 证 明 , 任 一 与 
RE 1 之 交点 和 点 只 其 近 芍 部 线 ， 当 + 一 — co 时 趋 近 于 极限 环 
Ls。。 此 极限 环 是 一 个 不 稳定 的 ( 麻 重 ) 极 限 环 . 

现在 假定 站 是 俱 数 .那么 ,对 所 有 的 s <, 由 于 ЧС) 的 
符号 不 同 ,或 者 PO > 0, BD JG) > 5 СОЖ POG) > 9), Я 
A (с) < 0, B] ¿G < + СНЫ С << 0)， 紫 时 不 难 证 明 ， 
оС) > 0 时 ,所 有 轨 线 ,如果 它们 和 线段 i 之 交点 对 应 于 值 


* хо Ро ЖЕ, ФРЛАА АНК М. — ЕЕ. 
О 由 于 在 这 更 讨论 的 情况 由 ， 芒 5 有 一 1， 所 以 显然 不 能 谨 用 竺 Y 章 57 中 进行 
的 讨论 ， 
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ре, Ш; +оо 时 趋 近 于 Lo MURERE i 的 交点 对 
应 于 值 :之 я, WA :一 一 co ВАТ Го; 当 0С) < 0 时 ， 
则 情况 完全 相反 . 

很 明显 ,在 所 研究 的 情况 ( 候 数 К) ВА, 极限 环 Го 是 不 稳定 的 . 
但 是 这 种 类 型 的 家 限 环 常 称 之 为 “ 半 稳 定 的 "( 偶 重 ) 极 限 环 ,而 "不 
稳定 ”一 词 , 仅 用 来 描述 另 一 种 极限 环 ,对 它 来 说 ,入 有 充分 与 之 相 
近 的 热线 , 当 上 -> — оо НЕЕ. 

当 针 这 1 时 ,不 论 太 是 奇数 还 是 侦 数 ,极限 环 都 称 为 "复杂 极 
Ши”. 

2) Ч; = „В, В С) АТЕВ РК 223 РЕ, RAE š 


Ч) = 0, 
那么 显然 ,忠于 (72 是 解析 少数 ,对 我 们 研究 的 所 有 的 :， 有: 
ts) = 0; 
亦 即 , 后 继 困 数 为 : 
s == s. 


很 明显 ,这 意味 著 , 所 有 和 上 工 ,充分 相近 的 轨 线 都 是 闭 的 ， 

为 了 使 上 面 的 论述 其 有 请 晰 的 几何 形象 ,作出 拉 痢 尔 图 ,就 是 
说 ,研究 以 3 及 :为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 ,并 在 此 平面 上 研究 表示 
JS 3680838 


s= fs) 
的 曲线 以 及 直线 了 一 *， 闭 轨 线 对 应 的 * 值 满足 

Fs) = f, 
亦 即 ,曲线 了 一 JG) 与 直线 了 一 BAUNA С. wae 
ЗЕНА а, ПЕНН Е. Аа, НИ 


нн) = MRKAR REER ЖАН, ARRA 


ЕЖЕ, ЯНИ, АНН $ = JG) 与 直线 
#5 一; 重合, 则 这 正 是 情况 2)， 

我 们 将 阐明 ,在 粗 系 统 中 不 可 能 存在 下 述 两 种 际 轨 线 , д 
RIRE АЕ GAN D), 以 及 邻 域 中 全 是 闭 轨 钱 的 闭 轨 线 (情况 25). 
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预先 作 几 点 注 记 ， 

АС) ВЕНУ В 1, 对 于 和 系统 (4) 充分 
相近 之 变 多 系统 C4) 来 说 , 仍 是 其 轨 线 的 无 切线 良 ， 此 外 , 如 果 参 
数 $ КИ я № 51 (я < s) МАНЕ Г CRATE Е ИРИ, М 
按 附 录 1 的 定理 TV, 不 难 证 明 , 在 1 上 的 所 有 满足 s 5 =< 5 B 
s 值 上 ,可 以 决定 一 相应 计 系 统 (4) 的 后 灵 函 数 : 

s= K). 
根据 附录 I 的 定理 VY, 不 难看 出 ,如 果 系 统 (4) 和 系统 (4) 租 当地 
接近 ,这 个 函数 江门 及 其 导数 PG) 分 别 和 函数 JC) 及 其 导数 F G) 
的 差 可 任意 地 小 ， 

考虑 到 以 上 所 述 , 自然 可 以 期 待 ， 特 征 指数 为 零 ( = ОЖ 
Учи, БРА 工时 的 情况 1) 和 情况 2), 在 粗 系 统 中 不 可 能 存在 . 
事实 上 ,假定 R. 是 曲线 $ = JG) 和 直线 +=; 的 公共 点 ,而 它 对 
КЕ ЕЖУ. НЕ = JG) 或 者 在 R 点 上 和 直 
线 了 一 :+ 有 某 重 的 切 点 (情况 1)), 或 者 和 直线 重合 (情况 2》)。 但 
是 在 这 二 种 情况 里 , 可 指出 一 个 函数 了 二 了 Cr， 它 和 函数 Ко 任 
RHH, HERRAR ER, EEE R, BEAMER 
内 ,或 者 出线 一 Ko MER =; 的 交点 多 于 一 个 , 或 者 二 者 
没有 一 个 交点 (在 曲线 s= JG) 和 直线 了 = 二， 之 切 点 为 偶 重 的 情 
HA, SAA 313, 以 及 二 者 重合 的 情况 中 )。 此 外 ,如 时 我 们 能 够 
说 明 , 存 在 着 和 系统 (141) 任意 相近 的 变更 系统 (人 六), 是 六?) 为 其 在 
Яе ВЕ г 上 的 后 继 沙 数 , 那 么 很 明显 , 这 就 表明 ， 使 系统 C4) 的 右 站 
有 一 适当 逃 择 的 任意 小 的 改变 ， 所 研究 的 极限 环 或 者 将 分 成 几 个 
极限 环 ,或 省 自己 也 将 消失 (# 为 个 数 的 情况 和 情况 2))， 显 然 , 从 
此 可 以 得 出 结论 : 系统 《4) 不 是 粗 的 。 这 样 ,要 证 明 在 粗 系 统 中 
ЖЭ ЛЕ k ERRIN > 0), 可 以 用 建造 变更 系统 C4) 的 方法 
FET НИ, ЕДЕ СЯ НЕЕ Ко 就 具有 我 们 所 需要 的 
性 质 ， 显 然 : 这 种 证 明 ( 下 面 将 给 出 ?和 定理 工 的 证 明 十 分 相似 . 

下 面 进 行 严 格 的 论述 。 洗 提 击 一 个 辅助 引 理 ,但 不 予 证 册 ， 

НВ. ЕЯ тало PUR 
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= Ftx, у), 
它 育 不 低 于 二 Я В: 1) Fep, $) =0 IER 
z= F(a, УЧЕНИЕ L, 的 点 上 等 TE); DLE p HUF Ce 
2) ] 2 0. 

这 个 引 理 的 论断 有 十 分 管 单 的 几何 意义 。 那 就 是 ,在 x, у, z 
空间 研究 一 具有 引 理 所 述 性 质 的 函数 一 F(x, у), АЯ 
示 一 光 潜 的 曲 醒 ,这 个 曲面 通过 平面 x, у 上 的 轨 钱 La, 并 且 按 2) 
在 的 所 有 点 上 ,者 不 和 平面 +,y RE, 

瑰 在 来 证 明定 理 ， 此 定型 将 绘 出 闭 扫 线 能 在 粗 系 统 中 存在 的 
必要 条 件 , 亦 即 ， 粗 闭 轨 线 "的 必要 条 件 ， 

定理 HL ERRAT, A TEF 


вав, уу t 006, Pla ~ 


т 


НИ. 
如 果 对 系统 ( 仆 的 闭 轴 级 Lo, 其 参数 方程 
r = pli), y = wb) 


满足 条 件 
À = 0, 


会 由 上 记述 ,或 或 帝 这 条 闭 轴 线 是 重复 杂 极 限 环 (% > 1) 《情况 


1) 为 了 证 明 有 具有 引 理 所 述 性 盾 之 计数 Ех, s) AAEE, 例如 , 可 以 受用 下 述 方 
E. 研究 兽 在 第 V 67 В ЗН АМН. ИН s= НИ, 
ПЕНН, НЕЕ “一 0 ЕВ ARNA Е Го. ЗЕЕ L. 的 各 点 上 , 即 当 
о =+ 0 Пре РЕН АВЕ, БА 

P= PD р) Ф) 
Pn) + гр" a) pla) 
ПАР. WMH Lo KAABA, ALE = 3 x, y МА: 
и = Ф(х, у). ДЖИ и = (x, у) АЕ, ЕЕ L. 的 基 
PRE, B.ZE Го НЯ ЕТ, 此 外 不 难 证 明 ,函数 Dr, уу 铺 足 本 引 理 中 
的 条 件 . ЖЕ, В ФС, y) RENAR L HEDRA ЕН ЯР. 
ЧЕН ЕЕ НОВ Г. М. ЗЫН TRE НЕВЕ, 1—6 
ЕСУ, ПЕНИЕ, D ДА АЈА E BER F(x, y), CARTAS 
САВЕ SC HR EAE, НЕ ОКН ЕЛА ФС, 重合 ， 
TRAJE ЩАТ Е FCx, y), АВГА АТ ТЕЕ А) 
KERHA, 
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D), LEEK L, 的 邻 域 ,其 中 除 L, IRRA RERNE, RAN 
APRE L 的 邻 域 中 都 是 闭 的 ， 先 研究 情况 1), 

为 简单 计 , ТА ВЕ 1 ЕЕК +, 此 线段 和 闭 轨 线 Lo 
的 交感 对 应 着 值 + 一 0， 和 前 面 一 梓 , © 了 = JG) 为 线段 7 上 的 
HARAR, B. FOG) = JG) — s. 显然 000) = 0, HERRI 
ih, WO) = ФСО) 一 一 CO 一 的 POY = 0 
QHURA, MALERO JAER, 假定 rea) > 0 
rE о 情况 中 的 讨论 完全 类 似 ). 

定理 论断 之 证 明 ， 下 面 将 这 样 来 进行 : 先 研究 一 辅助 变更 系 
ЯС ЛА ВТ ВА, 然后 研究 一 个 与 其 任 意 相 近 的 系统 ,这 
个 系统 的 右 端 已 经 是 解析 函数 . 

我 们 将 研究 的 辅助 变更 系统 (其 右 端 为 非 解 析 阔 数 ) 有 以 下 形 


状 : 
P = Р(х, y) + )F(x, DFC, y) = P*(x, y), 
4 (6.17) 
+ = Qlr, y) + 1F(=z, Е, (х,у) = O*(x, y), 


其 中 4 Л, А FO, y> 满足 上 述 引 理 条 人 性 ,于 是 在 所 有 精深 
和 ,这 个 系统 的 右 问 具有 有 连续 的 一 了 信 导数 (这 里 ,函数 FCx,y) 根 
据 引 理 要 求 具 有 直到 二 阶 的 山 导 数 ); 系统 86.17) 我 们 将 称 之 为 
“系统 AD” 
НА Р(х, у) 的 选择 ,有 
ЕС), Jp(2)) = 0, 


= pl}, у = ф() 


TR, 


t м5" =0— 8, 

D 这 样 的 系统 我 们 以 前 漫 有 研究 过 。 亿 是 如 打 系 统 右 端 虽 不 是 解 折 函数 ， 却 有 连 
SEEI 0. 那么 这 种 系统 满足 附 录 [ ЛЕН Г СЕНЕ ИЕ ЕР 
BERIL WERA EZEK ПОМ 2)ВЧЬА Ў Fe, УМНИК, А FEN 
ВЕСУ НЕ Са) ERTI. ЖЕ ЕРТЕК КОМЕ. TEA 
MESAER H 1) K. 2) 的 解析 函数 在 在 一 事 的 产 格 证 明 ， 较 之 下 面 进行 的 论证 
Нави. 
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TERADE, КЕП, MA Lo 亦 是 系统 CAP) 的 轨 线 、 很 明 
显 , 对 所 有 充分 小 的 1 系统 (4 汐 将 与 系统 4 全 任意 直 相 近 ， 将 只 
考虑 甚 小 的 А СДА < п, 此 外 汪 为 延 当 远 定 的 常数 ), 对 这 些 д, 
Er 了 们 为 系统 4048 的 无 切线 让 。 令 
s= (5, А) 
为 对 系统 CAF) 所 作 的 线段 1 РЕКЕ, НН 0905, 2) = 
С.А) s, | 
ЖИРА ВЕС АННА ВАХ В РЕНА г = СУ, А), Eh, H 
FHA L 同时 是 系统 (4 及 系统 (全 ;的 轨 线 ， 我 们 可 采用 同一 山 线 坐标 系 
(ЕЖУ 07), ВИН. НОЯ 


于 方程 (5.56) 的 方程 为 F = (и, о, A), ИМ = = 0 时 取 值 :的 解 为 


e= Ф*(и, s, AN RE TRIERER ERB: EES а 一 0 上 的 一 
АВЕ). TEGAR CG, А) = Pr, s, Дт ERAPR 之 运动 的 
М). BRADEN AAR Ф*(т, +, А), ЗЕ, 则 
ВИЗ Ш, 2) = РА) — s ЖДЕМ, ПЕН $7 中 进行 的 
讨论 这 里 就 未 能 沿用 了 :那里 利 用 了 这 样 的 事实 ; ВА 时 [es о, AJAI Ф* (м, 
zs НПА БВК), ЗЕ TEEBA RAR: (ae, e, 4) 必 有 连续 的 一 阶 售 导 
数 。 从 此 按 熟 知 的 定理 可 知 , 闲 数 @*(s, ғ. 43) 对 :有 连续 的 导数 , 且 此 导数 
为 下 微分 方程 的 解 ; 


d OF+ _ Əz* OP 


Ян ӧз Br ó ` 
利用 这 个 方程 式 , 和 第 五 章 $ 7 第 3 小 节 一 样 , 得 到 : 
о) = el СР +o, 
ВЕНУ 工 的 定理 V, 24 А ЛКИ 0, 1) 及 其 导数 和 函 
数 WW(s) 及 其 导数 任意 地 相近 . 由 于 雪线 (АВВ, 
显然 ,我 们 有 : 


TO, 42 一 0. 
下 面 我 们 来 寻求 FUO, А) 的 表达 式 。 注意 到 P*(x, у, 4) 和 


А = Lf (Pi + Оу) de = 0, 
т Ја 


我 们 将 有 : 
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тгрж? ж” ер р: 
КР Фу O «Ху bdt 


O, А) = e J > 0, 
以 及 
BA) = е (Jupa Fa _ i. 
TAk, Аз EA: APARER ACAD RIR RRR, 
Ан ¿< о 时 是 稳定 的 , 当 4 > 0 时 是 不 稳定 的 . 
RRA 


1200) >= 0. 
є 
(з) = ОСО) + ---, 

Втр ар НӘ RERI < > 0 Ca 可 选 得 尾 意 地 小 ), 使 得 此 时 
(я 2» 0, 
但 对 所 有 充分 小 的 4 Н, АЖ (е, 1) ЖЕ 9 ЕВ 
小 ， 所 以 也 总 十 可 以 二 一 固定 的 АСА" 的 绝对 管 可 皮 得 任意 小 ， 
符号 任意 ), 使 得 我 们 有 


ФД) > 0, (6.18) 
但 如 果 4* < 0, ИР: 
pE, a == ç — 1 =< 0, 
因而 ,在 此 情况 中 总 可 以 选取 这 样 的 s >> O(s; < я), 使 得 有 
(а, АЖ) =< 0, (6.19) 
人 [6.18) 和 56.19), 显然 可 以 推出 , АСАН, РУТА, ZF, 
ЕН РУ, ВНЗ Гия ЕН] (ЛГ Я = Z 
mal, 
ла. НР 
ШО дк) = D, V0, 4*) < 0, 
总 是 可 能 指出 一 个 s < 0, 使 得 ШС, 4*) > 0, BJ EG, 1559 
90191 и < < EXET, ИАС 亦 又 有 一 条 


д* [ЕР +E di 


1) Ех FtG, офи, 
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ELR СЕК L, 外), 它 和 线段 工 在 十 开 区 癌 里 相交 *， 
НЕ ЕЙ А, 起 可 以 指出 一 变更 系统 (4) 
Sr = ВО, у), S = 0,5. (6.20) 
Яра х М y КИА, H ЗАСА КРМ. HLE 
ФС) > D, FGD < 0, la) > 0, 
Eh ФС) СЛАНО, MEO 类 似 ， 那么 必定 存在 
2431 EB s, №. s і, EE 
EGD = 0, FG) = 0, 
MERA CD НЕРЖ: УЗБ АННУ СЕН 
Ш В ERMET я K М). MERER У ААВ А 及 5s, 以 及 
和 系统 44 刀 壳 分 相近 的 系统 (7)。 KEAR, 使 得 此 系统 (4) 
和 系统 (4 任意 地 相近 ,而 此 系统 的 上 述 闭 轨 线 位 于 轨 线 Г. ВЕ 
рч. Ла ЕН, АСА) Жага н”, 于 是 
对 慌 癌 1 六 复杂 极限 环 ? 定 理 的 论断 得 证 . 
在 情况 27 中 , 即 所 有 有 轨 线 第 闭 的 情 沈 中 ， 考 虑 同一 个 辅助 非 
解析 系统 (A#¥3， 和 前 面 一 样 , 有 : 


A торж" k 
со, 4%) = е По оў 


因而 ,函数 E (5, 4) 在 所 洲 虑 的 值 * 的 开 区 间 上 不 恒 等 于 零 ， 不 
难看 出 :此 时 对 任 一 系统 (4)。 它 有 解析 右 端 且 和 系统 (3 充分 地 
相近 ,对 应 的 0) 亦 木 恒 等 于 零 。 但 这 意味 着 ， 与 所 考虑 的 那 一 
段 无 切线 惨 相 交 的 ,系统 (六 ) 的 所 有 轨 线 , КРИ. НЕ 
够 指出 这 种 和 系统 C4) 任意 相近 的 系统 (3), 它 具有 上 述 性 质 ， 那 


* НН: С, Аул), ШО, Д) DAY A 0, 
т, 4%>0, 0, ЖЕНУ Нас To НЕ. 
AMEK G, а) ЕС) Н-928, EE Lo MAAA ECAN, TEE 
АН. MUER ARETE (53, 52) 上 除 L БЯ ВЕ, ЕРА Хи: 
ик, APDO, РС, ALO, ШС A 
HARHA D 2 РН, Ba E M RLO ОС) 
<U, 70 20, ИПС за) ЯРУСА 1), En 上 亦 有 一 条 
— Wik, 
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ДЕМАК) рау", 

当 系 统 (4 之 极限 环 L. je Т ЕАУ, ВРЕ А е 0， 
ВН РО) 1 K O 2 0 时 ,这 个 极限 环 是 АЈ”, ED 
是 说 , БАЛИНА FE. etah, ЖАК Lo 
的 ,曲线 了 一 f(s) 和 直线 了 一 :的 交点 Re， 是 一 个 简单 的 交点 ， 
АВВ, 在 此 点 上 曲线 ?了 一 A” 不 和 直线 $ = ғ Е, Яр НИХ 
s= IG, 4) 将 和 直线 了 二 有 一 个 且 仪 一 个 公共 点 R, X =} 
(s, D ХИТЫ: АВС, 而 fs) НЕС А КОХ 
其 导数 了 (Cs) 充分 地 相近 ,点 以 也 和 R. 任意 地 相近 ?， О, 
可 得 结论 ,在 任 一 个 和 系统 (4 充分 相近 的 变更 系统 (人 中， 将 存 
在 一 个 且 仅 一 个 被 限 环 LFT, CRRA) 的 极限 环 Lo 是 任意 地 
接近 的 ， 由 于 TG) 和 rOG 相差 得 任意 小 , НОВИНОК L, 是 稳定 
的 , 则 此 极限 环 Го 亦 是 稳定 的 , 如 果 极 限 环 L, 不 稳 定时 ,了 亦 是 
不 稳定 的 ， 

此 外 ,在 上 述 基础 上 ,不 难 曾 明 , 在 极限 环 L, 之 某 邻 瑾 上 ， 系 
ВЕСОВ ВЕНЕ. 

MER РЕНИ ЕА ИЧЕ Н, НИЕ 
ЗАА ОЕЕО ГРЕК. МИНЕТ, Я 
简单 与 复杂 平衡 状态 岂 及 简单 与 复杂 极 眼 环 ， 其 邻 域 上 的 轨 线 划 
分 可 能 是 全 周 的 (例如 , 奇 重复 杂 极 限 环 和 篇 单 极 跟 环 的 机 线 划分 
=. 

4. 粗 系统 中 鞍点 分 界线 的 性 状 ， ВИЕ Жанна 
能 夺 在 的 嚼 一 种 奇 轨 线 ， 那 就 是 鞍点 的 分 界线 ， 粗 性 的 要 求 闻 样 
弛 亦 对 通 点 分 界线 的 性 质 加 上 了 一 些 限制 。 如 果 获 点 口 的 一 个 分 


D 在 极限 环 为 偶 重 的 情 讽 ,以 及 情况 卫 单 ， 押 果 引 用 本 章 定理 IY PERNAH, 
即 这 样 的 系统 ,其 向 量 是 将 系统 (4) 之 条 县 培 转 过 其 一 常用 人 角 而 得 到 的 ,那么 报 
性 的 证 明 将 是 十 分 简便 的 . 
* 原 书 为 f(s, 各 -一 - 泽 着 注 ， 
2) ARAD, AKAR KO 与 FG WEDER, 而 其 导数 Го Броне 
TERREN, 
** EP 1. ЕЖЕ, 


x 
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界线 当 s- + oo ИРИ K. ПИ O> 一 co НН 
НОНО OZB A). A ГЕ A, EaR 
E H ЕЈ, 

定理 IV. PRAE PTE ЕЛ Беа НОА AR. 

为 了 证 明定 理 , 用 有 反 证 法 , ВИННА СА ТЕА Л 
р О 55—169 O 的 分 界线 (作为 例子 ， 戎 看 图 299), 或 存 
在 着 回 到 同一 般 点 的 分 界 级 (参看 图 293), 

研究 第 一 种 情况 (对 分 界线 回 到 同一 榜 点 的 情况 ,研究 过 程 完 
Ф) .以 了 表示 系统 C4 的 分 界线 , 它 是 从 款 点 0 到 散 点 上 0' 的 . 

ЕЕ АЕ: 


4х р. aQ, a = 0 + aP. (6.21) 


称 此 系统 为 系统 (3。)、 不 难看 出 ,系统 CX.) 的 平衡 状态 所 在 的 屠 
些 点 亦 是 系统 (0 之 平衡 状态 所 在 的 点 《反之 亦 然 )， 因 为 只 有 当 
同时 有 


P=0, б=0 
у, 
P— 00 = 0, О + aP = 0 
才 可 能 同时 成 立 ， 在 给 定点 М(х, y), 系统 (4) ZE RER 
系统 (4,) 之 雪线 的 切线 间 的 夹 衣 中 的 正切 ,显然 为 : 


В tgp 对 域 G 中 的 所 有 点 都 是 相同 的 . 

我 们 将 说 、 系 统 (4.) ЗЕЕ НОУ ЭС НИНЕ Е 
过 一 常 角 度 ( 正 的 或 负 的 有 赖 于 «之 符号 ). 

HERE, ROR O 亦 是 系统 (4.) ПРА. НХ 
假 没 ,系统 CD 是 粗 的 ,点 0 及 О 亦 应 该 是 系统 4 的 鞍点 , MA 
RDP, PARM OR 0 的 分 界线 工 。 总 可 以 取 黄 小 之 s>, 
GEIF СН в MRE Eh Y OR О’, 不 再 有 系统 CA) 的 其 他 平 
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BRE АНЕ О — F spna s СВЕ V == 5 8 示 性 数理 
论 的 推论 Г Х ID, ДУГЕ ГЕН ВЯ, ЕВЕ Sr А 
统 CAD ZEAE Oo OO AAR. АТУУЛ АВ а, 系统 
(A. 的 分 界线 L. 将 全 部 位 于 工交 е BRZA. ИН, ДЕ 
上 帮工。 或 者 有 或 者 设 有 公共 点 . 

先 假 定 它们 没有 公共 点 , 并 研究 简单 闭 曲 线 Co ВВЕ L, Las 
йан ORRUA O НН. ЕЩЕ А А ОУ РЕ, 
LP е ЧУ. RE СА.) 的 分 界线 La ПАА СИ) ЕЛ8 
йе" СА) 的 向 量 场 相对 系统 Ca) 的 向 最 场 沿 
同一 方 册 有 一 常 转角)， 于 是 系统 (4 之 轨 线 向 同 一 方向 穿 过 L... 
在 所 有 这 些 和 Г. 相交 的 系统 (<4) 的 轨 线 中 , 必 有 昼 于 四 鞍点 O 到 
0' 之 分 界线 者 。 $ L 为 这 样 的 雪线 . 显然 在 L 和 工 ;的 交点 处 ， 
г? RAS z 增加 或 者 当 z 减少 时 进入 Со 之 内 部 ， 假定 当 г 增加 
时 , ЕЛ С, ZARE BER z 的 继续 增加 ， 它 已 经 不 能 再 从 C, 
中 罕 出 ;办 为 它 不 能 和 工 相 交 ( 因 为 和 5' ЕСО), 
同时 它 亦 不 能 穿越 L. 从 Co 中 出 来 《因为 它 这 时 应 以 相反 的 方 站 
Ж 2. а). РТИ 4 1 一 十 0 上 时, L° НЕВЕ, Ба 
合 全 部 位 于 Ce ZA, WA, LAJE ВН. НАНА 
可 能 有 任何 的 极限 集合 ， 因 为 根据 这 个 倪 域 的 选择 ， 其 中 没有 异 
TOE O 的 平衡 状态 , 以 及 系统 C4) 的 任何 一 个 整 闭 畦 线 ， 其 中 
亦 不 可 能 有 类型 Ш 的 极限 集合 (参看 本 章 š 2 第 5 小节 ), 因为 不 
难看 出 ,在 这 样 的 极限 集合 里 ,必定 至 少 有 一 个 异 于 工 的 从 鞍点 吕 
到 0 RRR MERAB L e ИАР, T Lo ZIRDA 
再 有 整 分 界线 了 ， 

于 是 ,我 们 导出 矛盾 ,因而 在 所 研究 的 情况 中 定理 得 证 . 

ЕЁ № L. 有 公共 点 的 情况 下 , рс НН Co, 
ЕЕ О АТИ О Е Г. № Г. НУВ ИН БЕГ, № 工 ,组 成 
的 (或 者 C ЕЕ НУХ ИИ” Е. 工 。 的 二 段 组 成 的 )， 并 进行 
完全 类 亿 于 前 面 记 进行 的 讨论 ,就 可 在 此 情 秽 中 证 明定 理 的 沦 断 . 

5. 粗 性 的 必 赛 及 充分 条 件 ， ”总 合 得 到 的 结果 ， 可 以 提出 以 
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ТАС G Vq m Bh ЕЕ: 

L 在 域 G 内 只 能 有 徐 音 5 粒 的 ) 平 街 状 态 , 即 这 样 的 平衡 状态 、 
ЕЕ ЕЕ РТ. ТЕЖ 
刻下 : Е GAREA PARE x = хо K y = yo: 

a) 对 它们 : 有 
Р.Схе yo) Ру(хо» yo) =. 0: | 

О.Схо у) Охо, yap | 

b) 10086424 A > ü o = [Piken уо) + Qy xu, y] = 0, 

Y. ДЕ G АЛЕН АСИ Е BERIETE SKOR y 2 RSJ 
ВИ ОНАН: 在 域 G 里 不 能 有 这 样 的 周期 
运动 : x = play = ФО) ФС + т) = pa), pG t r) = pel, 
对 它们 ,有 


A 


в = 1f (P, + ода: = 0. 
T Ú 


ш. ER G ЖЕ. 

直 于 这 些 条 件 ,在 粗 系 统 中 , МЕ 
单 (六 的 ) 平 衡 状 态 ,简单 ( 粗 的 ) 极 限 环 ,以 及 衣 点 分 究 线 ， 它 的 一 
端 趋向 于 焦点 、 结 点 .极限 环 、 或 者 此 分 界线 于 某 对 刻 ， 到 达 无 切 
环 边界 (CG 之 边界 ). 

避 然 ,此 时 六 系统 中 的 极限 集合 只 能 够 是 平衡 状态 航 限 环 . 
事实 上 , 如果 鞍 点 分 界线 是 极限 集合 的 话 ， 则 不 难看 出 , 它 应 
该 是 从 艇 点 到 鞍点 的 ,而 这 在 粗 系统 中 是 不 可 能 的 . 

于 是 , 粗 性 经 求 不 允许 奇 轨 线 具有 复杂 性 ， 上 述 条 件 1, U E. 
三 是 给 定 系统 之 粗 性 的 必要 条 件 ， 

可 以 阐明 ,这些 条 件 也 是 系统 具有 粗 性 的 充分 条 件 ， 也 就 是 
说 ,在 粗 系统 理论 中 有 以 下 基本 的 逆 定 理 " 

定理 V. ая 


D і ЕАН S. НЕТ ЕЛИ, ВХ ЕНН ШАС 
АВЕ GT) SBS HES BSV, 
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dx _ dy 
3; Р(х, y>, Jr 
TRG TOTA EJER DEN: 


ве `. 


= OCr, y) 


+ + = = С 


e. < w è a ` FE wu è p ww + a =< же 


虽然 不 预备 证 明 这 个 定理 ,但 我 们 运 将 对 它 作 一 些 说 嫂 ， 

如 果 有 某 动 力学 系统 ， 满 是 条 忻 1), 2) МЗ), 是 粗 的 话 , 28 
么 ,其 右 端的 不 大 变化 不 会 改变 它 的 轨 线 划分 之 拓 盾 结 稳 ,只 不 过 
使 整个 这 个 划分 有 有 “小 变动 "” 但 是 当 条 件 1), 2) БЗ) ДН, 
ИРЕН: ЕСИ) 2 2 ААА ЗРЕЛА е НАИВ 
A KAEM а УА СО РЕН ЕЯ 
后 面 ) 时 ， 个 难 证 明 ， 当 系统 C4) 有 端 有 不 大 变化 时 , ВВ 
法 , 当 换 成 变更 系统 (人 时 ， 奇 雪线 不 改变 自己 的 性 质 , 而 仅 有 小 
的 变动 。 这 个 事实 使 定理 的 论断 几 柯 .上 十 分 清晰 ， 为 了 严 攀 地 证 
明定 理 ,需要 对 任 一 个 和 系统 (4) 充分 相近 之 变 责 系统 (4)， 实 际 
作出 域 忆 到 其 自身 的 这 种 映射 ,使 得 在 上 比 映射 下 , 系统 (人 的 轨 线 
映射 为 系统 C4) 的 轨 线 , 且 对 应 点 科 此 间 的 距离 可 和 性 意 地 小 ， 

6. 粗 系统 中 可 能 轨 线 的 分 类 . ”进而 讨论 粗 系统 中 的 可 能 轨 
线 的 详细 分 类 ，, 

此 时 为 肯定 超 见 ,假设 系统 C4) 的 所 有 轨 线 , 在 作为 域 G 之 边 
界 的 无 切 环 的 各 点 上 ， 随 时 间 * 的 增加 者 进入 此 感 。 我 们 得 到 轨 
线 的 16 种 次 型 (在 图 304 上 人 这些 类 型 的 轨 线 都 表示 出 来 了 ,并 标 有 
相对 应 的 号 码 ). 在 十 表 中 ,这 些 轨 线 的 美 型 又 分 成 开 个 基本 类 型. 


СЛЕ Тае ) ILER 
па) (1) 
i. жанка ЯС) (2) 
вон (2) 


* ваня“ ашу РИА” — ЕЕ, 
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П. 3 限 Ef 


{稳定 的 (4) 


АЕ АЈ G) 
MIE ARAARA ВН (5) 
其 不 稳定 极限 环 倒 缠 开 的 (7) 
HI. 分 я R DL ELLE А СЙ (8) 
扑 近 于 稳定 焦点 或 结 点 的 (9) 
Жала АО (10) 


арасына" 


IV. зар TRA 


(iraran x N AT F (11) 


аа Ва SF a2) 
通过 无 切 环 这 界 进 入 域 G 的 (3) 
о (ri) 
Ve 总 风 二 了 定 极限 4 从 不 稳定 极限 环 个 编 开 的 (15) 


Ж БИКР А AR G BJ (16) 


ежа 5 2 ии, Z EQ G у БОН) ЗВ 
TR, р-р АКАН ТАЈЧЕ АСА ле НХ. ИН 
所 有 子 域 可 分 成 两 类 : УС Z DULCIS СЕНО 
FR. 注意 到 上 面 列 出 的 . 钥 系 统 中 可 能 有 的 奇 机 线 ， 不 难看 出 , 每 


一 内 于 域 之 边界 的 组 成 中 ,有 一 个 吸引 元 素 " 或 " 汇 ”, EREA 


р 


结 点 或 焦点 , 或 是 稳定 极 眼 环 ,以 及 一 个 "排斥 元 来 ”或 “ 源 ”, В 


是 不 稳定 结 点 或 焦点 ,或 十 不 稳定 极限 环 ， 


显然 ，“ 了 吸引 元 素 R “ 访 " 就 是 给 定子 域 之 任 一 非 奇 轨 线 的 名 
ВЕСНА, ВЕРЕ” R Е РЕНИ в 0 
限 集 合 的 点 СЕ $3 ил). 在 每 一 个 和 边界 环 接 
般 的 于 域 里 , 仅 存 在 一 个 吸引 元 素 一 一 汇 。 不 准 看 出 ,此 时 不 同 奇 


轴线 的 作用 蚌 不 同 的 ， 


D 可 及 耳 朋 ,存粮 系统 中 ,所 有 非 奇 弱 弘 不 仅 是 轨道 稳定 的 , 亦 是 当 ,一 十 ce 及 当 
ис НЕ. ия, ТЫ гы ось —00) ЕЕ 
f Ui RUR АЕ, T RI 398 页 $3 Ж — vii E eR, по 对 于 当 + 


co — 55) НИНЕ, EAE V E 46。 
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ГЕОС РАО АВ 8 
ТЕА Р, ОНА ЕА. RAN 
衡 状 态 不 可 能 是 源 或 汇 ;和 结 点 一 翌 , 它 亦 属 于 子 域 的 边界 ; BA 
鞍点 对 将 由 平 三 划 分 为 子 威 不 起 重要 作用 ， 但 是 它们 作为 分 界线 
的 产生 者 这 一 点 ， 是 十 分 重 归 的 。 分 界线 (鞍点 分 界线 ) 不 能 是 源 
亦 不 能 是 汇 ,它们 是 属于 子 城 边界 的 ,并 对 相 平 面 划 分 为 子 域 这 一 
点 ,起 着 重要 作用 ,可 以 这 桩 说 ,分 界线 是 “分 水 洽 ”, 它 将 福 基 不 疝 
的 轴线 分 隔 开 来 。 对 家 平面 划分 为 子 域 ,极限 环 起 肴 重奖 作用 , 它 
了 时 是 吸引 元 素 (o 极限 集合 ) 或 排 床 元 素 Ca RREA). 

ЗИС ЖЕ $ 3), 如 采 我 们 知道 了 全 部 奇 轨 钱 ， 则 六 
ГРА RRRA RRRA, AT ERIR ES 
Ве Етна 1 д НЕН EEG h H: 
АО), ВА, KEARE IESS b З ВН 
ЗЕЕ, ЯКУП, НЕЕ ЕВЕ ss gs BEES, 

ТЕК FHER, TARAKEA 
РЕН ревел. ЖЕНЕВЕ 
-FAN жора Ва К, И A aE] 
的 子 域 ,我 们 还 将 把 它们 分 为 二 类 ; ВЯ, пзе — 26 ТЕЛЕ 
ТАСА ОРНА Е ), EIE 
mp 将 称 这 些 子 域 居于 同一 类 ， 

可 以 证 明 , 在 祖 系 统 中 ,于 域 的 可 能 类 型 是 有 限 的 ， 

不 预备 全 面 匈 研究 所 有 类型 ， 只 分 析 一 些 简 草 的 情况 。 先 对 
不 与 无 切 环 接触 的 内 子 域 进 行 分 类 ;此 时 , 利 月 将 变 为 一 : 而 得 
到 的 子 域 ,我 们 奖 不 计 4《 当 时 间 这 样 改变 时 ， 沿 "分隔" 胃 线 之 运 
动 的 方向 区 及 吸引 元 索 和 排斥 元 素 的 稳定 性 都 将 变化 )、 任 反 一 
子 域 ， 此 时 可 能 有 以 下 二 种 情况 : 


13 拓 扯 映射 分 为 二 类 : 一 类 是 保持 钱 疝 不 变 的 孔 撕 , 另 一 类 是 改变 堵 向 的 贞 射 (用 
另 一 术语 米 氢 述 一 一 保持 方位 不 变 的 跌 射 及 政变 方 拉 的 肌 尉 》, 
БЕ ВА ат RIAR ВА. ЯН Z ERIA Г. 出 于 下 广 中 所 说 的 ,二 个 于 
域 ,其 一 为 办 一 的 友 时 出 射 睹 ,我们 将 认为 它们 法 凡 于 不 辣 妆 型 汐 . 
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A) НН, ВНЕ, 
ПЗЗ ЖЕНА). ДНИ, АВГ, 
AF REET RIRIS, РУ E MAREA FERS УР, 
PUERARIA NARA: СНЫ O. RRRA 
平衡 状态 。 如 果 极 限 环 是 边界 的 一 个 组 成 部 分 ， 则 此 时 又 有 二 种 
情况 : | 

AI， 了 于 域 的 轨 线 位 于 极限 环 之 外 . 

АН. 子 域 的 轴线 位 于 极限 环 之 内 . 

在 第 一 丑 这 中 (由 于 设 有 鞍点 ?水 应 有 一 个 (外 ) 极 限 环 .因为 
显然 ,在 此 情 吏 中 其 他 人 允许 的 奇 轨 线 不 可 能 及 于 边界 ,那么 演 虚 到 
转向 及 稳定 性 , 在 此 情 品 中 我 们 得 到 子 域 的 四 种 不 同类 型 : Ala, 
Ala,, Alas, Ala, 《图 305 中 的 情况 А,, À; Аз» Аз), 在 第 二 情 记 
里 ， 只 可 能 有 两 种 : 或 者 在 其 中 又 有 极限 环 一 一 此 时 又 得 到 上 述 
几 个 类 型 ， 或 者 其 中 有 焦点 (或 结 点 ) 一 一 此 时 著 碟 到 转 轩 及 稳定 


* 为 了 司 分 桨 之 各 情况 的 标号 与 图 中 的 标号 相符 ,将 原 书 中 的 1), 2) 改 为 А) 及 
7 ,以 下 适当 的 地 方才 作 了 小 变 一 一 译 者 注 . 
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Ж. УЕБ ЈА: Alb, 及 АНЬХ Е 305 Го A М 
А,). 

ИЕ В ЕВ), AR pE E AA. 此 情况 
У: 

BL ИК; 

ВН. HAPA IRER, 

研究 第 一 次 ВІ, ЧАА RAAE. ERAAN 
К НДД: ARGEN, WETTRE. HEBREOS 
况 Ba) 边界 中 有 二 根 同 稳定 性 的 胡须 。 例 如 都 是 不 稳定 的 、 因 为 
ЕР НЕ СН РЯ) ЕЛ 
A ЕНЕ Ы A in], ВО, реа 
定 元 素 ， 在 此 情况 中 趋向 于 稳定 结 点 (或 焦点 )。 这 样 我 们 便 得 到 
HRR С, СЕНЕ, НВА Б а НОЕ 
点 ) 组 成 的 ， 我 们 研究 的 子 域 。 或 者 全 部 位 主 这 个 闭 曲线 的 外 部 ， 
或 考 内 部 ， 设 它 全 部 在 内 部 。 试 看 边界 中 此 时 述 有 什么 ， 显 然 位 
FH с НВ ИВ АЕ АО АДЛ Ра 
定 元 素 一 一 不 稳定 结 点 (或 焦点 }， 此 不 稳定 元 素 必 人 然 位 于 遇 线 C 
的 内 部 , 这 是 可 以 想到 的 。 这 样 ,所 入 究 之 子 瑾 的 边界 中 有 : 相应 
Е РНЕ ЛАЯ. ИЕН 
东西 > 因为 我 们 假设 了 边界 中 没有 极限 环 ， 由 于 和 界 边 只 能 包括 一 
个 源 及 一 个 汇 ， 那 委 边 界 中 只 能 再 有 带 胡 须 的 装点 ， 我 们 证 明 这 
是 不 可 能 的 ， 所 研究 的 连 踪 子 域 边 界 仅 仅 能 有 上 还 六 个 奇 元 素 ， 
采 几 反 证 苇 。 假 定 ,在 曲线 C 中 某 处 有 一 鞍点 , 它 也 是 边界 的 一 部 
分 ， 既 然 台 点 进入 边界 , 则 甚 研 须 也 必 进 入 边界. 

不 难看 出 , 如 果 一 根 胡 须 进 入 边界 , 则 另 一 相 邻 的 胡须 亦 必 是 
氨 界 ， 计 是 边界 中 应 有 一 根 稳定 胡须 及 一 根 不 稳定 胡须 。 因 革 这 
电 分 界线 必定 稳 向 于 上 曾 说 过 的 稳定 及 不 稳定 元 素 ， 则 我 们 的 子 
ЛЬ, НИЗ сои Г. ВЕ 
* 章 为 二 条 趋向 鞍点 的 ,二 条 离开 的 。 以 下 同 此 一 一 译 者 注 。 
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ат. ARISEN- ARH, ЖИВЕЕ НВ 
人 边界 ， 

我 们 还 没有 研究 另 一 类 ， 即 廊 考 碟 的 子 域 全 部 位 于 曲线 C 之 
外 部 的 一 类 , C 是 属于 边界 的 ， 进 行 和 前 面 同样 的 推论 ,容易 证 明 
此 情况 也 将 导致 了 矛盾， 于 是 情况 pla 只 能 由 一 种 子 域 的 拓扑 类 型 
6 情况 Ва). 


来 实现 (参看 图 30 


图 306 


现在 假设 《情况 ВІЬ) 边界 中 有 两 根 相 邻 的 、 具 有 不 同 稳定 性 
的 半点 胡须 : 一 根 强 定 的 ,一 根 不 稳定 的 ,而 另 两 根 胡 须 不 属于 被 
考虑 之 子 域 的 边界 ， 因 为 瑚 须 六 能 苇 由 鞍点 到 蒜 的 ， 则 稳定 胡须 
必定 由 于 不 稳定 结 点 (或 焦点 ) 出 米 的 ， 而 不 稳定 胡须 是 走向 稳定 


结 扣 (或 焦点 ) 的 ， 


ЖЕ ТЕ АЕ Уи, N] 


ПАНА. ГЛИНА АК, НЕ 


显然 可 能 有 两 种 情况 (图 307)， 情 次 工 是 不 可 能 的 , 因为 两 根 同 稳 
定 狂 之 胡须 同时 进入 子 域 边界 的 类 型 已 研究 过 了 ,并 前 明了 ,此 时 
边界 中 已 不 能 再 有 第 二 个 鞍点 ， 猎 下 还 有 情况 E EE rE 
个 假定 : 或 者 我 们 的 子 域 全 部 位 于 曲线 < 内 部 ,或 者 外 部 ,此 曲线 


BERE 
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不 稳定 结 点 
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СЕНА МАНН. 考虑 第 一 个 假定 情况 : 
РЕ НН СИЕ. ЗАЛЕ, БРВ ВЕ 
再 有 其 他 奇 轨 线 了 。 事实 上 ， 还 可 以 进入 边界 的 唯一 的 一 些 奇 胃 
线 是 分 界线 , 办 之 还 有 圾 点 ( 控 假 设 边界 由 不 能 有 极限 环 ， 源 及 汇 
ВУ). 但 是 如 果 边 界 中 再 有 遂 点 的 话 , 则 必然 也 有 租 邻 的 两 
根 胡 须 ， 这 些 胡 须 必 定 走 向 稳定 及 不 稳定 结 点 (或 焦点 )， 并 将 把 
ЗЕТА У ВУ оу, ВЕНЫ С ДНЕВЕ РЕКИ. 
我 们 得 到 了 矛盾， 因此 待 证 的 证 完 。 不 难 推 番 假定 : 子 域 全 部 位 
于 曲线 CE 的 外 部 。 于 是 情况 BIb 亦 员 能 当 -- 种 子 咸 的 拓扑 类型 米 
实现 (参看 图 306 上 的 情况 ВІЬ), 


H 


一 一 一 


аи 
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我 们 将 不 再 详细 地 研究 最 复杂 的 情况 ВИ РЕН, 
在 这 些 情况 中 ， 子 域 边 界 中 有 极限 环 及 鞠 点 ， 此 处 的 可 能 情况 表 
示 于 图 308 及 369 上 应 注意 到 , 情 本 BTI 的 各 种 类 型 在 一 定 的 意 
ХЕ, ER BI 之 各 奖 昏 的 对 应 类 型 。 亦 就 是 说 ,在 情况 BI 的 各 
类 型 中 ， 相 应 地 将 一 个 或 二 个 结 点 欣 为 其 他 吸引 元 素 或 非 斥 元 素 
一 一 极限 环 , 就 可 以 得 到 情况 ви 的 各 种 类 型 ;由 于 一 个 环 可 以 位 
于 其 他 一 个 的 内 部 或 外 部 ,并 且 还 应 六 分 环 上 的 转向 ,所 蓉 类 型 的 
ЗААН Г. ХЕР м БӘСЕ Е РАНЕ, 2 
不 作 专 门 的 研究 。 此 时 可 能 出 现 的 情况 表示 于 图 310 Е, 

研究 了 粗 系统 中 子 域 的 各 种 类 型 之 后 ， 就 产生 了 关于 不 同类 
型 子 域 " 同 时 存在 规律 ”的 问题 ， 我们 这 里 将 不 恩 及 这 个 尚未 完全 
解决 了 的 问题 . 仅 说 明 一 个 与 此 同 题 有 一 定 关 系 的 概念 。 那 就 
征 ， 有 时 采用 给 定 元 素 的 大 范 国 稳定 球 的 概念 是 很 方便 的 : 大 范 
围 稳定 域 应 这 样 理解 , 它 是 一 坚 这 样 的 子 域 ,所 有 这 种 子 式 的 吸引 
元 素 部 是 上 述 被 研究 的 奇 元 素 ( 给 定 元 素 )。 这 一 注 记 作为 我 们 对 


$ 5. 轨 线 定性 图 与 参数 的 关系 0 全 


微分 方程 右 端 含有 某 一 参数 之 动力 学 系统 的 情况 ， 我 们 已 经 
不 正 一 次 地 研究 过 了 .并 且 也 研究 了 当 此 人 参数 改变 时 ,关于 轨 线 划 
分 之 定性 结构 如 何 变 化 的 问题 (参看 第 工 童 )， 现 在 在 对 所 研究 之 
微分 方程 组 , 作 较 第 工 章 更 加 一 般 些 的 假设 下 ,多 详细 地 研究 这 个 
问题 . 
任 一 对 应 于 实际 移 蛙 系统 的 方程 组 ,都 包含 有 茶 些 参数 , 这 些 
参数 的 变化 范围 决定 于 问题 的 条 件 ， 例如 ,这 些 参 数 可 以 是 互 导 
系数 、 地 路 的 电阻 等 等 ， 假定 我 们 给 锌 了 这 些 参 数 茶 些 回 定 值 ， 


D 再 指出 粗 系统 的 一 简单 位 十 分 需要 的 福 质 ; PAEL ЕТЕНЕ СЕ 
窒 状 态 , 航 中 了 乓 玉 分 强 线 )， 就 可 以 建立 任 一 相 系 统 之 轨 线 划分 的 定 狂 结 构 。 过 
ЧРЕЗ КЕННИ AETA ВЕСКИЕ, 
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根据 上 一 节 所 述 , 我 们 应 该 认为 , 如 果 和 参数 有 “小 的 ”改变 时 , 相 平 
面 上 轨 线 的 定性 图 并 不 改变 , 即 对 于 给 定 的 套数 的 特殊 值 ,系统 是 
HEI, 只 有 在 这 种 情况 下 , 参数 有 给 定 特殊 值 时 的 定性 图 能 够 反 
БУЕ 8, 但 是 当 参 数值 有 起 大 改变 了 时, 一般 来 说 ,物理 系 
统 之 运动 此 质 将 有 很 大 变化 ， 例如， 对 一 些 歼 数值 ， 系 统 中 丰 自 
振 , 而 对 另 一 些 参数 信 ， 就 可 能 没有 自 振 ， 丙 而 , Че 
РЕН, ХИ РЕГ АЧИН АСС ЕВА СЕ КЕ Е 
性 图 亦 将 改变 . 

我 们 的 任 劳 是 研究 参数 变化 时 ， 轨 线 在 相 平面 上 之 定性 图 的 
改变 。 为 简单 起 见 ,我 们 假定 ,所 研究 之 微分 方程 组 的 右 端 仅 与 一 
个 参数 4 有 关 对 有 较 多 参数 的 情况 ， 研 究 亦 类 似 )， 于 是 所 研究 
之 系统 为 : 


dx 


— = Plr, Ya А), 

ағ 

4 (6.22) 
ZE = Qir, y, 2), 

dr 


此 外 我 们 假设 , 右 端 PCr, y, А) № О(х, y, À) #E x МУЖ 
(与 4 无 其) 里 ,是 = 下 ?的 解 入 函数 , 且 对 于 А 4, 中 之 
А (Е, АУА РААК, Нн 及 和 为 某 二 常量 . 

研究 参数 改变 时 轨 线 变化 所 必需 的 基本 定理 ， 是 附录 1 中 提 
НАЛЕ ТУ, У 及 VI. 但 是 正 象 在 本 童 § 4 中 指出 的 ， 这 些 定理 
回答 的 问题 仅仅 是 : 当 参 数 改 变 时 ， 对 应 于 有 限时 间 闻 蚁 的 那 段 
雪线 将 如 何 变化 ,丝毫 也 不 直接 涉及 整 轨 线 将 如 何 变化 ,或 遍 线 定 
竹 图 将 如 何 变化 等 问题 . 当 参 数 改变 时 ， 轨 线 定 性 图 将 如 何 变化 
的 问题 需要 专门 的 研究 . 

LEKSE. EE- TRUIE 55 EAS A 的 参数 分 
HENE. 设 我 们 给 定 了 某 个 值 А = АС, =< Ар < 23), ЎН Ж 
存在 着 这 样 的 s (e > 0), ВЗЯТОЕ Я А — А =< е 的 


D R HARHA R ГВ, R SERA ЕКВ НА, 但 为 简单 计 ， 
АЯ SSES. 
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АННУ ВЕНЕ, 那么 我 们 说 2 = L 是 
参数 的 普通 值 . 值 ¿= 4 称 为 参数 的 分 校 值 , 如 果 可 以 找到 和 加 
任意 接近 的 14 值 ,对 这 些 值 , 相 平面 上 的 雪线 划分 定性 御 . 和 1 一 za 
时 的 定性 图 并 不 相合 。 从 参数 分 枝 值 定义 本 冰 可 以 看 出 ， 对 这 种 
В, Чуве АЧ, 

ТЕЗА BJ, АЗР TES EEE, АЕ РАТНА 
ЗАК, ВРС $3), БИА, ATAPA ЕВЕР 
FRORA MAERA ЕК. ЕЖЕН, R 
们 将 研究 奇 元 素 和 参数 阅 之 依赖 关系 的 一 些 情况 , 主要 是 极限 环 ， 

假定 当 1 = 2. 时 我 们 的 系统 是 粗 的 , 亦 就 是 说 , 在 相 平 面 上 
存在 着 决定 域 忆 的 无 切 坏 ,在 此 区 域 中 ， 所 有 平衡 状态 莉 是 粮 的 ， 
如 对 它们 有 Д >= 0, НМА > 0, z = 0, 所 有 极限 环 的 特征 指数 
不 等 于 零 , 同 时 分 界线 亦 不 是 从 进 点 到 鞍点 的 。 В, 
的 定义 ,以 及 方程 组 (6.22) 右 端 是 之 解析 对 数 的 假设 , 值 А = k 
不 可 能 是 分 枝 值 . 

事实 上 不 难看 出 ,如 果 А 一 L, 对 应 着 粗 系统 ,由 我 们 总 可 以 
ЇН А = Ао 的 :的 开 区 间 (充分 小 )， 使 得 对 此 区 间 中 
的 性 一 2 值 ,系统 也 是 粗 的 , 且 此 时 轨 线 的 定性 图 和 一 д, 时 的 
完全 一 样 。 从 此 很 明 弛 ,不 可 能 有 "最 末 的 粗 的 " 值 4 (对 应 于 粗 系 
统 的 ), 但 可 能 有 "最 初 的 非 粮 的 ” 4 值 . 

为 简化 讨论 ,假设 对 考虑 的 所 有 4 AO с А < А), БЕЖ 
НЕТ. В, RAA 2 的 那些 苇 是 分 校 值 ， 对 这 些 
值 ,将 出 现 具 有 非 粗 注 质 的 奇 元 素 . 

下 面 是 这 种 非 粗 奇 元 素 的 最 简单 的 清 况 : 

1) 复杂 平衡 状态 (这 种 平衡 状态 或 者 是 新 出 现 的 ， 或 者 是 从 
FERRERS, RA AR A, CA BBA); 

2) 退化 的 党 点 或 中 心 ; 

3) 双 症 极限 环 ( 这 种 极限 二 或 音 是 新 出 现 的 ， 或 省 是 从 稳定 


ABAAA- -HHE 
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的 及 不 稳定 的 被 限 环 相 汇合 后 得 到 的 

4) 从 鞍点 到 鞍点 的 分 界线 ， 

当 参 数 继续 改变 时 ,系统 可 能 重新 成 为 粗 的 ;复杂 奇 点 可 能 ， 
或 者 宵 失 , 或 者 分 型 威 简 单 奇 点 ; 象 以 后 可 以 看 到 的 那样 ， 退 化 估 
点 亦 可 能 在 改变 重 定 性 性 质 及 产生 极限 环 后 , 灾 成 非 退 化 的 . 

2, 平衡 状态 的 最 简单 的 分 校 。 首先 叙述 一 些 关 于 平衡 状态 
和 参数 之 依赖 关系 的 简单 杷 法 ， 第 -一 ， 显 然 ( 在 讲述 所 谓 n, АЕ 
时 ,我 们 已 经 讲 过 ), 当 参 数值 变化 对 ,只 有 在 对 应 于 平衡 状态 的 科 
及 有 一 个 等 于 零 时 ， 平 衡 状态 的 性 质 才能 改变 。 第 二， 容易 看 
出 ,在 我 们 对 PCa y, 4) 及 90(x, y, 1) ЧЕ ОХ Г, N 
的 示 福 数 


a 


DET 240 — 04Р 
оу QF P: 


是 套数 À TERCER AIA, НЕН N ERA ERAR 
A MUE EHEH, ЗНУ, PERO SE SE , ХЕ ina e SE 
数 . 


击 此 可 看 出 , 汝 参数 改变 时 ， 示 性 数 不 等 于 零 的 平衡 状态 ,一 
МАЖЕ Ш, ЖАНЕ, 如 果 我 们 有 一 个 简单 奇 点 
一 一 结 点 , 则 它 可 能 , 例 吉 , 消失, 而且 只 能 是 在 先 和 峙 点 汇合 ， 成 
为 一 示 性 数 等 于 零 的 复杂 奇 点 ,然后 才能 消失 .反之 , 蒜 点 或 结 点 
可 能 以 如 下 方式 产生 : 先 出 现 示 性 数 等 于 零 的 复杂 奇 点， 然后 它 
青 分 成 二 个 : Во, 
如 采 注 总 到 ,平衡 状态 是 曲线 (等 倾 线 》 
Р(х,у, 2) = 0, Оск, y, А) = 0 

HAR i 1152 L ASSIS „ХЕРД AR, ЕАН 


D нят, 8508 A и, аш агаа ARA 
Ма, ТТ а А RR 508358 Ел 
ЖЕ, MADEN, 

Е ЗЫ Е 
EES, EMRA R AR RA, др нра ното лона енн 88 
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ПОЗЕ RE A pH ACER Нар. Тара М “BE SS 
R. OHER”, херня, RAA 311 所 示 之 竹 质 ， 如 果 
当 4 一 为 时 所 研究 的 系统 共有 


хера: 较 结 点 ， 而 对 所 有 
和 加 充分 接近 的 4 值 , 系 绕 没 
有 这 种 点 , Л, Чл МАТ 


PR 3 Ak, НЕ Е 
分 而 为 二 : ЖА, Ri 
HE. | 

3. | ВЕУ А ER 
H. Mte р, в 
这 些 情 况 中 ， 当 参数 穿 过 分 技 
慎 时 ,可 能 有 极限 环 的 产生 或 消失 .在 §$4 中 我 们 已 经 讨论 过 , s 
微分 方程 组 右 端 改 变 时 ,复杂 极限 环 可 以 分 成 若干 个 极限 环 ,或 者 
将 消失 . 

现在 就 讨论 这 个 问题 ， 并 假定 右 端 是 参数 1 的 函数 ， 和 本 章 
4 一 样 ,此 时 我 们 将 利 旨 后 继 函 数 ， 

HESE A= L, 时 ,我 们 有 无 切线 巡 /及 在 此 线段 上 的 后 继 
А, КОЕК I 之 定理 《此 定理 在 本 节 之 初 已 谈 刘 过), 可 改 
житі т: 总 是 可 以 指出 这 样 的 5 > 0, НУ ЛАТ 


e u w è & è k ç > O 7 av w w * É 3 


j — 1 < 1 < А + n ЛА, ВИА Е ERE”, HAE 


о 


дя <: “я (Ия Ë 52 TRAS 4 无 关 的 数 )， kR Ex L 
存在 着 后 继 函 数 3 s = к. a). П OREA : №} HR 


FAR < 及 4 的 变化 范围 如 上 所 述 (参看 本 章 $4 #34, 


现 研究 当 :变革 时 ,极限 环 将 怎样 地 产生 及 消失 . 
在 ? 及: 下面 上 研究 拉 梅 尔 图 ， 凤 曲线 二 JG, д) 和 直线 


图 311 


1) 为 此 露 巡 的 研 窜 已 起 出 本 荐 的 范围 , 

2) ЖАН, a RL RE ВСН REAA ЭСЕ Е, 此 时 ,这 一 
ERCE ДЕН РА ak EA A НОТАХ, EAn, atiet 
WEM 
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s= s. МСУ 5 DATE He, 4)—s=0 BJ ғ E. 
НОННА ç = f(s, D НЕС. 的 公共 点 ， 我 们 已 风 到 过 С 
着 第 Y 章 87)， ЖЖ 了 = 一 Ки 2) 在 其 与 直线 =: им 
ИНН, ен ЛЕ ВЕ ВБ АН НЕА ТЕНЕЙ, 
首先 假定 , 当 А = А, 时 ,无 蕊 线段 在 对 应 于 5 一 jw 学 点 处 和 
粗 极限 环 相 交 。 即 有 до 的 极限 环 《 参 看 太 章 $4 第 三 小 习 ). 
那么 在 拉 梅 尔 图 上 , Ч; = s ННИЕ $5 = JG, А) 和 直线 了 一 上 有 
WRIA RRo 亦 即 ;, 在 它们 的 公共 点 上 有 曲线 z = JG, A) 之 切线 与 
直线 了 一 ДНЕ, РЕ ftwo, А) > 1。 РАНА 
НЕРЖ, ЗА 1 有 小 变化 时 ,， 井 绥 y = f(s, 1) НН 
得 不 大 ,办 而 对 于 和 м 充分 相近 之 4 值 ,曲线 $ =, 1) 亦 将 与 
直线 有 交点 R, ДКК, И, ВЖЕ; = НН к 
А ”充分 接近 的 交点 (图 312). 
这 就 表明 ,对 所 有 和 2o 充分 
相近 的 1 值 ， 我 们 将 有 一 个 且 仅 
一 个 《对 应 于 和 充分 相近 的 s 
值 ) 极 眼 环 ， 它 是 稳定 的 或 不 稳 
Е, 这 决定 于 极限 环 LY* 是 稳定 
— 的 还 是 不 稳定 的 ， 
假定 值 4 = А, ву, Н. 
对 此 值 L, 系统 (22) 中 存在 着 双 
重 极 限 环 (参看 $4 第 3 小 节 ), 它 和 无 切线 段 交 于 ;一 点 :此 处 
п 5) 20, ВАЗЕ 
=, А) 
HAR, ЖЕ $ = ЧЕЗАРЕ s == $4 的 点 外 有 简单 的 急 点 。 当 
参数 有 小 的 改变 时 ,直线 于 = 一: ЖАН s = Ко, А) КУА ЗЕ ЕАН 
失 , 或 将 分 成 两 个 简单 交点 (图 313). BERE 7 < L, 直线 3 一 : 
ЖИНА $ 二 fs, 4) DASMA MH А > А, НАТО. ЯБА 


* 原 书 为 R И, 
о À = Ao 时 对 应 于 “一 的 极限 环 一 一 -主考 注 ， 


5 50 


图 312 
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МИ А АСА, — А = >> 变 到 另 一 信 入 之 加 
(a А 之 ,系统 开始 时 汕 有 极限 环 和 无 切线 眉 上 相交 ,然后 
由 现 一 个 双重 (" 半 稳 定 的 极限 坏 ,再 后 随 着 参数 的 改 迹 , 此 极限 
环 分 成 两 个 简单 极限 环 。 共 中 一 个 是 稳定 的 ， 一 个 是 不 稳定 的 ?. 
反之 ,双重 极 钱 环 亦 可 从 两 简单 极限 环 的 汇合 得 到 , 共 中 一 个 惰 稳 
定 的 ,一 个 是 不 稳定 的 . 

类似 地 可 以 研究 更 复杂 的 情况, 即 当 4 = НА 
(& > Ол, E UG EA 
pk К ТАКИ ` 
问题 ， 但 是 我 们 将 不 作 壕 一 步 
НЮ. ан, ЕК 
以 用 另 一 种 几何 形式 来 讲述 ， 
并 归结 为 普通 的 分 核 理论 ， 为 
ШУУ АЗП Јр 

Tis, А) = К», L) 一 

显然 (参看 $4), 方 程式 


Fis, D = 0 
的 根 ,对 性 意 给 定 的 4 值 都 对 应 着 极限 环 ?. 

我 们 不 再 详细 地 讨论 这 种 分 核 图 ， 因 为 它 和 上 述 分 枝 图 本 质 
上 没有 羞 别 ， 而 且 完 全 类似 的 分 夸 图 将 在 从 平衡 状态 产生 极限 环 
的 情况 里 详细 地 讨论 ， 

4. 从 复杂 焦点 产生 极限 环 ， ”现在 研究 从 复杂 焦点 CPD A > 
0,0 一 0 之 平衡 状态 ) 产 生 极 限 环 ,或 极限 环 退 缩 为 这 种 平衡 快 坊 
BIRN. 前 在 $ 4 中 我 们 已 水 及 到 这 个 间 题 ， 在 所 研究 的 系统 右 
端 依 赖 于 参数 的 假设 下 ,这 时 再 次 研究 这 一 问题 . 


О 有 这 种 分 校 人 性 的 物理 例子 将 在 第 九 音 $10 Нур С н am 
#7) 


D 在 54 Afi B. ЕАН ИКИ, Шо АИС ВОЛТА, AE 
它 分 解 为 不 少 于 了 天 个 最 限 环 。 MERRER A, FO, А) = 0 Е ВД, 
那 必 这 表示 着 ， BEACIE A RAE. A ИЕ 
Ez. А 
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ле, ЈН ze E 34 p h a 4,29 E, RU E 0 


= = (4х — by + g(x, у, А), 


dy (6.23) 
J“ = ых + akay + h( x, У, А), 
ERE ZBIERA A РААН. 此 时 ебх, y, А) М ВС, 
y, А) х Бу RIF HR KO ВА ДАА F 0, аа СА) АА (а) 
ЖЕЛЕ У ЗЕ АЕ Е ВОН, КАЕ, ЧО А 
们 研究 的 所 有 2, БС) > 0). А, м aQ) < 0 时 平衡 状态 0 
是 称 定 焦点 ,而 当 2.01) 72-0 有 时 ,平衡 状态 口 是 不 稳定 焦点 ; ЩЕ 
有 al 一 0 出 一 次 项 不 能 决定 稳定 性 问题 . 
和 在 54 中 一 样 , 变 欣 为 极 坐 标 并 代 之 以 一 个 方程 式 ,得 : 

dr =p allr + glreosð, rsin) созо 十 (+ cos, rsin 6) sin 8 

2б BeAr — АСғс050, rsin 9) с080 — 275059, rsin) зів Ө 
=r (0, A) + "АВ, 十 - (6.42) 

НЯНЯ, Г ДН, А002) 不 等 于 零 . И, 
HATE G AEP AEFI А С А < À), 24 > ИЗМ 
В, 171 < ро 与 日 及 14 无关) Е. ИН ВНЖ $4) 
R0, DA 0 ИН, BE RO, 2) = 20, 和 $4 中 一 
样 ,将 求 方程 式 (5.24) 的 这 种 解 = = Гб, ro A) E Ө 二 0 时 等 

于 r 《必然 ,只 有 s 220 才 有 次 文 )、 出 附录 工 的 定理 KAM 
论 ， 这 个 解 《 参 看 $ 4) 可 以 按 rm 展开 成 级 数 ， 旦 对 所 有 8: 0 = 
9 < 2z, 对 所 有 被 研究 的 4 А, ЧА ro WE Nro] < о, Соо 可 取得 
与 4 TR ШЕ ЕИН). TÆ, 

r = rat (0, А) + ги, А) 4 + 


Ни, D BATE S 4 8488093038, ЭТИМИ (6.12) ЖЕНЫ 
递 推 方程 算出 ; .唯一 的 不 同 是 这 里 RO БА. 在 六 直线 
9 = 0 ЕАО 5 4 В): 

r = J(2x, ros А) = м2, Д-Р 7, 
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“a 
(20, A) = ем, 


ЖА, АТЛАА, 正 象 我 们 对 葡 遂 后 继 函数 
所 作 的 研究 那样 ， 伍 基 我 们 采用 不 同 的 几何 研究 方法 ， 引 入 了 沙 数 
ея А) = 2, А) — жь 一 (Ат + оС) +- 
ZERE ro L, (№ 20), PPRS TRTA AA. 

试看 这 里 有 那 几 种 可 能 性 : 

1) ВЕРЕ АН, aC) 2 0, 因而 有 оС) = 0, В 
НТД A НЫ (к, 2) 一 0 没有 奇 点 (微分 几何 意义 
下 的 奇 点 同时 有 9, * 一 0 М и 0 的 点 ); a1(2) 的 符号 不 
改变 ;, 寄 点 (焦点 ) 不 改变 其 稳定 性 ， 从 它 不 可 能 分 出 极限 环 { 祖 限 
还 亦 不 可 能 向 它 退 缩 )， 

2) ДЛЕ (ВЫ) аба) Z 等 于 零 的 情况 , 即 在 所 
研究 的 4 值 中 ,可 以 找到 这 样 的 值 а = An Üi а СА) = 0, 因 而 
СА) 一 0【 焦 点 变 成 退化 焦点 )， 这 时 曲线 С, 2) = 0 在 点 
r = 0 处 有 奇 虑 (容易 验证 : (05), о = 0, (OD. = 0), 


2=4, 15A, 
在 研究 点 n= 0, 4 一 L ОНА В, Е F, 
如 果 olio = D, № а) DAE ETE, НОЖИ, WR 

CR == +-* = оа (А0) = 0, КЖ а, СА) == 0. 
ВОРА VOo А) 一 0. ATHAR A ro = 0, А = L, 先 
求 出 НА (га, АЛЕ го 一 0, А 一 加 处 的 二 阶 导 数 的 表达 式 . 得 : 

Cr = = СА) = 0; (ri), = = 0; 
全 与 


4 一 加 


| 


сто = (8800) — „о 


i=l ФА (и 
详细 地 过 论 


tt ас СА) 
(T; > = Zaki?) >= Ü 
中 usq дА 2 


* 原 书 为 —- ИЕ, 
。 457 。 


而 县 
F, ee, = (ry: De = — Ри а =< 0 * 


1=4, дд, А, 
的 铺 况 ;此 时 点 s, = 0, А == м ЛЕНЕ (хо, А) 一 0 的 简单 双 
重点 \ 节 点》. 
在 下 情况 中 , 当 从 小 于 加 之 什 变 到 大 于 入 之 信 时 , а) № 
а САУИР, Н.В БЕНЯ ЕЕ МЕ. 
如 果 利 用 Со, А) = 0 可 分 解 为 直线 го = 0 МЕ ФО, 
А) = 6А) 十 esf 十 .一 0 这 一 事实 ,对 点 s, == 0, А == А, 
之 人 性质 的 研究 将 是 最 简单 的 . . 
为 了 要 益 朋 曲线 бло, 4) 一 0 在 点 r = D, А = j 近 旁 的 


分 布 概况 , 应 计算 在 此 点 的 2 及 нв, 得 到 : 


2А. = CACTI DNE — 

E) (200) 0, 
Си ад ә 

24]: 


а) = í 20) 
к, 522) 


ЕА 


假定 СА) е 0, АНН га ОЕ z, == 0, 2 = да 
yes set TRI, 

不 难看 出 ,由 于 41050) 及 (А) ВЕКА БЕТА 2,62) 
不 等 于 零 , 我 们 将 认为 АСА) > 中 ,此 处 可 能 有 四 种 可 能 情况， 作 
出 对 应 于 这 四 种 情况 分 枝 图 ,和 通常 一 样 ,党 区 表示 娄 (x,, А) > 0 
的 区 域 . 

a) ajay > 0, аА) < 0; 


于 是 
21 \ 
(122) => 0, (22) = 0 
А li dride 7 
ASh 


* 453 * 


分 枝 图 表示 于 图 314 上 .在 此 情况 中 , 随 着 4 的 增加 ,焦点 由 
稳定 的 变 为 不 稻 定 的 ,同时 出 现 稳定 的 极 耻 环 ( 仅 一 个 ). 
b) С) > 0, as 1) > 0; 


` 2 

(4500 >, (22) 20 
dÀ А=А, -Adri Z ғу) 
а=, 


分 枝 图 的 形状 加 图 315 Br zç. 24 4 МН, Я 
不 稳定 ,同时 不 稳定 极限 环 ( 仅 一 个 ) 下 缩 到 焦点 ， 


АРНЕ 2 


ЕЈ 


ia RRI 


ф [ль] > 
ZZ Р 
mima № ABERA 
`. ; 
Е 314 Е 315 


с) 2164) < 0, аз 11) = Ü; 
于 是 


(2200) < 0, (5) > в. 
dÀ Z=, 


0527 ro 


在 此 情况 中 ,不 稳定 焦点 当 ; 增加 时 变 成 稳定 的 ,并 产 企 一 不 稳 


WI nuna 


2 


Э BERA 
жа 


` 
` 


TAE 


~ 


Е 316 
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的 极限 环 《图 316). 
d} ai A) =< 0, wsC ho) =< 0; 


于 是 


(2200) <o, ау <o. 
dÀ i=l 


当 1 增加 时 不 稳定 焦点 变 成 稳定 的 - ВНИИ (图 
317). 

ЖЖ 2С) 一 0 且 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 为 авы.) ОБ 
处 & > ,我 们 亦 可 以 得 到 相同 的 结果 ， 在 此 情 品 中， 亦 总 巷 有 
一 个 县 权 一 个 极限 环 出 现 ( 或 消失 )， 我 们 将 不 研究 и) 一 0 的 
情况 .一 般 来 说 ,在 此 情况 中 , 当 4 变化 时 可 能 出 现 丙 个 ,三 个 ,等 
等 极限 环 . 

在 本 究 物 理 实 例 之 艾 , 指 出 以 下 事实 。 代 我 们 已 看 到 的 ,在 琉 
简单 的 情况 中 (最 有 实际 遵义 的 情况 中 ,为 了 解决 问题 ,我 们 仅 需 
要 知道 一 加 时 的 окСА) 1а. ИЖ ГИЯ, ДАХ А = 如 
生出 方程 46.247; 


= 一 z, 5 5 [Phe + СО.) + - +6] 
х fi 4- (P.D sin Ө — (0.12089 
A Cnr 
СР) sin Ө 一 С0,).соз0 z 
+ + 6.25) 
теку ) l, (6.25) 


ЖЧИХ (Po № СО» 表 东 4 一 加 时 的 P,Crcos0, rsin08, 4) E 
Or 5059, rsin Ө. 2), HE 


dr 
g T EO А) + RG, MD + ` 
因为 Ra 9) 一 0。 再 一 次 以 级 数 


z == ru 十 run 十 rim 十 
形式 求 此 简化 方程 的 解 , 辐 时 a 一 1, 对 其 他 CO, А0) 7: 
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dua 
20 


ta 2,869, M) + R.(@, м); 


= R,(0, 4); 


Ha = (u? + 204) RAO, 41) + Зи. (0, А) + RLO, в; (6.26) 
29 = (2, + 263) R, (0, А) + (Зи + Зи) RCO, А) 

+ 408.69, 3) + 2.60, 2); 
Ж Е нас, А) = 0 (& 2,3, 6), 

从 此 可 所 求 得 (0), 而 当 LAETI = 0 时 ,可 以 求 得 LAETI 
等 等 ， 至 二 ao RRR, EAA RR АВАЛ И ETA] 
ААУ, H A RA a OO № С), 而 此 三 量 可 以 从 
R ERER ТЕЖЕ. f 

5. ВН. д ГЕН, ну Et Da RÉI 
HERRE RSHA. Цени Пре, ХЕ 
6 RJ AR (ta PE К , E.R p ЕР ЕК Z ЗА 

is = in + Зи + Sa — н? 
REWER: i АВЕ EBE BE, и 为 电子 管 财 极 电 压 的 交 变 分 量 , 而 
AE p So S, 欧 为 正 煞 , 则 此 电子 管 振荡 器 的 方程 可 写作 (参看 
第 IX 7 Р): 


2 . 
Lc“ — u= (MS,— RC + 2М5 и — 3M Smd, 
йр dz 


如 果 引 人 无 量 纲 变量 了 一 ou ( ou = ——J, y= Z Ge 为 其 一 
МЕС to 


用 ， 贴 所 子 管 的 振动 方程 可 写成 下 了 两 个 -一 阶 


dr 


电压 标准 量 ) № х == 


微分 方程 


L) 这 里 选取 的 相 平面 坐标 与 通 党 的 有 些 不 同 ,这 是 为 了 使 系统 C6.27) 当 w= 二 0 时 
能 直接 灾 成 形 如 Ct.23) 之 系统 (了 系 否 中 虱 = 0 R b, = 120), 
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dx _ а 
Te = = > + Ca + ту», 22. = ғ, (6.27) 
其 中 © = kM S. — RC), 8 = 2 M 5, 
y 一 За М зи Су = 0), 
ЗТ ЛЕЗА, ЭНЕН ККМ Pa Esp АЕК 
可 能 性 问题 。 此 平衡 状态 的 特征 方程 为 ; 
ы + ор +1 = 9, 


由 此 
(М) = “ = (М5, — RC), 
2 2 
b (M) = + I= E = fi Ms Rey, 
V 4 4 

BRM ВАН: 

м. = ЁС 

ü Sa * 

由 此 


aM = =. 


进而 计算 maCMo)， 在 C6.252 及 (6.27) 的 基础 下, 得 站: 
R8, Mo) = focos sin Ө, 
RO, Мо) = 一 yasin cos + I8cos sinh, 
03066.26), МЫЖ: 


u (8, М.) == в 一 cosh), 


иж, М.) = СМО) 一 一 上 уда = — 59700 рс 52, 
8 4 Sa 


ВАННЫЕ 5.25 0, S, > 0, Mf aC M.) > 0, (Ма) < 0:18 
据 我 们 的 分 类 ， 便 得 到 : Я ви ВЯ: > M Rš DRRR a 
从 稳 定 的 变 成 不 稳定 的 ， 呈 同时 出 现 稳 定 的 被 限 环 ， 从 此 可 得 结 


1) Ba = CB) Many То = CY) мемо» 
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0: М M > М, 但 和 M, 相当 接近 时 ,在 系统 中 必然 会 有 稳定 的 
自 振 过 程 。 如 果 5, < 0, 则 我 们 得 到 第 二 情况 一 一 情况 by。 随 着 
要 的 增加 ,人 煤 点 从 稳定 变 为 不 稳定 , 且 不 稳定 极限 环 收缩 成 一 点 . 

再 作 二 点 注 记 : 1) 如 果 我 们 进一步 在 电子 管 特性 的 展开 式 中 
计 人 含有 и, u’, иб 等 等 的 项 ,那么 不 难 从 式 (6.26) 用 出 , 当 5, > 0 
时 ,这 些 项 对 解决 极限 环 的 产生 及 消失 问题 ,没有 任何 影响 ; 2) 在 
得 到 所 有 结论 时 ， 关 于 量 а, в, y, 我 们 并 没有 假定 它们 是 小 的 . 
当 继 续 增 加 反馈 村 ,在 电子 管 振荡 器 中 , 自 振 产 生 这 一 更 深入 的 问 
题 (不 单 是 在 奇 点 邻 域 中 研究 极限 环 的 侄 北 ) 的 类 似 的 研究 ， 将 在 
第 区 章 中 进行 ;但 是 那里 将 被 锯 对 电子 管 特性 的 系数 ,电阻 等 , 提 ， 
出 某 些 要 求 , 即 假定 它们 是 小 量 . 

6. 从 由 鞍点 到 鞍点 的 分 界线 产生 极限 环 ， 及 从 蒜 结 点 型 平衡 
状态 之 分 界线 的 消炎 中 产生 极限 环 。 再 简略 地 论述 极限 环 产生 
《及 相应 的 极限 环 消失 ) 的 二 个 简单 情况 , 那 就 是 ,关于 复杂 奇 点 消 
失 时 卜 限 环 产生 的 情况 ,以 及 从 分 界线 产生 极限 玉 的 情况 ， 这 些 
情况 不 论 从 微分 方程 理 沦 的 角度 还 是 及 物理 的 和 角度 来 看 ， 都 有 闭 
ЕЖУ. 

Eg 4238 БЕРНИ ЕЕ, ВРВНА 
个 鞍点 ， 且 它 的 两 条 从 攻 蒜 点 出 发 的 分 界线 趋 问 于 同一 结 点 《图 
318, D、 此 外 还 很 定 当 д 增加 时 鞍点 及 结 点 逐渐 接近 ， 且 最 后 当 
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EETA ET 
ый СЕ д) ( ZATEA 
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到 达 某 值 ! = 加 HOCALAR- ЕЕ А E 318, M. 
ПАХА НУ СЫ Lo), MEEA pa ti 32 У [138] 
MECH 1 — 4-00) СЧ 318, Н), АВ 4 ПЕЛИ a 355 sa 
СО, 则 必然 出 现 一 极限 环 , 它 当 值 2 和 м 充分 接近 时 ， 
位 于 L НИЕМ РАС 318, ПТУ, ВЕН, WREE 
着 ИС ТХ) КАА А, Ihr, ВРК ERMA дет PA BES 
ЛЕХ g ñF pk, МИР НЕО. 


ВИ Ар 
А-А Е 点 的 分 界线 АА 


ТРЕМЯ НЯ. REN А 在 所 研究 

的 区 闻 中 取 某 个 值 时 , НОУ АПРА 319, 工 所 示 ， 而 随 
着 1 的 增加 (或 碱 少 ) 分 界线 逐渐 接近 , 最 后 当 7 到 达 某 值 КР 
， 并 成 为 一 个 “分 界线 环 ”( 即 当 ¿= 加 时 存在 着 获 点 口 的 分 界线 ， 
ARRARAS E) 《图 31%, 下。 如 果 随 着 2 的 进一步 增加 
(或 威 少 ) 壹 点 分 界线 重新 分 而 为 二 个 ,如 图 319, ИТ 所 示 , 那么 此 


1) Цао В yo FERAI ЕЕ ДТ НОЕ, À = À Т AT ETETE, Я 
出 表达 式 
бо = Р. хо, Fos Аа ++ бу (хо Ус» Да). 
不 难 证 朋 , ХАН а. ВЛИЧЕНН Œ 0.50 的 情况 里 。 上 以 此 奇 点 六 
绀 点 产生 的 报 限 苹 是 稳定 的 ,而 在 >t НИ, RRE. 


. 454 。 


Каир yy BOE) И, БЕ, 


A 


极限 环 先 和 分 界线 环 汇合 , 它 亦 会 消失 ， 在 上 述 二 种 情况 里 ,图 H 


(318 K. 319) 对 应 着 参数 的 分 校 值 . 


1) ом ya ER À = № Б дт, НЕН ЗНАК 
Go = Pratxo, Yas Ло) + OFCre, Yos Aoda 


Шар Яа TE AISTE, AE, E G <ü 的 情况 中 “分 界线 环 ” 
ЕВС БСН ЯКО ЕРЕВАНЕ, 24 ee 时 
HELERI ME 96>0 КАЧ Jupe ayni, 在 бо == 0 的 情况 中 ,县 z, 


不 能 决定 环 的 稳定 性 . 


рр ПЕНЯ, 25 оО тр, А ЕЕК ЛЕ Е НОВИК, Вл 
О ДИН ЕЕ, В 220 W AAE, 


Ж G < 
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BER 具有 相 柱 面 的 系统 ” 


$1. жЕ Ш 


将 动力 学 系统 的 性 状 映射 到 相 空 间 时 ， 我 们 要 求 系统 状态 及 
相 空 间 的 点 之 间 , 具有 祖 互 单 值 及 连续 的 对 应 ， 就 是 说 ,系统 的 每 
一 状态 应 对 应 于 一 个 旨 仅 一 个 相 空 间 的 点 ,反之 , 相 空 间 的 每 一 个 
点 , 亦 应 对 应 于 一 个 是 仪 一 个 系统 的 状态 ,同时 系统 的 邻近 状态 应 
该 对 应 于 相 室 间 的 邻近 点 。 这 一 要 求 就 建立 起 了 牺 弄 系统 性 质 和 
给 定 系统 之 相 空 间 的 几何 形象 的 主要 特点 间 的 一 定 连 系 ， 至 今 为 
止 ， 我们 研究 了 一 些 物 型 系统 (一 个 自由 你 的 )， 其 林 空 间 都 是 平 
面 .但 是 , 正 象 在 上 天 第 二 及 第 三 闪 中 所 看 到 的 ,存在 着 这 样 的 系 
统 , 对 它们 来 说 ,平面 不 能 作为 其 相 空 间 ， 因 为 此 时 术 互 单 值 的 要 
求 不 成 立 . 

普 迁 的 物理 摆 可 以 作为 这 种 系统 的 例 于 ， 事 实 上 ， 摆 的 状态 
决定 于 其 偏离 平衡 位 置 的 角度 以 及 其 速度 , 但 是 当 偏 角 改 变 一 27 
时 ,又 得 到 类 的 同一 状态 ， 实 际 上 与 前 一 状态 毫 天 差异， 所 以 ,在 
相 平 面 上 有 无 穷 多 个 点 ( 沿 简 轴 咎 此 少 距 21 的 所 有 点 )。 对 应 于 
系统 的 同一 徐 理 状态 ， 央 而 ,严格 地 说 ,作为 普通 物理 摆 的 相 面 的 
话 ,平面 是 不 合宜 的 ,因为 此 时 平面 的 点 与 摆 的 状态 之 间 的 相互 单 
值 性 及 过 续 性 的 条 件 ,已 不 再 成 立 。 诚 然 ,利用 平面 作为 相 面 亦 不 
致 成 为 产生 误解 的 原因 ,特别 是 , 当 我 们 仅 限 于 光碟 那些 范围 不 超 
过 一 整 团 的 运动 时 ， 不 会 引起 误解 ， 但 是 当 我 们 研究 的 运动 雪 越 
2 的 界限 时 ， 为 了 保证 相互 音信 福 及 连续 性 的 惨 求 , 我 们 应 该 将 


D ДЖАН, 14а, 


* 4665 。 


аар НАЕТ Ьо. 这 一 情况 显然 和 存在 摆 的 二 种 性 质 不 
辐 之 类 型 的 周期 运动 有 关 《 平 衡 状 态 附 近 的 振动 以 及 探 绕 其 转轴 
的 转动 )， 

对 所 有 位 器 完 全 决定 于 和 前 度 的 机 械 的 (或 机 电 的 ) 系 统 ， 亦 有 
类 似 的 图 每 ， 因 为 这 种 系统 经 常 遇 到 ， 所 以 相 柱 面 的 应 月 有 着 很 
大 的 音义 . 

ЖИВАЯ РНЕ, НАНА АННЕ 
EAKA Sp АНА ЕВА ЕЛЕ, ЕН 
ЕЛ z Bra] У 9. 

为 了 建立 被 研究 之 动力 学 系统 的 相 图 ， 此 系统 的 方程 的 一 般 
形式 可 以 写成 两 个 一 阶 方 程 的 形式 : 


Z? =. pla, =), 49 = FO, в), C7.1) 
dt dz 


k. 


其 中 9 及 = ЖЕНЕ SR, RAE TR ЖЕ, ЗАП 
研究 祖 图 的 基本 元 素 : А РУКА ЧЛ Р ВА Ја Брно НЕК. 
但 是 在 相 柱 而 上 ， 除 了 ”普通 的 ”位 于 往 醒 上 ,了 包 转 平衡 状态 但 不 
围绕 圆柱 的 极限 环 尖 《这 种 上 曲线 和 析 平 而 上 的 逆 轨 线 完全 类 似 )， 
可 能 遇 到 完全 新 型 的 极限 环 ,它们 围绕 的 不 是 平衡 状态 ,而 是 柱 林 
Ж. 温 然 ， 这 些 玉 遍 线 亦 对 应 于 周期 运动 ， 为 了 在 相 柱 面 上 建立 
灯 玉 ， 我 们 也 应 知道 这 些 围 绕 柱 的 闭 加 线 ， 我 们 所 以 应 该 特别 注 
意 这 种 闲 锁 线 ,因为 它们 对 应 于 周期 运动 ,以 及 积分 曲线 方程 

dz EQ. а) (7.2) 

49 @(8, =) 


РЕЯ. ГРЕЯ АЖ 2= 的 周期 解 ,因而 当 3 取 任 意 


D Е РАЕС ОЕА Е В НО AE 如 ,而 沙 母 钱 际 刘 剖 速度 < 一 中 -为 了 
ЖАНА, НЕНИЯ ГУ 2, s БУЫН, RERA EN, ERE 
上 斯 第 二 章 54 及 $5 中 所 作 的 那样 . ВНЕСЕН КАЙ ЕНЕ 
等 问 起来 ,这 二 直线 就 是 到 开 柱 面 时 的 屠 一 条 切 开 北 ( 例 旭 , 直线 9 = + = M. 
9 = — x= 上 的 点 )。 就 是 说 ,将 认为 它们 对 应 于 系 纱 沟 间 一 些 状态 t 有 相同 z 的 
КАД А А), 
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值 时 ， 它 们 都 满足 条 件 «(9 + Ir) = zÇ(89)5. 为 了 发 现 这 类 周期 
解 的 存在 , 例如 ， 可 以 采用 名 下 方法 .如 时 存在 闭 方 程 47.2) 的 两 
КЕМ 258) № 9), 对 某 个 90, РИН: 
2,09, + 2ж) 2 29), 22 2л) < 2.09%), 
而 且 如 时 在 这 两 个 解 对 应 的 积分 曲线 之 闻 没 有 奇 点 。， 则 按 和 解 对 初 
始 条 件 的 连续 术 关 性 ,我 们 可 以 断定 ,在 2.69) 及 ро) М Е 
£ НЕ, IE e a E 
=(9, + 2а) = 269), 


因而 有 
z(9 + 2л) = gH 
СЕ i h, AIER E КИЛЬ). 

TRE Se FEBS И, E НЯ А Mae tE, 可 以 采用 建立 柱 
BJAR AR p= 9. НВ ЕАН ARRET. RRR 
9 = b, PIRE CL НЕЕ НЕ Sak СР 320), 
238 АЛЕН В ЕАН, НР SSS EAN 
点 变换 ?建立 后 继 函 数 


z = Кая), 
这 一 点 变换 的 不 动 点 x*, BH Jy Fe 
z = К») 
决定 的 点 ， 莽 国 绕 柱 的 闭 轨 线 (极限 环 ) 和 柱 之 母线 3 = 9, 的 交 
m, НУЛЕ Hu E EE, ñH B: 
РС) =< 1, 


D 我 们 假定 全 及 EREE: ЮЖ: Роща у, 角 上 坐标 日 将 
改变 一 2x 《增加 或 咸 少 随 转 向 而 水 向 》; 因 而 相 柱 上 有 的 每 一 点 , 可 给 予 的 不 居 一 
TAERE ME- TARAN, AE gti ~ 2, е k o 779911 
ё СЛАР ЕВНА, ОЛЕНА АО А ЕН Аер уло Е ЧЕ ВЕ, 

Bi EMAER. 2) НИНУ; ФСО, 2) М КСЭ, z), ХАЈДЕ 
вона, НАХ 28, 
12) 当然 ,对 系统 (7.131 IE HES РНЕ НОЕ 
条 件 旦 满足 的 ， 

3) ат, ла, TAHER ERM RA AR Ah 

Ел SLO 中 列举 。 
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极限 环 将 是 稳定 的 ,而 如 果 

АЕ > 1, 
极限 环 将 是 不 稳定 的 ， 如 果 知 道 了 对 应 于 绕 
柱 之 极限 环 的 解 本 自 : 9 = 5(2, z =, 
则 此 极限 环 的 稳定 性 可 蓉 通 过 计算 其 特征 指 
数 


LIY; | 
й 一 二 | ФЗ), (г) | + 
(в, z(z)]Y di 

来 决定 ， 这 里 了 是 周期 解 的 周期 "， 就 是 说 ， 
当 上 <0 HERRE eE ПЗА 5с 0 
是 未 稳定 的 (此 论断 的 证 明和 第 五 剖 58 所 作 图 320 
的 证 明 完全 一 样 )。 

在 研究 具有 相 柱 面 之 动力 学 系统 的 相 图 村 ， 本 犹 克 生 判 握 和 


» > n > m ua > w ù * t 


w > è ü è k £ a * k + n a 4 в 


e от ака чт 


b w e a è > s $ a 


52. 受到 常 力矩 的 摆 


对 于 一 系列 的 机 电 系统 , 例如 同步 电动 机 , 同 其 他 机 器 并 连 于 
电网 上 而 工作 的 交流 点 电机 ,等 等 ,最 好 采用 柱 形 相 空 间 ， 在 一 定 
的 简化 假设 下 ， 所 有 这 些 杀 统 都 可 以 归结 为 周一 个 数学 问题 的 荆 
究 ; 所 己 我 们 只 研究 这 种 系统 中 的 一 个 , 那 就 是 ， 在 常 转动 力 滤 作 
用 下 具有 线性 阻尼 的 摆 . Я M ЕТ, АП 
到 摆 的 运动 方程 


1) Я G) ДНИ, р GATE), mh TEREA ЭОС S( +T) 
=p tZ, 


+ 469 + 


25 29 
+в + mgasin = M 
20 dr 8 ” 


Нин I AEREE. 2 УМА Г ЕН 55 йЗ ПЖ. 


3j 入 新 的 独立 变量 = [PEE ,, TEDAN: 
Pa 
йт? 
其 中 м С7.3) 
emsa >0 K # = т > 0, 
ЕС УИ, МНА Н, ЕЕН, ЗЕ 
пур РЭР а ZFR, арр ЕЕ. 
在 同步 马达 的 情况 中 ， 8 表 永 定子 磁场 方向 与 转子 做 场 方向 
03675. 此 时 Me 为 负荷 加 给 马达 的 力矩 〈 我 们 假定 负荷 是 不 
变 的 )， 罗 为 从 负荷 来 的 力矩 将 使 转子 转动 减速 ,这 里 和 皖 的 情况 
一 样 ， 将 力 盾 写 在 方程 右 端 并 给 以 负 呈 ,这 时 ,如 困 转 子 徽 场 落 后 
于 定子 磁场 ,我 们 应 取 8 为 正 ， 除 去 负荷 力矩 以 外 ,转子 上 还 作用 
有 阻力 和 电阻 尼 产 生 的 阻力 算 ， 这 种 力 算 假定 是 和 角速度 成 正比 
的 。 因 为 这 些 力 将 阻 得 运动 ,所 以 在 方程 右 端 以 项 一 4 ЖЖ 
它们 ,和 且 5 之 0， 但 除了 负荷 力矩 和 阻力 矩 以 外 ,转子 上 还 作用 着 
TRAMETEM ERDE. Ri EON EA 
FERARI] НСО. A, BiT 
以 记 这 一 力 拭 为 40), B. 了 和 ?3 ARER S, 9 等于零 对， 
f 亦 等 于 零 。 我 们 现在 可 以 令 所 有 力 簿 的 和 等 于 慢性 炬 与 角 加 速 
度 的 乘积 ;得 到 ": 


+ а d3 4 sin — В = 0, 
dr 


a = 


15 ВЗА, РЕБ тан: 


Dh a АЕ _ 
l — = = Кот Ф) в м» 


Ніро Ранно АГ, ПОЛЕЗЕН Ф 0 = oz — Ó, ВЕ 
文中 的 方程 . 


. 470» 


29 49 
IE = М, — b —— — КЗ). 
g 0 1 


rP 


至 于 表征 转子 及 定子 磁场 相互 作用 的 函数 f(3》 的 形状 , 则 在 一 定 
的 简化 假设 下 ， 这 个 相互 作用 可 表 为 正弦 关系 式 。 以 sn p N 
1C9)， 我 们 得 到 的 方程 ,和 对 挡 得 到 的 方程 (7.3), 完 全 类 似 ， 

在 发 电 宙 和 其 他 机 回 对 公共 电网 并 联运 行 的 精 况 中 ，3 应 该 
表示 所 研究 之 发 电机 的 转子 相对 于 其 他 宙 回 (一 般 来 说 ,有 更 大 的 
功率 ) 转 子 的 超前 角度 , 而 М, 表示 营 动 发 电机 之 发 动机 方面 来 的 
常 力矩 〈 在 这 种 选择 的 情况 下 ，M 将 再 次 使 9 增加 )，、 Нее 
和 以 前 一 样 为 — 2, 此 外 , 存 发 电机 在 公共 电网 中 运行 的 情况 


中 , 当 有 骨 篇 腐 3 时 ,就 产生 了 平行 运行 着 的 其 他 发 电机 加 给 所 研 
究 之 发 电机 的 和 电力 矩 ?， 这 个 力 夭 作 为 骨 8 的 函数 ,将 使 191 减 
А. Am, CERITO 并 与 8 有 相同 的 符号 ;在 一 定 的 简化 
假设 下 ,也 可 将 它 取 作 为 sm. 

为 了 研究 方程 (7.3), 引信 新 变量 = = < 我 们 得 到 两 个 一 


阶 方程 的 方程 组 : 
de _ аз s . do — 
= = z sin 8 + 2; Fa =. (7.43 
HE т, 得 到 一 阶 微分 方程 : 
dz _ _ аз — sin 
а < +в (7.5) 


从 特殊 情况 “一 0 《保守 系统 ) 开 始 ， 研 究 方程 (7.5》。 在 此 情况 
中 ,方程 具有 形状 : 


z z = 8 — sinë, (7.62 


经 过 变数 分 离 和 积分 ,我 们 得 到 解 : 


1) 严格 她 说， 我们 应该 研究 发 亿 机 疝 的 柑 立 作用 ， 折 不 单 是 所 有 其 他 发 电机 癌 给 
Ет Я НИЕ, 
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57 = cosg + 89 + C, ВЎ, 


z = + 2(cos9 + 29) + С. (7.7) 
НААС УА В ЗНАЕ АНЕ ЕТЕТ F, 我 们 来 研究 其 人 性状。 首 
先 , 和 根据 (7.6)。 奇 点 为 点 (5 0), 其 中 5 决定 于 方程 

I, 8) = 8 — sin 8 = 0, (7.8) 


显然 , 当 8 < ANAE 
ал. Э = 9, 及 5=9,= 
= 


т — 91, 其 中 9, = arc sin В 
图 321 


(0 <s <); 8 一 1 时 ， 


这 两 个 平衡 位 置 会 合 { 9 一 


s= Z) TE 8 > 1 时 没有 


平衡 位 置 。 图 321 上 给 出 了 
相应 的 分 枝 图 。 КӘ, p) > 0 
ВБИ ГЕ; aE FAARAO РАН АН E 
的 点 ,在 这 些 点 上 Š = 9, ПКЕ ЕС 9 = 8 对 
ATHA NAR РН. H 8 = 1 显然 是 分 枝 值 . 

为 了 作出 积分 向 线 ,利用 第 二 章 53 所 指出 的 方法 。 在 辅 有 点 平 
шо, у EHER 


у = 2( 6039 + 89), (7.9) 
НЕК ЕУ, KERORA E, ВЖЕ В ЕДЕ 
РЕЗНЯ (7.7). 在 平面 93, z РЕЖЕ Р 
踊 进 行 , 结 定 不 辐 匆 CC 值 , 对 一 定 的 3 ИЖЕ C НУР, © 
后 在 各 坐标 为 8 ЕВ z ТА Э Ah САН F АЕТ di 
АНН БУ. ХРЕН С, Оу С 
> 0 УЕ, 9, з Ш НАРАА BN Sa ШӘ y - С < 0 BS 
y frt. НАТ ВЧ a, АА z WEEER. 

КЕ В (8. НЕ КАЈ, 
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情况 8 = 0, ПРОНИН ау sia, RANER 
章 $4 CARROT. ТАЕ 88 СА р, REKTE A i Б 
点 ) 和 分 界线 以 外 ,所 有 相 轨 线 都 是 团 的 , 且 对 应 于 周期 运动 ,同时 
分 界线 内 部 的 是 围绕 趾 心 但 不 国 绕 往 体 的 闭 轨 线 ， 而 外 部 的 则 是 
围绕 柱 体 的 诸 轨 钱 。 我 们 已 经 讲 过 , 后 者 对 应 于 新 型 的 周期 运动 
> вч 0 BJ, Бот 还 是 &>1， 我 们 得 到 不 同 的 图 
象 . 在 辅助 平面 上 ,我 们 应 当 作 出 曲线 

y 一 2cos8 + 289, 


ш 8 < 1 时 ,这 条 曲线 在 = ә, = arcsing (0 <9, < Z) 上 有 


一 极 大 值 ,在 8 = 9. = п 9. 上 有 有 一 极 小 值 (我 们 可 以 只 在 一 = 
< 9 < += ЕЕ С7.9)). М В = 1 В, НЕ у = 2( соз э + 
ВОЕН НИ, АЛЕ p. = 本 上 有 一切 向 水 平 的 
PR. 4 8 > 0 时 ,曲线 у = 2Ccos5 + 89) 是 单调 增 的 , ЕЯ 
Ня, | 

在 #8 之 1 的 情况 中 (图 322)， 我 们 又 得 到 一 个 中 心 型 奇 点 ， 
ЛЕНЕ, ДЛ. ЕВ ЕН Е 323 所 


А 322 323 


示 . НИР, НУР. ЗЕЕ 
的 曲线 在 析 柱 面 上 非 闭 ,因为 当 8 增 加 短 时 ,= 得 到 不 同 的 值 , 并 
且 每 转 一 周 都 变 增 加 (就 其 绝对 值 万 言 )。 因 而 ;在 这 一 情况 中 ,第 
二 类 周期 运动 是 不 可 能 的 . 对 8 = 1 (图 324) 的 情况 , 我 们 得 到 
PAKEA. EEEE AR СИЧ 325). SH 8 >1 
时 (图 326) 根 本 没有 奇 点 ,在 相 柱 面 上 亦 没 有 闭 曲 线 ( 图 327). Вт 
К, 如 衬 】 隔 ,第 一 类 周期 适 动 以 及 第 二 类 周期 运动 都 不 可 能 . 


图 324 322 


О Ps АХ ЛЕЧЕНИЕ. ЖЖ, 
它 使 下 平衡 位 置 产生 的 偏 移 小 于 地 ( 亦 即 , 常 力矩 小 于 重力 矩 的 最 
大 值 ), 那 么 当初 偏离 (及 初速 度 ) 充 分 小 对， 可 能 出 现 绕 仿 移 之 平 
衡 状 态 的 和 运动， 此 时 ， 当 着 和 外 力矩 相 芭 的 方向 运动 时 , 搜 作 的 
功 ，。 正 好 等 于 它 沿 着 力 燃 方 向 送 动 时 所 得 到 的 功 。 如 果 初 偏离 很 
大 ,由 于 常 外 力 炬 的 作用 , 摆 经 过 上 平衡 位 置 后 ， 将 继续 沿 外 力 撑 
的 方 避 运动, 司 时 每 经 一 转 , 摆 的 速度 都 在 增 册 如果 8 > 1, M 
外 力矩 起 过 最 大 重力 渤 。 在 这 一 情况 中 , 据 动 根本 是 不 可 能 的 ,而 
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E 326 图 327 


且 由 于 对 任意 9 HAZ = 29 > 0， 对 任 窟 的 初始 条 件 , 摆 最 终 
地 将 沿 常 力 经 的 方向 转动 ,其 速度 亦 将 单调 地 增 大 . 
$3. 受到 常 力矩 的 摆 . 非 保守 情况 028 


进一步 研究 “二 0 的 非 保守 系统 《7.4)。 在 这 种 情况 中 ， 桩 


т. БАВЧА КЛЕ 
da — — az — sinb- dz 一 az — sin t ë 
РТ іпэ + 8 E Ja = 


已 经 不 能 直接 进行 积分 了 ， 因 而 我 们 应 该 应 用 定性 积分 方法 , 
В, ЗЫ 92. 一 0 是 一 条 偏 移 了 的 正 驴 曲线 ， 其 方程 为 
z ё sin? 


e 


RAY е1 ЮТ НН С 238), М 8 > 上 时 这 一 等 
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Hik SS 9 НАНЕС 239). EER RR 9 加之 闻 , 即 在 图 328 
及 329 上 的 影 线 区 域 里 ,5 > 0。 在 整个 其 他 区 域 里 ， Z < 0, 
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PATTI E, ИЕ РО: 
Ë — sin 9 = 0, z = 0. 

因而 , 当 в > 1 HB RARA 4 pcl 时 ,有 一 个 奇 点 (二 个 平 
ПЗ): 8 = S, з=0 及 了 一 外 一 一 8 一 和， 其 中 与 
前 面 一 样 S, = arc sin В ( 0 = 9, < z), 

现在 阐明 这 些 平 衡 状态 的 性 质 ， 为 此, 令 方 程 (7.4) 中 的 
9 =, + EG = 1, 2), HAE sins Л Е у. Мам 
£ 的 一 次 项 ， 便 得 到 挡 术 系统 在 平稳 位 置 C3;, 中 近 游 中 之 性 状 的 


«та + 


线性 化 方程 组 : 


= = — ах — Ёсоѕ 5;, 
T 
dË {7.100 
4: = z, 
gz 
А? 4 eA + cosh = 0, (7.11) 
因为 coa > 0, 而 с659. = —cos9, < 0, ВР о < 4 cos 9, 


时 ,平衡 状态 (9 0 站 是 稳定 的 焦点 , 当 о? >> 4соз 9, 时 是 稳定 的 结 
A DESSINS O, ОЛ. 4 a= Q 时 , 第 一 个 平衡 舌 
НЕ ЖЕНИХ, 

然后 ， 将 方程 给 (7. 和 之 右 端 记 作 下 及 ФСЕ = — az — sinë 
+ #, b = z). РАТЕ E 
ФЕ = — z < 0, (7.12) 
ВЕ ЖК ЕЕ КН, ХЕРНЯ Е bin P ERE $1), 
ЗИНА АНЕ 6, РАНЕЕ 2k Е Z 
也 内 能 有 有 一条， 这 个 根 限 环 , 如 时 存在 的 话 , 必 定 是 稳定 的 ， 因 为 
HCI EES A = — < < 0, 而且 整个 地 位 于 相 柱 的 上 半 
部 (整个 地 位 于 z > 0 Е), 

首先 很 明显 系统 {7 ,4) 不 可 能 有 国峰 柱 体 的 ,与 钱 z = 0 НЗ 
PE. 19571, НИЯ = 一 0 相交 的 闭 雪线 章 在 {交点 至 少 有 两 个 ; 图 


330), 我 们 将 得 到 结论 , 它 不 可 能 图 绕 相 往 ,因为 在 通过 * — 0 ФАН, 25 


вуран а (mu, 29 一 =), 四 而 ,存在 一 开 区 间 эсе, W 


研究 的 闭 轨 线 丰 通过 这 一 区 间 。 所 以 ,围绕 相 柱 的 闭 遍 钱 只 可 能 是 : ВЕ 
个 位 于 ><0 的 区 域 里 :或 者 >0 ПЖ. 
将 方程 如 .5) 写 作 : 


> £ (a) = — ea — sin Ə + 8, 


然后 活 围 绕 相 往 的 闭 康 线 x = =,(9) СЕН НЕМО АА Ə, 到 
4 + 2х АХЛ. 


477 ， 


Зоя 
~ |. (9049 + 218 = 0, 


ЯЖ s,( 8, + 21) = zof go) НТН. ПНА со КАЧ 
的 被 限 环 来 谤 ,由 村 вхо, АИ. РЕ Не 


的 极限 环 存在 ,那么 它 必 然 整 个 地 位 于 :>0 КЕ. 
现在 研究 这 积极 限 环 的 存 
2 在 问题 ， 同 时 我 们 将 分 别 研 究 


6> 1 K < 1 的 情况 .从 第 
一 情况 开始 . 
І. g > 1. 
ГЕАЛ ЯН 5: 50 =(9) 
的 存在 .正骨 已 经 指出 过 的 ,只 
要 能 找 出 两 个 特 解 2169) 和 
2269), 并 使 它们 对 其 一 3 满足 
条 件 : 
(9 + le) = (9), СА) 
2209 + Ir) 2 (9), (В) 
HALAT. ЖАРУ ЕЛЕ. EEE, АЕ — 9, їй 
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НН = 一 s= sa sin9 的 上 部 ， 总 有 950 (图 331), й 


aC = 21090 一 2), вари, 


为 了 寻求 满足 条 人 忻 (3) 的 第 二 个 解 ,研究 通过 坐标 为 一 - 


"47B = 


= 一 全 一 ! 之 点 4 的 积分 曲线 (4 即 正 骇 曲线 = = 2—39 рр 
小 的 点 )。 观察 积分 由 线 由 4 起 向 右 的 走向 。 因为 在 正弦 曲线 与 
э 轴 之 何 2. 二 0, 那么 曲线 应 该 随 # 的 增加 高 上 走 , 并 于 某 点 8 


彻 正 驴 昌 钱 相 交 ， 几 于 正在 曲线 是 水 平等 倾 线 g =0, E0 AL 


ЗАНАКИ, HARARE КЕ, 并 交 直 线 8 = = FM 


> M AS AETA B НУ F НОЖ 32 паана 一 0, 所 


РУНЕТЕ НН КН, 不 难 

看 出 ， 这 只 有 在 B 点 上 或 B 点 右 方才 可 能 )， 

因 市 ,我 们 研究 的 积分 曲线 记 对 应 的 解 注 足 
22 (= 十 2x) = z; (=), 

亦 就 是 说 , АЕ REB), 

因为 在 此 情况 中 C8 > 1), ЗА, В 
АНА ЗЕЯ =, 及 z, 之 间 ， 应 该 
存在 有 满足 2009 + 2r) 一 (9) 的 周期 解 ， 
我 们 已 证 明了 ， 这 个 周期 解 是 唯一 的 浆 是 稳 
定 的 ， 它 所 对 应 的 极限 环 转 绕 相 往 , 如 图 333 
HR. 

I. 0 < < 1. 

Zoagli ATERA 2 
RIRE AR, EIERE A ИУ 
相 柱 母线 3 = 5, ПРЕЖНЕЕ 
变换 ; 在 相 往 的 展开 而 上 , 这 个 变换 就 是 池 直 线 2:9 一 S, 一 2а, 
22:0 对 半 直 线 Z':8 = 9, s> 0 的 点 变换 El: 及 了 记 这 一 
母线 的 点 和 其 褒 继 点 的 级 坐标 ,如 果 后 铁 点 存在 的 话 ( 即 间 £ > 0 
№). БОЖИЯ”, 如 果 存 在 的 话 , 将 是 围绕 往往 之 极限 环 与 
ВЕБЕ 3 = 9 的 区 点 。 前 已 指出 ,这 个 术 限 环 上 只 可 能 存在 于 * 盖 0 
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稳定 极限 环 


的 区 域 单 ， 因 而 ， 这 一 极 中 未 存在 的 必要 充分 条 件 是 : 我 们 所 研 
ARFER 8 = 9:, z > 0 ХРЕН В НДСВ 


MARN, RARE АА s > 0 


较 点 出 发 的 分 界线 T+ 三 种 可 能 
保守 情况 中 a 一 0。 分 界线 完 4 


图 335 
В, в В, 
PALER, FEAN 
z = z,(9), СЕНЕ НЯ Е 
条 件 (8, — 2=) >> z,C9,) (aX 


种 曲线 ， 特 别 地 ， 可 以 是 满足 
a) > 12 的 那些 曲线 )、 


对 它们 来 说 ，s < |, МЫ, 当 

“充分 大 冉 ， 我 们 关心 的 后 继 

冰 数 的 本 《对 任意 的 e), 总 是 

ATHAR я = Рис 
337). 

ЗЕ ТЕН АЖ А 

情况 表示 于 图 334—336 上 ). 在 

位 于 上 半 往 商 上 【参看 图 322 及 
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323)。 所 以 当 & 其 小 时 , 当 系 统 接 近 于 保守 系统 时 ,图 334 上 所 示 
出 的 相 图 必定 是 成 立 的 : 分 界 缆 位 于 相 柱 面 的 上 半 部 ， 且 和 半 直 


线 Z' 相交 于 某 点 = > 03， 因为 按 C7.5) 随 着 2 的 增加 ， 


单调 地 减少 ( 当 G 一 十 co 时 ,属于 负 无 穷 大 ), 那 么 当 参 数 < 增加 
时 , НГ ОЕ з > 0 的 范 周 内 ) 单 调 地 下 降 , 随 之 i ay 
碱 少 , 且 在 某 分 枝 值 “一 m LERE C 是 8 ОЕ РА; Ч =a 
时 ,显然 分 界 强 又 问 到 蒜 点 ;参看 图 335}， 因 而 ,对 所 有 的 azas, 
ЗА ГЕНИИ 334 所 
示 ， 其 起 点 * == 0 有 后 继 点 
s> 0, 此 外 ,由 于 在 分 界线 
上面 没 有 方程 (7.5) 的 奇 
点 ， 所 有 和 半 直 线 Z #259 
轨 线 都 将 国 绕 相 柱 ， 且 和 机 应 
地 ,这 一 半 直 线 的 所 有 ;: 1 
的 点 , 亦 将 有 后 继 点 ”(e > 
+> ОРЛЕ, Чао, 
ВРЕ s 22 0。 后 继 函 数 图 337 

r = KOREL 而 且 К = £ > 0， 由 于 它 的 连续 性 ?， 
当 a < om 时 , КИНА ДВ; 一 ”相交 (参看 图 
337 上 的 曲线 I П № T, 它们 分 别 表 未 参 数 Са < a) 取 三 个 顺序 
增长 的 值 的 后 继 函 数 的 图 )， 这 个 溉 点 就 是 所 研究 之 点 变换 的 不 
ZR", 它 对 应 于 围绕 相 柱 的 极限 环 ( 极 限 环 是 唯一 的 , 因为 正 象 
我 们 已 证 明 的 ， 转 绕 相 柱 的 极限 环 不 能 多 于 一 个 )。 很 明显 ， 当 
cr->on 时 ,不 动 点 的 坐标 e= — 十 0. 

从 同一 些 理由 (参数 «增加 时 = ЖУРУН], 34 a > am 


时 ,分 界 级 了 不 再 与 相 柱 的 母线 8 = 9, 相交, 且 点 ;一 0 没有 后 


ТЕУ. ВАЕН РЕЖ e (附录 ( 中 有 看 应 的 一 般 定理 》, 
2) АКРА ТУБ Е, PRSTI ре БЕ АРЕНЕ ЕЛНАЗ ПО Е EB HE H 
GERR D. 


= 48l- 


继 点 (图 336), няня (= <0) 的 


分 界线 Г,, 必定 走 到 ( 沿 负 T 的 方向 运动 ) 母线 Э = 9, — 2x (图 
336 上 的 半 直 线 Zz) 上 的 某 点 s > 0, МУЖЕ 
状态 (Э, 0) ER., MUA += s > 0 HAREA ”一 0, 而 
MARROC s > > 0 时 连续 ) 将 通过 位 于 分 角 线 :一 下 
面 的 点 (so 0) (参看 图 337 LIRR Р), HERATA НН 
58 ОХЕ Е, НРА), НН СААБ 
点 )。 后 者 是 不 可 能 的 , 因为 点 变换 Z = JG) 不 可 能 有 多 于 一 个 
的 不 动 点 , 这 是 由 于 系统 (7?.4) 的 围绕 相 往 的 极限 环 不 能 多 于 一 个 
HJ BY. 

于 是 , 当 0 < a< 1 b. АГ OSP m: а < a, 及 
о > on, 

Ща < ws HJ, ЕН НЕ ЕАН 
ВЕНЕ 338), БН e ИИС «< mw)， 这 个 极限 环 不 车 [ 下 
降 ( 因 为 é ЖАР) ВУ а= о КРАНА RRC a= 


В-ї e> 
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қае. 

当 а > ma 时 ,性 何 周期 运动 都 不 存在 (型 339). 

我 们 所 找到 的 两 个 第 二 类 的 周期 运动 , 亦 即 冉 绕 相 柱 的 ( 尖 а 
Е, # >> 1 时 有 一 个 , 当 аа, 1 时 有 另 一 个 )， 都 是 稳 
定 的 ,因为 所 有 相 邻 的 运动 都 向 这 二 个 局 期 运动 趋 近 ， 但 是 ,于 第 
一 情况 中 Q > 12, 在 任意 初始 条 件 下 都 能 建立 起 周期 运动 :而 在 
第 二 情况 中 ， 霹 存在 关 一 个 初 值 区 域 ， 系 统 从 这 个 区 中 的 点 出 发 


上 的 影 钱 区 ， 

所 得 结果 的 物 班 意义 是 完全 明显 的 。 如 果 系 统 中 有 正比 于 速 
度 的 阻尼 , 旦 作用 着 常 值 转动 力 定 ,那么 显然 ， 克 服 阻 力 所 请 的 功 
БНА ЕАО а АПН К, КЕРУУ ТЕНЧ АУК К, ВТ М 
8 > 1 ТЯ, ЯНУКА К, пет ТРЕ 
жЕ, MA ЕО, НЕ ER zh 
不 断 加 强 ， 直 到 建立 起 克服 阻尼 的 功 与 外 力气 的 功 之 间 的 平衡 为 
Е. 反之, 如果 в < 1, 亦 即 ,如 果 外 力矩 不 大 ,而 最 大 的 重力 矩 大 
于 这 个 力 第 时 ,那么 ,外 力气 本 届 将 不 能 使 摆 Ea, BH, RS 
在 一 定 的 初始 荣 件 下 摆 才 能 开始 “转圈 ”， 但 是 只 有 在 每 一 圈 中 消 
耗 于 阻尼 的 能 量 , 最 后 变 得 等 于 常 力矩 之 外 力 所 作 的 功 的 条 件 下 ， 
运动 才能 成 为 岗 期 运动 ， 此 外 ,因为 必须 有 相应 的 初始 条 件 , 即 祖 
当 大 的 初速 度 ， 则 对 给 定 的 o, 阻尼 消耗 的 功 不 可 能 任意 地 小 (内 
有 当 提 可 以 运动 得 任意 慢 时 ,这 才 是 可 能 的 )]。 这 意味 着 、 为 了 使 
每 一 图 上 的 能 量 损耗 不 超过 一 定 的 数值 《等 于 外 力 移 每 圈 上 上 所作 
的 功 ) ,必须 使 & 充分 地 小 ,小 于 某 一 个 临界 秆 a, 

于 是 ,我 们 的 所 有 结 采 都 得 到 了 清晰 的 和 解释。 当然 ,对 于 同步 
蔚 达 情况 ,以 及 机 器 并 联 工作 的 情 总 ,这 种 解释 将 是 比较 复杂 的 ， 


$4. 关于 滑翔 飞行 的 茹 考 夫 斯 基 问 题 


研究 关于 区 潮 机 (发 动机 关 车 时 的 飞机 ， 乌 ) 在 某 一 铬 三 平面 
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ARTT ЗИ 61278028 
去 斯 基 问 题名 ， 作 为 本 
章 的 结束 (图 340), 记 : 
9 一 一 轨迹 的 倾角 ,vs 一 
少 闭 机 重心 的 速度 ， m 
ВИЦЕ, Е 
ЖИ, ЛЯ 
WE, о ЕЕ, 

图 340 с. 及 C0, 一 一 滑翔 机 限 
力 及 和 开 力 的 气动 力 系数 ， 屠 人 么 得 翔 机 重心 的 运动 方程 ， 对 如 速度 
КУ ГА] ТАКА ВЕТ НИК, ВА: 


њ 22 = — ms sin 9 — È ОРС, 


(7.13) 
mu 49... m£ cos 5 十 工 pF Cyr, 
d 2 


МОЕ ЕЕ, ПЕРЕН ВНА 
Жану 218543 ри ов СУ В ts ЕВЕ 
角 的 改变 )。 并 假定 冲 衣 是 常量 ; 那么 方程 (7.13) 中 的 С, М С, 亦 
KERR. FERTH 


0 = Poy, 
其 中 = V 2mg/oFC， 为 当 洽 翔 机 重量 与 升力 所 平 衡 时 的 水 平 
飞行 速度 ,以 及 


= 20 
Ы 


我 们 可 将 方程 (7?.13) 北 为 如 下 的 无 量 纲 形式 : 
y= sin 8 — ay? = Р(Ә, у), | 


$ == — cos 89 + y? = pis y) (7.14) 


y 


其 中 字母 上 的 点 表示 对 新 的 无 最 纲 时 间 的 微分 , 且 
a = C,/ G, 


* 484 + 


CRER, ЗЕ РАЯ АДЕН A-SI ARED. 

ATREO + 2=, УЖАС, УЕ ЕР СБ 
程 (7.14) 右 端 是 8 的 周期 函数 ,周期 为 2x), 我 们 应 读 取 圆柱 面 为 
相 面 ( 沿 母 线 表示 和 速度。 成 比例 的 量 y, 沿 准 线 表示 3). ЖЗИ 
识 翔 机 “尾部 疝 前 ”* 行 的 情况 ,我 们 仅 研究 相 柱 面 上 半 部 (y 2 0) 
НИНУ. 显然 ,和 禄 柱 面 上 的 积分 曲线 的 方程 可 写 为 : 


dy _ y(sin9 + ау?) (215) 
45 cosg — y “ 
应 指出 ,这 个 方程 有 积分 曲线 y = 0, 它 是 系统 47.14) 的 一 条 奇 相 
质 线 ,对 应 于 消 翔 机 在 一 -RE HORE ARR 


有 e (ER y) 等于零 (根据 (7.14)， 如 果 — 2“ e< > Š = 


这 种 奇 袖 轴线 的 出 现 , 完 全 从 速 时 (zw 一 0) 的 滑翔机 的 这 种 物 
理 上 不 可 能 的 瞬时 翻 倒 的 出 现 ， ЕВА ВЕРЕ РН НИИ Я 
不 变 之 慨 设 所 引起 的 。 当 证 翔 机 速度 其 小 时 ， 这 个 假设 必定 是 不 
成 立 的 ,因为 飞行 速度 甚 小 时 ， 尾 届 的 稳定 力矩 也 是 很 小 的 (尾村 
在 大 《和 行 速度 时 ,才能 保证 冲 角 几 平 不 变 ). 

L. 各. 上 一 癌 题 一 样 , 先 研究 保守 情 沉 a 二 0《 没 有 阻力 }， 这 


* “应 于 滑翔 宙 在 3 一 一 > EB EERIE RA "HETE YB Л d: 5 = 
+789 = — 2908 = +5 BLB ЕЕЕ (87 ЛЕРА 342 上 从 
+ 了 到 -于 (y 一 ООВ ,或 图 343 上 x* 轴 寺 的 尖 点 一 一 译 考 注 ， 


PRE, ООН Инт, amt Ш 


я 


Рату УПА Я Ерата Рр, ә на +. 


З т (m — E), REFE 342 ит al ER, 
这 时 9 — +оо, ЖАНН ЧЕ, АЕ Р KTN ERRA 


PEET ре 


455» 


RSR E phausi. р, НЫ 


341 
程 (7.15) 具 有 积分 : 
У. — yeosə = c 《常数 )， (7.16) 


和 三 个 奇 点 : 1) 3= 0, y= +1; 2) 9 = +”, y = 0; 3)8 = 


= 


~Z, y= 0， 只 有 前 一 个 才 是 a = 0 时 的 方程 组 : 


xy 
= 


站 ñ — н ё 
ў = 一 т, Š$ = 128089 ту (7.148) 


BERRA, 它 对 应 于 滑翔 机 的 等 速 (o = л) ER УК. 其 
ЗАРА РАНА у = 0 上 , 正 象 前 已 指出 的 ， 它 们 对 
应 于 e = 0 时 的 朋 时 翻 何 , 而 不 是 系统 (7.14s) 的 平衡 状态 ， 因 为 
在 这 些 点 上 > =s ©. 

为 了 作出 积分 曲线 ， 可 以 利用 这 下 情况 , 那 就 是 ,从 积分 曲线 


* RR RPA KE” НИИ ЧБ Лим 
行 一 一 译 者 广 . 
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的 上 方程 (方程 (3.16)) 可 解 出 8; 
8 = arc cos, (7.168) 


其 中 


3 
ZE Qa g1). 
3 y 


图 341 НТ y > 07% КУНЕ ИК 1 = n(y, CP, E 
РА 342 和 343 ЕМУ ТЕ ЛТА НВ ЕАН. 


4 一 一 = 对 应 于 中 心 型 奇 点 9 一 0,у = 十 ! 一 一 系统 (4.14a) 的 


т = 


Так. НИЕ. 当 一 二 < c < 0, 是 包围 中 心 但 
不 围绕 相 柱 的 闭 相 轨 线 ,而 当 СО 时 ,是 围绕 相 柱 的 闭 相 轨 线 ?。 
第 一 种 闭 相 罗 线 对 应 于 洛 “ 波 浪 形 ”雪线 的 滑翔 机 的 飞行 ， 而 第 二 
ЖРА “和解 斗 ” 的 飞行 ， 图 344 上 给 由 了 滑翔 机 的 飞 
行 轨迹 ?， 


AEX ухо, 
р 25 СО FF, ИН y= Су, CO BB 18189, 34 СО, ЗАРАНИЕ УЕ 


Вл, EA RER H 
Фр _ 2, С Те о уу: 
dy ЗУ + абе: С ~ 1): 


当 c< — 2 реН АЕРА y= +1 的 上 方 . 
D 这 二 类 阔 相 航线 是 由 C = 0 的 积分 曲线 分 隔 天 来 的 ,后 者 是 由 图 y= ОЖ 
分 异 线 (分 界线 的 广 码 为 : P= arc соз ERN, 


З) AILEE х, > KAREA РОЛС ЕАН, RTENE 
MAAE ВАТ AURR AERE, РАНИТЕ 


ERE. BETAH, vind =L, HF С, 一 9 МИ, MEC 1338 
有 得 到 : 
2.460) =- pds, 4 z: = = gs 或 у? = 一 


282 Ca) 
(RHR RDA A F , 亦 即 , 对 于 给 定 的 初始 条 件 ,* 一 0 时 的 高 麻 作 为 计算 = 
的 起 点 ао АН». РАН: 


dz ds ds 
— = r 1 = = = 
ДС TEË 8 dx 19 Ка, C 8) 


其 站 R, С) а у, БАНКО Л) r 解 为 的 函数 
ПЕНИЯ, ЕЖЕ НЕСЯ. EDRAKET ARAR 
出 来 ), 我 们 使 到 z 依赖 于 ВОЗЕ ЖОХ, НЕШИ 344 БЕ, 
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图 342 图 343 

П. РАЕН HR? SL ЧТ (C, 或 

相应 的 > 02529， 和 以 前 一 样 ， 方 程 组 (7.142 有 一 个 平衡 状态 ; 
其 坐标 显然 是 : 


S, == — arc tga (2 < Э, < о). 
1 (7.17) 
ya — ~ 《0 < y < 12. 
УТ a 


方程 组 (7.14) 的 这 一 平衡 状 态 ,对 应 于 谓 期 机 以 等 速 v < mw, 沿 下 
降 喜 线 的 直线 飞行 。 将 方 
程 组 (7.14) 在 平衡 状态 
(Эа Po BIR B AREE, 不 
难 证 实 ， 平 稳 状 态 总 是 稳 
定 的 ,日 当 = 不 大 时 Ke < 
A 8 ) 是 焦点 ， 

图 зн ЖЕНЕВА 
曲线 (除去 圆 >= 0 以 外 ), 应 用 杜 拉克 列 据 。 将 聚 子 B(S, y) K 
作对 方程 (7.14) 得 : 
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ð pop 8 7 
— [LF] + ->l yp] = За? = 0, ( .18) 
ду lz 55 Y 


同时 只 有 在 圆 у= 0 上 ,等 号 才 成 立 ， 因 而 ,在 所 研 究 的 情况 中 ， 
不 国 绕 相 柱 的 闭 积分 烛 线 《或 出 相 加 线 组 成 的 财 通 路 ) 是 不 存在 
的 ,而 及 围绕 相 柱 的 闭 积分 曲线 亦 不 能 多 于 一 条 。 因 为 圆 ) 一 0 就 
是 这 样 的 围绕 但 柱 的 闭 积 分 曲线 (和 保守 情况 一 样 , 它 对 应 于 滑翔 
机 当 * 一 0 村 的 瞬时 翻 倒 ), 可 以 断言 ,方程 组 (7.14) 当 a > 0 时 
在 上 半 相 柱 面 上 , 温 有 闭 相 罗 线 ,不 管 是 国 绕 相 柱 的 ， 还 是 不 围绕 
的 ， 换 名 话说。 我 们 所 研究 的 系统 ( 当 有 空气 阻力 时 ) 没 有 任何 局 
期 的 振动 运动 . 

积分 贞 线 方 窒 (7.15), 和 a — 0 的 情况 一 样 ， 除 了 平衡 状态 
(Bo y) 以 外 ,还 有 于 个 蒜 点 型 奇 点 ，( 一 王 ,0) 及 (十 三 ,0)， 它 们 
都 不 是 方程 组 (7.14) 的 平衡 状态 。 但 总 和 情况 а = 0 不 同 , Hi 


点 (一 二 ,0j】 出发 进入 四 往 了 上 半 部 的 分 界线 ,已 经 不 能 再 进 人 坑 点 
之 га 


(==. о) то. ЖИВ, ВЯ y 一 党 


ЖЕН ЕН узо. МЫ, НК РНЕ Л. 
Д y=0 Жа у = 一 二 所 围 成 的 区 域 , 其 中 还 包含 有 平衡 状态 


yo)。 注 意 到 闭 积 分 曲线 СВЕ y 一 0 之 外 ) 是 不 存在 的 ,我 
们 可 得 结论 ， 所 有 相 轨 线 都 将 渐 近 地 趋 近 于 稳定 的 平衡 状态 (о, 


* ú ú aa C вл 


yo) GEBI, ВЕ (—^,0) 的 分 界线 亦 向 这 一 点 趋 近 )， 


由 以 上 所 说 , 已 足以 建立 起 方程 组 (?.14) 当 a > 0 时 的 相 柱 
之 相 轨 线 划 分 的 定性 图 象 ， 图 345 上 给 出 了 这 一 划分 . 


1) АТАА S a (Zo), 那么 在 相 柱 面 上 就 有 了 两 个 由 积分 曲线 组 成 
的 闭 回路 [由 软 点 的 分 界线 和 同一 区 y = 0 MRA, ДВ у = 0 本 得 的 闭 
回路 (后 半 名 原 蔬 没有 一 一 涯 者 注 洲 ， 且 它 冰 图 绕 相 往 , 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 社 
RADARER 
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这 样 . 有 空气 阻力 时 , 滑 期 机 有 唯一 的 稳定 平衡 状态 一 一 洛 与 
А э, 之 下 降 直线 的 等 速 (。 = ay) 飞行， 对 任意 的 初始 
(Е, КРЕМ ЖД, 
如 果 滑 期 机 的 初速 度 其 大 《在 相 柱 
面 上 ， 对 应 于 那些 位 于 绕 相 柱 很 多 
敬 的 相 轨 线 上 的 点 })， 那 么 ,滑翔 机 
先 翻 几 个 “ 解 斗 ”( 其 数目 决定 于 初 
RE, RER RRT Аа 
ETAR KP. ТО 
这 样 的 轨迹 (其 重心 在 铅 牌 平面 =, 
z 内 的 运动 轨迹 ) 如 图 346 ВТО, 

对 有 柱 形 相 淹 之 动力 学 系统 的 
简短 研究 ,我 们 到 此 结束 "、 除 了 平 
年 及 柱 面 之 外 ,在 其 些 消 况 中 ,还 需 
要 采用 其 他 类 型 的 相 面 。 例 如 环 击 
或 多 叶 平面 等 ， 相 面 为 环 而 的 系统 
; KERB 35 8, 
| | 而 车 千 具有 多 叶 相 六 面 
| о ка, 将 在 下 -- 章 中 

进行 研究 . 


图 345 


L) Ех, r ERER AUL 飞行 轨迹 的 方程 , 居 [ 保 守 情 说 а = 0 ДН), В ААВ 
经 过 积分 求 吕 ] AA ТУРЕ ЕЕ 420, ВААР ІБ) ТТАР REE 
#ECe PB RER C487 页 的 注 中 导出 的 ?)， 

D 在 下 一 章 妈 10 中 ， 还 将 研究 县 有 相手 着 之 动力 学 基 绕 的 别 一 例 焉 【《 若 汽机 的 
最 简单 的 模型 ). 
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第 八 童 ”点 变换 法 和 分 段 线性 系统 - 


$1.58] S 


现在 我 们 转 入 对 罪 线 性 动力 学 系统 的 定量 研究 ,而 且 , 和 以 前 
一 样 ， 只 限于 二 阶 ( 单 自由 诡 的 ) 自 治 系统 ， 正 如 前 面 已 经 指出 过 
的 ,在 理论 发 展 的 现 阶段 ,这 种 定量 研究 (分 本 方法 ) 实 际 上 只 能 较 
满意 地 应 用 于 三 类 系统 ， 而 这 三 类 系统 都 是 极 有 实际 意义 的 ， 其 
中 一 类 为 似 保 守 系 统 ， 包 括 最 有 实用 价值 的 似 弯 尖子 系统 ; 第 二 
类 为 不 连续 振动 系统 ， 这 两 类 系统 将 分 别 在 第 九 音 及 第 十 章 中 加 
记 病 述 ， 第 三 类 包括 所 有 可 以 用 点 变换 法 进行 定量 研究 的 系统 2 
最 易于 采用 这 种 方法 的 是 所 谓 分 自 线 性 系统 ， 这 类 系统 的 相 空间 
被 划分 成 若干 区 域 ,在 每 一 区 域内 运动 的 动力 学 方程 都 是 线性 的 ， 
对 此 类 分 狠 线 性 系统 的 定量 研究 构成 本 章 的 内 容 . 

在 上 天 第 三 党 $4 一 6 里 曾经 利用 点 变换 法 戏 有 关 分 段 线 性 
系统 之 白 振 的 某 些 问题 进行 过 研究 ， 在 这 些 问题 中 ， 航 限 环 的 寻 
求 以 及 其 稳定 性 的 研究 归结 为 : 建立 半 喜 线 对 其 自身 的 点 变换 
《推导 出 相应 的 后 继 盟 数 ), 找 出 记得 到 的 点 变换 的 不 动 点 ,并 研究 
其 稳定 性 ,并 且 在 所 有 这 些 问题 由 ,我 们 都 找到 了 (或 有 可 能 找到 ) 
显 式 的 后 然 函数 . 
但 在 绝 大 多 数 问 题 中 , 找 出 显 式 的 后 继 函 数 相当 困难 ,而 找 出 
参数 形式 的 后 继 函 数 则 比较 容易 ， 例 如 , 某 一 动力 学 系统 ,其 相 平 
EÍ x, УЗИ + 一 mn Ë х ау МА (D, GD, GD) 三 个 区 域 


D Жена, 
2) AMA КОНИ, SA EER у НЕЕ РЕ УЕ 87 中 
Е. AIETE HHL ATAA A E EEA aE RER, 
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(图 347), ЕАН, РЕБРА ЕВЕ НЕЕ. 
将 相 点 下 区 域 (D ЕЛ аб, в СП) RA GHD, США СПД 
KHU НЕ ЛИОНЕ 
直线 分 别 以 8, So 5, S, ЖК. © 
еВ Е АКЛ +, л, 
sn ss А. Braga ЕЖЕ 
НЕЕ“ ВЕЕРА НХ” (Г), H), GH) 
AEREE 5 [Ар Sy 5, Fil 5, S; 
F S, № S, АЧА, И НР 
线 二 各 点 彼此 单 值 连续 于 相对 应 ; 
这 些 点 变换 分 别 以 e Ro 1,0, ж 
示 ， 将 相应 区 域内 系统 的 线性 第 分 
方程 积分 以 后 ， 我 们 就 能 够 对 于 每 
一 半 直 线 向 半 直 线 的 点 变换 找 出 湖 
вт ВОИН ВА 

290 П. я = plr), s = фт); 

变换 有: s; == ф:(т2); я = akr); 

变换 IL: s = palra s == Фб); 

变换 Па; € = prh s = фт); 

其 中 ть, To ra т. 表示 和 机 点 穿越 相应 区 域 所 需 时 间 妃 
1) R ВЕТ ERA TIHE 2 РИН, У ЕЯ, 
2) РЕСИВЕР, AE, 2 — 0 FHH3O SPE x 
ЕЗ ғ Е ираи, доа панх, BU: 
у == 9 H NEA 


ШНА Н ЕЛ8 a i + = т, ВО S ERA a 的 点 ;显然 ,此 
时 必 有 : 


(8.1) 


z+ = sf Cri) + На 
si == ата) ++ Ст) 
Сх, 为 S, БЕДНА). ДНА е Мл, 我 科 将 得 到 变换 п, 
的 对 应 函数 : 
== Tess (r is, == фт) fz.) CT 
ВНЕ h ELR DR ЗЕЕ He, Is, НН. СЖ, 
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ПЕН s [И ВУ S J Hp sb Kw 16 
[区 域 UTD， GD), СП) М. (D: 参看 图 347]* 之 后 重新 返回 此 线段 ， 
Пре 5 AiR FEAA RA А П (Еж ЯК В 

= КИНО ОЕ АЕ ЦП, I, 及 Н.Н, PK. 
ІЯ, ПЕК 中, Ma H, 及 И, ЗЕЯ, 401: 
0 => he f H, = 
很 上 明显， 寻求 通过 所 有 三 个 区 域 ( 即 通过 区 域 4D，(CID，(ITD2) 的 
ЕЕК ЈАК Эр ЛА ПНА ар, ШЛЕ 
ERORE Е КЕ) АТААН: 
PETO = Фата), PTa = фабт4), } 
фт) = = Фат»), Фата) = j (r 2. 
УЗЛЕ Я Br yE pish УЗЕЛ 
a _ ФР.) . T 123) . ФЕ) 
р PCED 43675) ФАС) 
LHR P. Pa Ta Р. KIRRALARI та, то, тэ, т. ЇН, BU EER (8.2) 
的 解 了 2 这 一 关系 式 ， 就 不 礁 确定 不 动 点 以 及 对 应 的 极限 环 的 稳定 
tE, 

用 这 种 方法 原 刚 上 可 以 求 出 任何 二 阶 分 段 线性 动力 学 系统 
起 变换， 并 对 该 动力 学 系统 进行 定量 研究 ， ОНЕ АИ 
ВЕКА АУ ЕЕ ДАНЬ READ ВУНЕ, ВВ) 
АУЗ ИЕ, д зрна is sb Or EB J zp bk 2 ЫА СЕП НА 
ЖЧ ЗЕНА НГО 2 TI tB pH. РЦ, ХТ 
ШАК РЕ АЕ ERE, ПА Р ЕЕ А p- e 
外 较 简 单 的 问题 。 其 "全 ”点 变换 中 所 包括 的 直 钱 对 直线 的 点 变换 
不 超过 两 个 ,并 且 都 旺 访 参数 形式 表示 出 的 ， 在 这 些 问 题 中 ,对 应 
于 极限 和 耻 的 不 动 点 将 可 以 两 个 超越 方程 折 构 成 的 方程 组 中 求 得 ; 


(3.2) 


* Дед; (т), (10), СП) 及 CD 一 一 译 者 注 . 
一般 粮 话 ,在 我 们 所 研究 的 这 一 动力 学 系统 内 , 可 能 有 兵 通 过 两 个 区 域 [例如 区 
ВКО К, ЛЕЗЕТ АТ АЕ ВАЙ ЕЛ, П.П, 
其 中 ПЕСКЕ, Ох. Нее 
GD. 
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对 后 阁 进 行 研究 时 应 用 拉 梅 尔 图 形 是 很 方便 的 (参看 第 三 章 ), 


$2. 电子 管 振荡 器 


1. 振动 方程 。 ”作为 第 一 个 例 于 ， 我 们 研究 机 极 或 屏 极 电路 
含有 派 荡 回 些 的 电子 管 振荡 右 中 所 发 生 的 自 振 《 岁 348). АН 
屏 极 反应 , 郴 流 及 管内 电容 忽 格 不计, 则 和 我 们 在 第 一 章 56 显 见 
到 的 一 样 , 此 种 电子 管 振 荡 器 之 振动 方程 可 写成 如 下 形式 : 

du 


аг? 


ЕС (ВС 一 МУ + = 00, (8.3) 
£ 


Е 348 


FARHA RITER TEMRE O = Ca), 进行 如 图 349 所 
示 的 分 段 线性 近 忆 化 , 即 : 

I 0 н = — t |, 

z би — в) # > — нь, 

Hh s 为 特性 曲线 土 开 展 的 互 导 ，w% 为 电子 管 截 正 电压 的 绝对 信 

=. 25 E, = б. = o. Ни = — 

(ш > 0). 85| ЛЕНЕ: х ит, 其 中 mn Jre 

И“ И”. AREE, НН TEAR 
ВУЗ РЕНИ. АЛЕ, УЕ СВ. УНИИ РА: 


(8.4) 


D ERRA” Фет, aw А) Е ЛАЕК + 32 5 3 SRE ПА. 


= 494 < 


М x < — lIt ns h] (8.5) 


X r> ТЫ 8 — lht + z = 0, 
其 中 
b, 一 > RC, h= S TMs — RC). 

XH ДЕ, wira РЕНН ЯЕ НР EF SEEPE А, В 
Н ТУ Wa RHE x, убу = 2) 被 直线 x = 一 1 划分 成 两 
DEROO CI DCE 350). 在 
每 一 区 域内 想 轨 线 邦 册 相应 的 ° 
做 性 微分 方程 (8.5) 决 定 ?， m 
然 ， 我 们 必须 认为 析 辆 组- 足 处 
ЖЕНИ, ЕН: ЕК 
WAA, 8 x 二 一 1 在 内 . 
唯一 的 平衡 状态 + = ü, 
y=0 ФЕИ. 29 0, < 0 2, у 
(Я М5 < СЖ, НУ 
ЖАФАР, 24 A, > 0 (BU M S> 
КС) М, 是 不 稳定 的 。 下 面 我们 只 研究 后 一 种 情形 “Аж 
功 器 情况 ?， 由 于 平衡 状态 * = 0, у = 0, %ç 0 < h, < 1 时 为 不 
稳定 焦点 , 有 > 1 时 为 不 稳定 结 点 ,而 在 任何 情况 下 ,者 不 可 能 
为 莹 点 ,故而 ,能 定性 地 确定 相 平 兢 相 轨 强 划分 的 性 质 的 奇 栅 线 ， 
只 可 能 是 我 们 已 经 过 到 过 的 平衡 状态 和 极限 环 СЕ ТЕЕ НО 
话 )。 因 此 ,我 们 的 主要 尾 荔 就 在 于 找 测 极限 环 , 并 研究 其 稳定 性 ， 
由 十 在 每 个 区 域 (0), СШ) РАНЕ Е 振东 器 的 振动 


图 349 


D 很 昌 显 ， 诈 建 这 电子 管 插 荡 蜂 的 数学 模型 时 ,我 们 对 电子 管 竺 性 此 线 所 巩 的 分 
ERPE GE ATI BH Е Be SE t UR, 5 B [E = 取 足 够 大 的 正 位 时， 
BER RJ RE EME EH ЗЕЕ ER ЕР Е, SE HPE, AA Е Е ТЕ 
УНИИ ВУ, РЕ, ТЕТЕ НАЕ TEE ВН ЗЕЕ 
ЖЕН ЖИ Е ECAA, 当 >l HEEBREA H HIS SR) AS ph s: 
Bs АЕТ ВОВЕ ВЕ, 

22) Ят act, ВП MS< RS, ЖЖ: ЭТАН E NCO Ра 
БХРА ЕЛА ДЕ ЗЕ rik és, El НО gs ERREGE, 


. 495 。 


方程 (8.5) 一 一 都 是 线性 的 , 因此 在 相 平面 上 就 不 可 能 存在 整个 位 
TARRA KERER ЕА ВИК. 极限 环 如 迪 存 在 ， 
ВАБ СВА x == 一 12482, 

将 此 直线 分 为 两 个 半 直 线 : FER Sirs l, y= 205220), 
WEBER 5S:x 一 一 1,y = 00 > 0)， 这 些 半 直线 显然 都 是 无 切 
FAR: 由 区 域 (0) 移 向 区 域 CD (i 增加 村 ) 的 相 扫 钱 与 半 直 线 $ 
А955; BRRR TR RDR RIE S 相交 。 

ЗАПРЕТ S Б а s RAE. ИВ 
过 区 域 4D) 旧 与 半 直 线 9 相交 于 ”点 , RA, WWR A, < 1, 斯 在 区 
BR СП) ЗЕ НИНЕ Г, 必然 重新 间 到 5 下 的 某 一 点 S, 
《图 350). 从 而 当 0 < A< 1 时 半 直 线 上 的 5 及 点 彼此 单 值 
连续 地 相对 应 ， 往 轨 线 就 实现 了 半 直 线 3 对 其 自身 的 点 变换 。 这 
一 变换 的 不 动 点 显然 就 是 极限 环 与 半 直 线 5 的 交点 ， 

如 时 a> 1, МАЕ, EERE * 一 0, ?一 0 必 为 不 稳定 
结 点 ; 在 区 域 (ID 内 将 有 两 条 超 向 无 穷 远 的 站 线 相 轨 线 《图 351), 
ВЕ, FARAY $ 点 出 发 的 轨 线 ,必然 起 向 无 穷 远 ,而 不 可 能 再 返 


М 


Шар s E. (RHI, ЕН F. СЕ х, y 上 不 可 能 有 
EHRE. Е Eu shita El Е 3710, ЕТ PE SR e= 
АЕ ОРЕХ СЕБЯ 
RFH ТЕ р Бе hb З ЕН, РНЕ зн НЕВЕ >. 

2. АЕ, 这样， 我 们 研究 0 <А КИН. ЕЯ 
УРЕ Еа СВЕН НОВА РИД 35 pk E W AE 
换 的 乘积 : ЕАН S ГИ]; ARPE 5 上 了 点 的 变换 
H, [BC EK СП) 内 的 轴线 有 实现 的 ]， 其 二 为 * ARMEA S 上， 
AREH П, PERR AD 内 的 轨 线 所 实现 ]。 下 面 我 们 来 寻 
求 这 些 变 换 的 解析 表达 式 。 

ERED < 一 DA, RAAR УЕ. DARA 
方程 决定 、 我 们 已 经 知 道 ?, 它 的 解 ( 对 于 + 二 9 时 通过 * == М 
y = yo 的 轨 线 来 说 ) 可 写成 如 下 形式 : 

r= et созом +H 十 Axa dn of , 
W | (8.6) 


, _ д FE Ayo a 
y = £ = e ни yycos o — о P уо SIN wo }, 


1 


其 中 

а: = Ч — ji. 
ВЧ, ¿£ = 0 时 由 半 直 线 5 E < АННЕ, = — 1, p= 
—s, НН +> 0), 其 方程 将 有 如 下 形式 ; 
5 + À, sin pr 
I А . | | (8.7) 


y, == = ети | r eos ou + —— sin (f |. 
01 J 


ж = — | cos emt + 


АНАНАС ВЕ, НМ о = 一瞬 时 到达 半 直 线 5 的 * 点 
(<= — 1, y = £ > 0) (Е 350), BUT; 


1) чении 51, 


由 上 上面 的 方程 中 解 出 * Хх, ОТИВА SRE Е 
П, 的 对 应 函数 , 即 : 
ей 一 CDsT — >, sin T, 
V1 + узат, 
е 一 cos 本 + у Юру 


МА + уг: sinr. 


(8.8) 


其 中 
НИИ 
© мі № 
C A, ЕН 0 239] S, у, В 0 ФА] + ооу, Я, 的 
表达 式 可 从 * 的 表达 式 通 过 以 一 yi 代替 у. 得 出 将 (8.8) 微分 
后 ,得 : 


ds _ 1 e"l созт, — rising) 

dTi Vl + yi sior, 
和 

ds 1 — e 7 cosr, + y sinr) 

dT, 1 + yi» sin2z, ` 
ЛАЗ 

рт, y) = 1 — ет cosr — y sin r). (8.9) 


其 图 象 “ 对 固定 的 y >> 0 而 言 ) 定性 地 表示 在 图 352 上 ， 从 这 一 
函数 的 性 质 中 我 们 指出 如 下 三 点 : 
1) фС—т, --у) = plr, ү); 


2) аР ор + yjet пт; 
дт 


3) Ж y > 0 的 情况 下 , 当 т = ту) PF, plr, у) 等于零 
【而且 ж < T’ < 2=), 当 r < r HATE. 
此 时 
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„= е’иирСт, 71) , ds — Pir, Y) А ] 
мт + yl. мат 40 ИТ + yie sinr 


з = - срт, тз) А аг фт, —у1) 


^/1 у: мае о d: м + yí ` sinr, 
由 表达 式 (8.8a) 及 函数 plr, р) 的 性 质 可 以 看 出 ， 为 了 获得 :在 
0 <, < + 区 闻 的 一 切 值 , АВ 必须 在 0 < r, < = 区 
BAIE, Rt r 由 0 增 至 = 有 时 ,上 及 了 单调 地 外 0 增 至 十 co 
(и О; 59 一 0 тн О, +, £ — +o; 38 0 < =, 
«ав, з, 7, №, 9 REET ES”. 
бт ат, 
为 了 画 出 变换 л, 的 对 应 函数 , 即 联系 及， 的 函数 、 只 需 指 
出 如 下 几 点 ;: 
1) мот. 时 
ds i Yi 
4 a ES 79% 


(8.Ba) 


图 352 


并 由 1 (z, — TD 时 ?单调 地 增 计 enna — 0 hp), МХ, 当 
Ü < r =< д 时 ,有 : | 


D 变换 参数 Tt XA EERU ARE- Pk B PS Br a КОЗЕ RA i EE 
越 时 间 ， 因 上 比 ,从 对 应 于 已 知 * ERTA ERER] z, RIEC ож 
起] 中, 我 仆 必须 取 最 小 信 ， 这 样 一 来 , z 的 变化 区 闻 必 须 是 [根据 (C8. 中 式 ] 对 
ÈT 0<:< oo 的 最 小 正和 值 区 间 ， 这 样 的 区 阅 恰 好 是 O<r,< n. 

当 т. DJ, + R. RERIT RCS. hR 44, PR НВА Д. 
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Ф; = 3 24 PT 71) т Г. 
ds”? ЭФЕС, —71} 
Te, 


15 
= К О sin yn авв ту] > 0: (8.102 
[фут 一 yi] 


2) Ч тя 0 м, ДН НИНА 
s= е + a, (8.11) 
其 中 


Y w.” 


a = lim [s — e”:"s"] se m 201 етт) 
t>o ^/1 + у? 
3) 出 于 “二 > 0 DL a < 9, 
曲线 (8.8) 位 于 渐 近 线 (8.11) 的 上 
27. ERAR (8.82 PAS ERE 
图 353 上 《 实 线 为 所 研究 的 0 < A, 
<), 
3 h > 1р, AEGSE 
(D 内 的 解 可 利用 (8.7), НЮ 
ЯРИЛАА ВА РА ЖХ, 
о {А о; == м 1 求 得 ; 不 
难看 出 , ЕЖИК, ЕП, 的 
对 应 蒋 数 可 用 同样 的 方法 和 由 (8.8) 
中 求 得 ， 这 样 一 来 , 当 А 1 时 ， 


=< 0; 


__ е" е — свт, 一 Ўз тр 


AAA 1 shr, 


8.12} 
етйн 一 chri tF,’ shr, ( , 


и — 1 
Å 
ИР —1 
《 当 而 四 1 变化 到 + co В, г, НН ВНЖ 1 ә, вн 


+ 500 = 


r 
š 


“H 


其 中 


у, 一 


样 不 难 确信 , 当 Hi 0 变化 到 +ço 时 , s Р 0 AARE + eo, 而 
“дун о 55 Ë 


а = lims = и, 
тее 7, 
ERR УРА (8.113222 E Se ИР 353 HIRE SERT ZR, 
тА РЭК РА П, Н ЖБИ 


ВЈ, FER S 各 点 对 半 直 级 5 S г А, RITH E 
ochal ВЮ. 令 相 点 在 : 一 一 2. < 0 ВЕНЕ 8 S ERS 


Н, СП АНААН ар, 于 == 0 ВИКНА Е 
55 FZ s АС 350). 击 于 方程 (48.5) 在 区 域 (H) 的 解 ,显然 可 以 
借助 于 区 域 (D 的 解 ,将 A REA о RZA o= + 1 — Я 
ЖАЗ, ЗАПИСЯХ, 0 — h, o DÀ oa s А sor А — т, Е 


ZA Ире ИГТ BES ARS Е СЕРИЯ —— =ç; 


= 0 内 成 立 , 且 当 2 = 0 时 ,有 zr = — 1, y = —a < 0). Hl 
Гар ен H| Pa Се.) ЗЕНА П, ПЗУ ——— 59 r, Es 
25, я OENAR ERR СП) 内 的 折算 穿越 有 时间 z, 当然 大 于 
零 ]， 这 样 一 来 ,变换 П, 的 对 应 函数 将 具有 如 下 形式 : 


ET — 6051, — у. p, 
s = — “-— ; , 
м1 + yis sinr; 
= ， (8.13) 
= — е Үй. — созт, + ут, 
一 一 一 一 一 * 
УТУ: пт, 
其 中 
y, = ñ, __ ha 
a= — == - == 
tq А 一 5; 
很 明显 ， — | 
s= e "aup(T., — ya) f= Ë O Taa ү) 
à > — 
1 + rÍ - sin т; 1 + у sing. | 
以 及 (5.133) 
dsi фта Ya) | 
ds PTa — уз) 
i) ТСЕ, 518, ҷ bl Е, H, ARG ОТАН ИЕ Ару, 
* 30l 


_ 


变换 参数 r, 必须 在 这 样 的 最 小 正 值 区 间 内 变化 , 以 保证 :可 获得 
oes < 二 oo фа) НН, АЖ (zy ) 的 性 质 (图 352) 和 
(ВАЗа ИА ЗОН а < z, < r3, rh rg 3J #=0 
或 p(ra r) = 0 的 最 小 正 根 《显然 ,= <r 2а), BREER 
对 应 函数 (8.13) 有 下 列 性 质 ; 1) r; EH r) EZE x BF, ?由 0 单调 增 
至 十 ,而 АННЕ ВИ Я 同样 增 至 十 co; 2 6210 [在 (8.10) 
ТРЕК. Е s, Ya Д = уг, т 网 一 za 并 考虑 到 п < z; =< Т) 
< 25, 就 可 以 证 明 这 一 点 ]; 因此 当 У 增加 时 ， 名 yh o ( 当 * 一 0 
Ej] z, = тоф) 单调 地 增 至 ¿re ( 当 -> oo, ВП т, - 0 时 ); 
3) 当 n>a + 0 КН ВАЗЕ 


ra 291 + еу 
nm ети + ТАА ем) (8.14) 
°. Ми 
点 变换 H, 的 对 应 函数 (8.13) 具 有 如 图 354 所 示 之 形状 . 
5.5 wN 


Geh etd 


I 

| 

| 
. Ш 35 图 355 

3. Kap Rakik. 为 了 找 出 半 直 线 5 HRANA 


” 原 书 为 (8.15) 一 一 译 者 注 ， 
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HJ SS R, ЕТО HREH Ir, R. H, РЯ 
应 函数 的 图 象 一 一 曲线 (8.8) № (8.13) (355, 356, 357), 215 
Ол А 1 О 355828 з = 7) М + = (ғ) А 
TAA. AANA НА р E ЕАО, ЗЕН. 了 = 0 PF, # > s 但 
5 + +° B$, = < [Роу < уа, НЕС ВТР) 
ЖОН. ЗР — E] ЖЕНЫ, ЕВТИНА ЕН, НН = C) 
与 я = (7) АНТ, МИ, ЮЖНАЯ 
上 的 极限 环 也 只 有 个. 


0А, 


E] 356 B] 357 


НИИ. 588.82) (8.13:), ATEM ПЖ АСЬЕ 
Аха РЕ НЕ. Е И ЕЖА: 


gita в ТИ: 


——— СР, 一 YY 一 —— plia — 2), 
М1 + у ар, мМ + sinn 


КЕ ита, (8.15) 


— ФС, Yyi)=———— pF, үг) 
МІ узі р, 1 + +Í sinz, 


4.) (n) . (2) — Ф602, уз), т, 


ха ФСТ» — yD pTi rO 
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НЕ (8.15) 


(2 = (аа?) ~ Ü, (8.16) 
£ А 


HERR 600) М s= aG) 有 若干 个 交点 ， 则 对 于 第 一 个 
ZAG 最 小 ), 由 于 了 BEENA s > :必然 有 如 下 不 等 式 , 即 : 


+) 2 ds 
9%) < (E) |“) <1 
(7 1 ds ,或 ds 4 , 


对 于 第 二 个 交点 必 有 : 
), > 1. 


Яя ЕЕ ап 

0), Gan G 

Бажане, нж ех, Уна 2 ARA, T 8 
дъ, ОЕ ЗЛЕ, MRIG 就 必然 满足 不 等 式 
PEN ая. ра > — ғ 
(21) < (4%), «1. жаи, ша 00 д «= 
只 有 一 个 交点 一 -点 变换 只 有 一 个 不 动 点 ， 而 且 , 对 于 此 交点 有 ; 


因此 , 当 0 < b < h < 1 НН Е, THE E 
稳定 的 。 所 有 相 轨 线 当 :一 co 时 渐 近 地 向 这 一 极限 环 趋 近 〈 图 
358), 


对 于 0 < 1, h> 1 的 情况 ,也 不 难 导出 局 样 的 结果 
(图 356): 在 这 种 情况 下 ,也 存在 唯一 的 稳定 极限 环 , 所 有 相 轨 线 
(M ;-> 十 ce MATERE. 

UR 0 < h < h,< МН; = K í, = +C) ЖЖ 
交 ( 图 3577。 的 确 , 若 假 定 在 这 种 情况 下 有 交点 存在 〈 必 然 会 是 个 
数 个 ), 则 对 于 竹 一 个 交点 C 最 小 ) 必 须 有 下 不 等 式 成 立 : 

ds ds [ds els 

(gs) =(2) = “dds” J < 
而 根据 C8.16) 这 是 不 可 能 的 ,办 为 这 里 有 >x 之 以 及 在 各 之 和 
时 有 r > 7,， 由 此 得 出 结论 : p 
Мо, = h, = 18, хе ET ZE 
ааа П ЗЕЛ Кла 
д, ИНН ЕЖЕ 
何 极 限 环 ， 而 且 不 难看 出 : 所 
НИЕ ВЕНЕ ИЕ ВЫ 
远 区 域 (图 359). i 

根据 所 采用 的 假定 ， 电 子 图 360 
管 振荡 器 具有 两 个 焉 要 参数 A 及 如， 从 而 我 们 可 以 研究 将 这 两 个 
参数 的 平面 划分 成 反映 所 人 研究 系统 之 不 同 定性 性 质 的 区 域 的 问 
яд. 图 зво 给 出 了 将 参数 与 及 三 平面 的 第 一 象限 划分 成 有 极限 
环 (唯一 而 且 是 稳定 的 ) 区 域 和 “绝对 不 稳定 * 区 域 的 结果 .， 与 后 
一 区 域 中 各 点 相对 应 的 参数 值 使 所 有 相 妇 线 都 走向 无 限 远 、 很 明 
最 ,在 这 神情 况 下 (0 <h < h < 1 或 А, 22 1), 这 里 所 发 展 的 理 
论 不 能 正确 地 反映 电子 管 振荡 办 的 性 能 ， 因 为 这 一 理论 是 在 忽略 
屏 极 反应 及 栅 流 的 条 件 下 建立 起 来 的 ,而 这 些 外 在 振幅 很 大 时 , 却 


Я с ЕСЕ, 
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有 着 很 大 的 作用 . 
4. 极限 环 ， 我们 讲 过 : АНЯ 
0<) <А É А < 1 
时, НЗ ЕЕЕ ВНК, БР RRR :一 十 oo 时 ， 
ФА ГАЕС 0, ABATE EER TERRAN 
JE, 4 0 < A, < h < 1 BF, ARR TRA НЕВЫ 
限 环 , 单 值 地 (唯一 地 ) 决 定 于 方程 组 (8.15]: 


er 一 cos 天 一 Yisin F, е6— COS Fs— ;Sin Т; 
VEE sin т, м1 = y + sinr, 
в! — сое Ну sinri, _ O et —_ 0057,4 у, іа p, (8.158) 
N itri- sing, „1+ yio sin, ° 
而 县 


ой 
区 果 这 两 个 超越 方程 组 成 的 方程 绎 已 经 解 遇 【这 恰好 是 所 研究 问 
题 中 最 主要 的 计算 国难 所 在 ), 那 么 计算 自 振 状态 的 各 要 素 就 无 竺 
ЯН У. 例如, 自 振 的 周期 将 等 于 (采用 无 量 纲 时 间 单 位 ): 
r= + 2, (8.17) 


以 政 5 采 用 普通 时 间 单 位 )， 
T= Lc (Ë: + Ez). (8.178) 


tor ipg” 


RAED Et (8.15а) TERREI ЕЕ, РЕАК Е 
НААУ ВА, ИГН TIE З ААЯТ А E TU f 
$. Hu E ЭСА ЯЗВУ ЕН, RABESE A, M b, ЗБ JR CRHIR 
Pasa ни А ra, 52 TSS C AÍ ВЕН S S Bg hn. 

г: 2 F; fE в, 90 时 的 极限 人 以 4 及 上 58 表示. 为 了 寻 
求 这 些 极 限 秆 ,将 方程 (8.153) 改 变 成 如 下 形式 ”?; 


D AUEREN „ТРЕСКИ АУЛЕЯ К о РА“ BARRA”. 
25 (8.159 даря НАЙ, Sia ECE. 15b), 


* 506 > 


спи “一 cos F, = — chyta — cos f 


7 5 
4/1 + и ат, | a/ 1 + т, 


(8.15b) 


Рут, 一 ү іту shy r; 一 了 2 Sin f; 
ЗВ: 一 了 ls 一 一 _ , 


Al уіп Р, A 1 十 yisin т, 
HRAN fo h < 1 时 才 成 立 的 近似 关系 式 ; 
Yi ñ та = д2; 
су, = 1, chyf = 1, 
shy, = ha, shy = Ab”. 


此 时 方程 (8.15b) 将 给 出 : 
і 一 cosa _ _ 1 — cosb 
sina sin 5 
peT sina 一 i Sm， 
sin а sin b 


由 此 可 得 : = £ о o + b = 2, E 


h 9. MS — КС 
h + №, MS ` 


s : №, 
不 难 证 实 ， 当 А < h 时 uw 


а — sing = 2я 


2 


DORER, ан 一 1 + 011), в: = 1 + ОС, M =r + 
+ ОС, сви, 一 上 十 ОСТ, саат = 1 + 04), 
ОУ, зву, = Yé + ОТО. 


(8.18) 


二 二 时 ) 方 程 (9.18) 具 有 唯 


ор, h = т 
shy T, = 7 + 
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时 


是 


时 


Е 
以 


解 0 二 a 二 x 《这 一 方程 的 图 解 表示 在 图 361 E). НА, < 1 
有 o= 1,0: 一 1， 自 振 周 期 显然 等 于 — at b= 2z, 也 就 
与 振荡 器 振 萝 回路 的 固有 振动 周期 禄 等 5。 上 由 于 书 № b, aj Et 
,极限 环 接 近 网 ,故而 对 于 由 振 振 旺 将 有 (加 362): 

A= -+ (8.19) 


ЗЕ 4 БУРЯ АЧЭС, 显然 是 由 关系 式 (8.18) 和 (8.19) 


参数 形式 表示 出 的 。 在 图 363 上 我 们 给 出 了 报 幅 4 与 fa 的 关 


系 曲线 ， 当 各 一 1 时， a 一 0, 因 而 4 > co， 


і 


D inser, Ф 8 = 12 < 1, В, МАН т, ВУИ LTR 


«8.15, 0, 
Tr 
将 后 有 与 r FREER у: Е, 间作 和 方程 (8,15b), 我 们 将 得 到 
АЕ 2, b, а, Èi, аз, б, с А, 不 难 君 出 ， 系 数 4 和 占 可 
由 三 面 刻 出 前 方程 中 求 得 ,上 а, = 0, 2, =0, FE НР. 
r= 2r + От), 
区 与 Z= СЕ ae Jese cel gunu [gl A bes RL PPD 422 ri CE РОМ ВЕ. 
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53, 电子 管 振 荡 器 (对 称 情 况 ) 


J. 振动 方程 及 相 平 面 。 现在 我 们 来 研究 电子 管 振荡 器 《图 
348): 设 电子 管 的 特性 曲线 有 饱和 ， 并 且 是 对 称 的 4 对 应 于 平衡 状 
SA PEZTA. TRER CERRAR. AME, 
REET ERARA F 2y ВЕЕР EB, Bi: 

当 g < н, Hj, 


0 = 
£ == {50и + ну) 24 fel = №, 
и > ua №, 


EREN зА 
ША Е т 364 E. 
ВА 017—9 — ВЕ, ЕН РЕНИ ВЕ БЕ У СРЕ ria, 
Ара 


(8.20) 


容 ( 和 包括 管内 电容 在 内 ?。 利 有 


和 


5 当 |z] =< 1 时 ， 
sO = 当 |z| > 1 时 ， 
HETER pes EERDER РА: 
E 2ht + >= 0 当 |=] <1 时 ， 
Яо + x = 0 > |z i 2> 1 Hš, | 


HAREA: 


(8.21) 


д. = 8 RC, h, = 

2 
ЕС, RI T Pri ВЕНЕ НЕ (820 Е, 电子 
£S es BJ ЕР H х, y CHH y = z) 就 被 直线 x = — ТЖ = 
НЕЕ”; СТ) 1, СП) |а| 和 (Их 
十 1。 每 个 区 域 上 各 自 的 线性 方程 人 .21) 成 立 (图 365), 在 这 里 ， 
. 509. 


£ [м5 — RC). 
2 


从 明显 的 物理 前 提出 发 (前 面 曾 不 止 一 次 引用 过 )、 我 们 将 要 求 相 
平面 上 相 轨 线 到 处 都 是 连续 的 ， 包 括 “ 线 性 区 域 ”的 边界 ( 即 直 线 
+ 一 一 1 和 x 一 十 1)? 在 内 同时 还 诺 指出 方程 (8.21) 对 于 
z, у =, у 的 伐 换 来 说 是 不 变 的 ,因此 区 域 (D 和 (ITD) 内 的 相 
折线 彼此 相对 原点 对 称 。 区 域 GID 内 上 半 部 和 下 半 部 的 相 鸭 线 也 


具有 同样 的 对 称 性 , 

动力 学 系统 (8.21) 具有 唯一 的 平衡 状态 一 一 原点 (0. 0), 或 
ЖАН; й, < 0 (HI MS < RC 时 稳定 ,而 全 9 (ВП 
MS < PCR SE. FHR + 


们 主要 研究 后 一 种 情况 一 一 自 
敞 振荡 器 情况 , HRE А, >a 


图 364 图 365 


Я 4, > 6”, 

2. 点 变换 .在 所 研究 之 系统 的 相 平 面 上 ， 布 满 闭 线 性 方程 
人 21) 所 决定 之 相 轨 线 的 线 锋 ; О АЈА БЕНУА ЕВГЕ х = 
一 1 和 + 一 ЕН”, 构成 整 相 轨 缆 ， 研 究 此 种 “链接 ” 
相 平 面 的 轨 线 划分 的 结构 ， 可 以 归结 为 研究 半 直 线 x 二 一 1， 


1) ЗЕ 365 EARR ВН, МХ РЕ [ВИ <1, [isi < 时 才 
Ru, 

2) 如 果 А>0 而 0, № 和 RCO0， 则 可 以 证 明 ， 记 有 相 轨 线 者 渐 近 地 
(> 十 oo) 趋向 稳定 平衡 状态 0, 0): 因 还 电池 管 振荡 器 总 将 不 发 生 振 动 (对 于 
任何 初始 条 任 都 是 如 此 ). 


= 510. 


y < 0 (E ЕЯ а, хо E 48 Bl Tj АН 
НЯ ELE ie ЗС АУ. 

确实 如 上 比 ,在 我 们 所 研究 的 > 0, А > 0 的 情况 内 ， 不 难 
看 出 ,无 限 远 区 域 是 不 稳定 的 ， 乔 有 卫星 一 的 平衡 状态 (0,0) 也 不 稳 
E (0 < h, < 1 НОЖЕН, b, > 1 时 为 不 稳定 结 点 )， 因 
Ш, TEER ЕЕ НН АКАЕВА РАК (2548627 АХ Pt 52 
第 4 小 节 的 定理 了 和 下 注 ?， 很 明显 ,极限 环 必然 包围 原点 一 一 唯 
一 的 平衡 状态 (参看 第 担 章 $8), 而 另 一 方面 又 不 可 能 全 部 位 于 区 
RDA Bij < 19， 因 为 在 这 一 区 域内 方程 是 线 此 的。 此 外 ， 
-由 于 所 研究 之 系统 不 可 能 有 非 对 称 的 极限 环 ", 极 限 环 必 然 是 对 称 
的 (甘于 原点 )。 因 此 ,必然 它 通 过 所 有 三 个 区 域 ,并 与 我 们 所 选 的 
"EW YAR- ЕЕ 5 相交 。 这 样 一 来 ， 如 果 建 立 起 半 直 线 
3 对 它 自身 的 点 变换 (这 一 变换 是 借助 于 和 点 在 穿 过 所 有 三 个“ 线 
性 区 域 * 的 相 轨 线 上 的 运动 所 实现 的 )、 就 能 够 求 出 所 有 的 极限 环 
“从 而 就 可 以 知道 相 平 面 x,y 的 相 轨 线 划 分 的 结 询 2), 并 找 出 它 的 
不 动 点 ， 

此 点 变换 (以 吾 表 示 之 ) 显 然 可 以 看 成 是 四 个 变换 H. Ha Ha 
ПН 5 IR) 5°, S' үа] 5, 5, A 5: К 51 14) s йла 
的 乘积 。 这 些 变换 是 分 别 巾 区域 (I), CID), (TIT) 及 CUI) 内 的 相 轨 线 
所 实现 的 (参看 图 365)。 НЕРВА РЕНН, 
А: 


I. = H, fü Ц, = iL, 
因此 ,加 果 引 入 半 直线 5 АРРЕ 5, а 
一 i Ш H = Qr >, 
( 换 句 话说， 全 变换 可 通过 连续 两 次 应 用 变换 п 获得 ,因为 由 区 


1) 假定 系统 (8.21), 具有 非 对 称 极限 环 Tik 它 必定 包 国 平衡 状态 )。 此 时 ,由于 相 
罗 线 彼此 对 称 关 于 原点 ), 系统 (8. 217 就 必然 另 有 一 个 与 六 相对 丈 , 因 此 也 就 
必然 和 它 相交 的 极限 环 T+。 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ,所 邦 [ 究 之 系统 只 能 有 对 称 报 
限 环 . 

2) 在 所 研究 的 问题 中 , 能 名 确定 相 平 面 之 相思 鲁 划 分 的 定性 结构 的 奇 轨 绕 ， 愉 有 
ИОНОВ. 
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BOD f СТ) КНР stala B 5, Ip) s 的 变换 - H, £3 IT 
恒 等 ). 

因此 ,为 了 达到 奸 完 相 平 面 上 相 雪线 划 分 这 一 旨 的 :我 们 可 以 
只 限于 研究 比较 简单 的 变 措 下 ， 这 一 变换 的 不 动 点 显然 就 是 对 
称 极限 环 (系统 不 具有 别 的 不 对 称 极 限 环 ) 与 平 直线 3 和 3 的 区 

下 面 我 们 着 手 计 算 变 拘 IP 的 对 应 函数 ， 变换 H. 显然 与 前 一 
区 中 的 变换 п, 恒 等 1 参 首 (8.8) 和 (8.12)1， 这 样 一 米 , 当 0, <1 
HJ, ЗЕЕ П, 的 对 应 函数 将 有 如 下 形式 : 
ати! — COS TI — у, п Ti 

A + yisin r, | 
e ne созт, 十 Yi sin Ti 

A l+ yisinn 7 
Et ЖИРЕ, с ХВ ВА RARR PA Я AR) 
ВВ 6 < z, х 


- £ = 


(8.22) 


g = 


ГА À, 
Yı о, LU P 
HAAR CGIN Ч КЕ 353 F, 
HTE: = 0 BšBfrH26 4828 (5) 上 上 的 了 点 出 发 《rr = — 1, 
y = Z ОВ ОПУ, ZE 0 < ,,< 1 的 情况 下 ， 
Ma (8.21 ЕД 4). 我 们 有 : 


ғ 
x = gr | — Eos y 十 r > sin z|, 
> ` N 
, (8.23) 
£— р = е £ созии + It sA ain 7 
taa 


Eh 
“= т — h, 


在 初始 有 瞬时 位 于 半 直 线 S' 上 的 相 点 :经 过 时 间 z; АЗЕР s, E 


D ж А221, MIERS (8.225 АЕ НЫ 5 а авои. 
НН ЕСО BIS СИЕ RRRA 353 上 ， 


» 512 = 


一 一 证 是 这 一 转移 称 为 变换 上， 在 方程 (8.23) 中 , 当 n = =. > 0 
Bf, х 一 + l, y = ŝi = 0, ЗЕНА ЕАН BF Н £ M л, HE 
可 得 出 这 一 变换 的 参数 表达 式 : 

e: 十 созт, + wasin т, 


1 + +Tisin T, 


(8.24) 
я = er + sost 了 sin T; 
— a 
1 + уі віп т, 
其 中 
Y, 一 Ë 一 外 D 


о Яо 
为 了 研究 曲线 (8.24), ДЕННИ FILA: 
1) r,— + 0 FF. Z Жя- оо, 
2) ТЕЖ т, = r,(0 < y < z) М, £ = 4， 这 一 数值 由 方 
E /(z;) = Q BR 1 те’ созт, 一 sin г) = 0 ШЕ. MEME 
НА, (92) > 0, 
3) 将 (8.24) 微 分 之 ,有 : 


dn _ _ 1 а" cost, — ysin Tz) 
+ 
dTi МТ 十 yisinzr， 
ds I + en созт, + Yisin r) 
dr, м1 + yisin’, 
及 
ds. _ l+ ети costr, 一 y>sin r, 


ds 1 + £ 7 созт, + yasin Ti} 
НР 0 < z, < z; BF, 1 + 2" созт. ysin to > 0 Я Ге" 


(eos z; 十 ya Sin ri) > 9, 因此 在 此 二 的 变化 时 间 闻 陋 内 ,< 
Zn aot Ti i > 0, ЖАЙ, № т, h o ШЕ rN, и 由 + © 
+; $ 


1) Ж >l, MH] H, HARARE MEAR (8.24) Ф fB Bl $k ЛЕНУ ХУ HB 8 


M, 六 以 P = i VIT Ц УЯ -Т RERA. 


t 


* вже 07---- НЕЕ. 
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单调 地 下 降 到 0, fi a 则 由 十 oo 降 到 (ri) > 0. Uk, r, Е 
正 值 的 区 间 (经 过 这 一 区 间 ， 我 们 可 以 使 半 直 线 5 的 所 有 点 都 过 
渡 到 半 直 线 5, 上 ), 将 是 0 < z, < ri, 

4) 由 于 对 于 任意 0 < z < r), ВЕ 

я _ Же бязь бут, — отт.) > 0. 

ds”? ПЕ совр, + vsin Ts)] 
故而 当 由 9 НА col] C z; ti ri BER o 时 ), 0н 0 CH e= 
ОН + ICS r to), 的 线 (8.24) 有 一 浙 近 线 = = 


本， 而且 由 于 a > 0 此 二 线 必 位 于 半 近 线 之 上 方 ， 


十 


HALE 出 的 这 些 性 质 ， 就 足以 曾 出 对 应 国 数 (8.24) 的 图 篆 来 . 
后 者 表示 在 图 366 E. 


$ 


57 
ра 366 


3. 不 动 点 和 极限 环 .。 ”将 曲线 (8.22) 和 (人 8.24) 男 在 一 个 平面 
L, 即 拉 梅 尔 图 .上 (图 367), 其 交点 显然 就 是 变换 = Ir, + H,, 


l) 当 h> 时 ,变换 п, ПН, ПАННО, W: г 
E oH, n ARERR RE, 而 导数 СУП E+, 


„514 * 


即 半 直线 5 对 半 直 线 S, 的 变换 《在 0 < A, < 1 ffl 0 < A, < 1 F) 
的 不 动 点 ， 这 些 不 动 点 以 解 折 的 形式 可 由 下 列 方程 组 确定 . 


ei — cost, — ysin ту e” + cost, 十 yasinzz 
А 十 yisin T, м1 + yisint | (8.25) 
е — cost, + у ат, ати: + созт, 一 yasin T; 
ИТ + у? ат, vl 十 yisinT, Í 
这 一 关系 式 可 由 (8.22) 和 (8.24) 求 得 ， 方 法 是 在 其 中 代 人 了。 并 令 
1 =, 


HERINNER, 曲线 (8.22) 和 (8,24) 只 能 有 唯一 的 交点 。 事 实 
E: 最 少 能 有 一 个 交点 这 一 沦 断 可 由 曲线 的 连续 性 以 及 下 列 不 等 
式 : 

# = 0 р + — > 0 

НЕЕ +, — +— 0 , 

HEH Ek АГЕЕВ АЛЕ, АЖ 


AO 最 小 ) 来 说 必 有 : 38 < S FK 32 RA > 


47、 后 者 是 不 可 能 的 ; 因为 我 们 有 :; 0 05 < ВР oe 


取 任 何 值 都 是 如 此 ).。 因 此， 曲线 (8.227 和 (8.24) 贡 能 有 一 个 交点 
И оз $i 0 < A, <1 时 ,变换 五 只 能 有 一 个 不 动 


点 ,同时 它 还 是 稳定 的 ,因为 在 这 一 点 上 ,0 < sa < 1. 


当 0< < 1, 48 А22 1 时 ,也 是 如 此 ,因为 a> 1 FjIB 
线 a = sC) 的 形状 与 4 <, < 1 时 相同 , 

当 ñ > 1, h, 取 任 何 大 于 寒 的 什 时 ， 拉 梅 尔 图 表示 在 图 368 
Е. МЕНГО, Ч А, Я 思 取 这 种 数值 时 ,变换 了 Y 也 只 有 一 
个 唯一 的 稳定 不 动 点 ， 

因此 ,系统 参数 a >o 和 л, > 0 取 任 何 数值 时 ， 相 平面 上 


D 后 一 不 等 式 之 亡 届 成 立 ,， 是 由 于 曲线 (8.225 和 (8.24) AERE R 
e 利 1, 这 就 是 说 ， 戎 线 (8.22) 的 渐 近 线 比 (8.2 人 的 渐 近 线 陵 一 些 C 有 关 变 换 
T AARENSEN 
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图 367 


ЕЕ AY KIA, P ANRA E (гк eo №). 
ВУЛ, ЖА Рн TERERAA CIE АРЕНЕ 
HBR: ЗАВ: ГРЕХ ЯН 
立 起 唯一 的 让 振 状 态 . 


委 振 周期 显然 等 于 : 
r= 2 Ë + = | 
СЕНСЕ), НЧ г, Я z, УХУ АЛЕНЕ П, ЖИ 11, 之 不 动 
点 的 参数 值 ” 


-我们 不 淮 条 对 确定 不 动 点 的 超越 方程 组 (0 < à, < 1 和 0 < 
Во 达 1 时 为 方程 组 (8.25)) 进 行 数值 计算 ,因为 这 超出 了 木 书 的 范 
OD HOCALI, оса W, v, Ri T, BARED C8-25) аннат, IUA 


m F, ВСВ 25у РА В ЛЕНИН, ДЕ 
д. 
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图 368 


ЕН. 在 这 里 只 讨论 以 下 三 种 情况 : 

L) 4—0; Ш в -* =, F521 一 0， 与 此 同时 ,不 动 点 ,因此 也 
就 是 概 限 环 , 必 走 向 无 限 远 . 

2) №0: 此 时 0 0, ѓо я 不 动 点 的 纵 坐 标 5 一 0, 极 
ВЕРКА ВЕ А] 2° у? = 1. 

3) А, №. «ІС, А. 0): ЕЯ Т CITAS, ЖЖ 
上 节 完 全 相同 ) z, 将 由 下 列 方程 确定 : 

Aa MS — RC 


Ti sin Т! == == = — 
ñ, + А MS 


Ta = m — Tis Л А, HE: 


A = т 


COS 


— 3 
Tı 


而 自 振 则 接近 于 局 期 为 2z《 平 用 无 县 纲 单位 ?的 谐振 吗 . 
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$ 4、 具 有 偏 移 本 特性 的 电子 管 振荡 器 


前 两 节 我 们 般 究 了 软 激 电子 管 振 功 器 的 例 邓 ， 现 在 我 们 用 下 
面 这 种 电子 管 振 葛 器 作为 例子 ， 来 研究 自 振 的 又 油状 态 ， 在 这 种 
振荡 器 中 , На Не А, ПА З.А Г 
性 ， 这 就 是 说 ,我 们 用 丁 特 性 来 通 近 电子 管 的 特性 (与 上 册 第 三 章 
S 4 Aa 80%: 

; -人 М и, >, 

° 0 и, 0 时 ， 
但 在 这 盟 我 们 将 假定 。 电 路 处 于 
平衡 状态 时 ， 电 子 管用 一 定 的 负 
WE E, HER 369). 

1. 振动 方程 ， 相 平面 . 对 
这 里 所 研究 的 振荡 器 ， 其 电路 的 
振动 方程 ,我 们 知道 [参看 (3.15)]， 
可 写成 如 下 形式 《采用 通常 的 简 
化 假设 ,参看 上 其 第 三 章 s a): 


с Е peti рр W us > О, 
de? ағ 0 и; = 0 Fj, 
其 中 | 
на = — E, — M di 
di 
ТАОМ < 0, ЧАТЕ, HAERA F Ya pb aa 
+71152 А8. 
ГЕАЛ. 
УА 


+ 
1. 
D ДВИНЕ У l 33k АА Е, ЛО BL shj i ЕР : 
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此 中 a= -二 -, 将 振东 器 的 振动 方程 变 成 如 下 形式 ; 
МЕС 


1 +> tt, 
наче = * + (8.26) 
orci 时 ， 
其 中 24 = „кс ВЕНА, П 
b= Ë (8.262) 
се М1, 


相 平 面 z, убу = 2) 被 水 平 直线 у= b 分 成 两 个 线性 区 域 : 
С), 其 中 y> h, ИСИ), Яр y < р СА 370)， 每 个 区 域内 适 


НВ 


` 
`Ë 


` 
Женя 


图 370 


用 各 疹 的 线性 方程 .在 直线 у= Е. КЕСИНЕ ZS RUE 
HEGERE. 在 此 直线 上 分 出 半 直 线 9:y 一 6 xy 一 一 人 
其 中 > 246 一 1, ЖЕ S y = b, е = # > —2kb. НЕ 
中 第 一 条 半 直 线 5 开始 (y = ó + 0 B), АЗЕ АСС) (1 增 
加 时 >, 由 第 二 条 开始 人 y 一 8 一 0 И), АСП). 由 两 条 灶 直 


1) НЕЕ, 在 直线 y= ó 上 也 是 如 此 -。 КОФИ ЕЯ 
第 三 章 $4 中 图 述 过 ， 
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线 的 公共 线段 (y = 5, 2А < x =< 1 — 25b) 出 发 的 , 相 轨 线 既 
EPEAK O 二 上 了 十 0 时 ) 又 可 进入 区 或 CDCy = >b — 0 fj), 
这 一 线段 以 后 我 们 将 称 之 为 " 排 奈 线段 ”?， 

拨 研 究 的 动力 学 系统 (8.26) 只 有 一 个 (而 自荐 稳定 的 平衡 状 
态 一 一 原点 《90,0),，b 之 1 АЖ, ñ 之 1 为 结 点 ,不 难 着 出 ， 
在 后 一 种 情况 下 ， 系 统 不 可 能 有 极限 环 *， 因 此 ,所 有 相 轨 线 都 将 
趋向 (一 十 co 时 > 区 定 结 点 , 这 就 是 说 ,振荡 器 内 将 不 发 生 仔 何 
向 据 。 因 此 ,以 后 我 们 只 限于 研究 0 л 1 ВН. 

2. 点 变换 。 ”极限 环 如 果 存 在 , 它 必然 包围 原点 (唯一 的 平衡 
状态 ), 而 另 一 方面 又 不 可 能 全 部 位 于 区 域 (1)( 或 区 域 (11)) 内 、 因 
而 它们 必然 与 直线 у = БАНЕ, МНЕ ВНЕ 8:26 5 相交 
所 以 ,为 了 找 出 方程 (8.26) 的 极限 环 , 我 们 只 需 研 究 半 直线 S 对 于 
РЕЯ АЗИИ т, РН СЖ 
я = 大 多 参看 图 3709963090. аЛ ПК. НАННЕ 
iR S EECa AARS, В GO 内 的 相应 轨 线 进 人 半 直 线 了 
上 的 Cs 人 点 ,这 一 变换 以 H, 表示 ,而 由 Cs РАНИ, ИК (П) 
内 的 雪线 返回 半 直 线 3 БС (л, В); 图 7 中 这 一 变换 以 了, 8 
示 。 此 时 , 显然 “全 ”变换 


H = H, + R, 
不 难得 出 变换 П, 和 D, РАНО. 为 此 我 们 
来 研究 :一 0 时 由 半 直 钱 S Ед (0, b) ША a) ВЈ 
2 ВЕСНЕ: 


D утих. RIE, даррок aha (1% = 0) южная 


Py = 2х, МОЖ у = 1 2Ах, ЕН 920,005 p<0, 
我 们 还 要 指出 , C FRERIK AE, ОРЕ y = b HAE, НА 
运动 不 可 能 下 方程- 26 Е AeA. TEA y= 
ЕЯ A A El РАР ЕЕ, 相 点 离开 直线 y = 5, E 
z< —2pb 时 ， 沿 着 进 人 区 域 (D 或 лс] — 25b 时 沿 着 进入 OD puya puis 
动 . 在 排斥 线 区 的 各 点 上 补充 确定 肯 点 的 运动 不 这 伯 明 显 , 准 备 以 所 再 米 解 吹 . 

2) 当 >1 时 ， 在 区 域 (1) 内 有 两 条 来 自 无 究 远 并 通过 结 点 的 积分 曲线 。 概 限 环 ， 
如 果 存 在 , 必 与 这 些 和 家 线 相交 ,而 这 是 不可 能 的 。 
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вая 


r=] +e” ~ sin о}, 


1 + í — АР 


Y = et ses: + 一 一 一 一 sin wf 5 


其 中 OO 

ш = «| — м. 
相 点 沿 此 罗 线 运动 (经 过 某 一 时 间 全 页 д) 必 落 到 半 直 线 (SY 上 的 
(ғ, в) ЕО, Р АВИА: 


А 


г = 1 + онн +- ° — — A Esi 


sin wi |, 


і + ;— АБ 


uy 


ЗЕЕ s 和 C, ВИТЯ НАА П, АХТА САЯК: 


er 一 cast, + узшт, 


b = e. | P cos or 有 + sin ой |. 


s == $o ` — 1, 
sin T, 


е — cosp — y sin, ， 1 
| 


£ = ро - 
sin Ti 


其 中 
y 一 № 
四 А — ді 
和 z, = op 一 一 相 点 在 区 域 代 ) 内 的 折算 穿越 时 间 ， 如果 引 人 
bw 和 “一 Вос 
Д3 П, ВО Р РАЗ АЈ ББ fal SB А: 


g" 一 eosr + уат 


н = - 


sim T, 
(8.27) 


= е1 — cosg — Y sin Ty + a, 
sin t, 

其 中 

1 _ 1311, 


bo E, l — №. 


15 НЕ. 21 — 278, НЕБО, vl — 286 时 , 相 轨 线 将 离开 直 
£ у=. 
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ПАН ЕЯ ЖЕНА П,, 刚 半 直线 (8) 的 点 Chor, b) HE 
ВСУ) (Ро, 区 的 变换 的 对 应 函数 : 


er 一 COST, — sin T; 
m 一 —— 
sin 7; (8.29) 
er — созт, + y sint, > 
s 一 一 -a 


sin T; 

其 中 т, = о Нара. 

HAMAR. БЕНЗ 8.8) CGA $ 2) 的 方法 
完全 相似 ， 不 难看 出, 变换 П, 的 参数 在 0 < r, <r KARE, 
而 且 НО Е = У, w h m= ya ФН Е оо, е 
由 >, = а 一 27 同样 增 至 十 oo( 有 曲线 (8.27) 的 初始 点 , 当 参 数 # 取 
EDRR., PREHR # 十 vw 一 9 上 )、 其 次 , 当 D < rr < = 
时 ,有 : 


du 1 一 err cosr, — y sin r+) 
de 1—2 "К свт, + y sint 


=> 0 


和 


Фи _ 261 t Dirr Cshyr — y sint) 
дг [I — е7 совт, + y епт)" 


р BD r, 由 0 3 x y, 24. 由 
ах 


> 0, 


A 
к 
è 


(==), = 1 зви 


(2) енот, 最 后 ， 
de Pe == 


НН (8.277 ОА (к 
= К) a= ео абі 十 er 
在 图 371 上 所 表示 的 是 Y Ех 
ЕН а > 0 取 不 同 
{HF} (8.27) 的 曲线 族 《为 了 
得 出 a > 0 时 的 曲线 (83.27) 
可 将 a 二 0 时 的 出线 向 右 于 
方 偏 移 一 距离 a PË S|), 
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在 着 手 研究 对 应 函数 (8.28) 时 , ИКРА: 相 点 在 区 域 
CD 里 活 轨 线 ( 螺 线 ) 运动 时 《这 根 当 于 半 直 线 е EAR 5 的 变 
换 D:) ,围绕 稳定 焦点 (0.0) 的 转动 大 于 半 周 而 小 于 一 对 ( 即 相 点 的 
KEFR r 旋转 的 角度 大 于 = 小 于 2x, 而 且 相 应 的 相 胃 线 之 尺寸 
越 大 ,和 5 К, 这 个 角度 也 就 越 小 )， 基 此 《参看 上 册 第 一 章 
$4), 变换 П, 的 参数 r 显然 必 位 于 ==<r,<2= ПИН, r B. z, 
减 小 相当 于 w 和 a, НИЯ (r; — z + 0 BF, ç 和 wn- + co), 
但 并 不 是 半 直 线 S МУН ЖИРЫ ВОН 
半 直 线 5 的 点 ， 如 果 在 又 域 (1) 内 通过 (一 285, 2) 点 引出 一 相 轨 
线 Lo 那么 它 必然 划 出 这 样 一 个 区 域 (在 图 зто НЕХ), 
使 得 相 轨 线 一 旦 落 入 这 一 区 域内 ， 就 不 能 再 返回 у = 2 线 ,而 绕 
ЕН, о ЕН L 与 半 直 线 5 交点 的 然 和 坐标 (图 
370), 此 时 , 壮 直线 上 满足 一 245 < x < š 的 各 点 ,显然 不 能 借 
助 于 区 焉 (ID 的 轨 钱 转换 为 半 直 线 S 的 点 ， 点 了 一 站 (或 s= t= 


FO 的 折算 穿越 时 间 A DL in FIERE: 
(19) — —2АЬ 或 ml) = Iy, 


或 者 


1 一 erafeos 码 一 ysin 友 ) = 0, 
显然 , 必 有 = < rl < 2z《 玫 方程 之 图 解 表示 在 图 372 上 ). 
ЮЖ, ВН т: ЧЕМ ri 60] зк 的 区 闻 里 变化 ， 我 们 就 


g-e УЧ T- улт) 


E 372 37% 


• 523 + 


得 到 半 直 线 S АЕ, Е РАЗА, НН 5 的 
PARKRA. MA r; H z: ЛЯ] z J, e H м = 2у 单调 地 


增 至 + oo, o 8 = 0000) = — 2 0212 也 增加 到 十 oo， 


Ü 


Sim T> 
du 1— e ( cosT, + y din т») = 0 
йо 1 一 ef costr, — +T sin r; 


并 由 + 90 (r; = т: 8) 单调 地 下 降 到 cr 一 BF), М ЖЕ 
ж < r, < z 区间 上 有 : 
dha _ U1 — y sin, (shyr, - T sin z;) —_ 
Фо? [i — е совт, — y sin T, | . 
当 +; — = FF, В (8.287 ОН = == re. ЖП, ИЯ 
应 函数 48.28) 的 图 象 ,表示 在 图 373 Б, 

3. 不 动 点 和 极限 环 、 ГН П =m- IT, 的 不 动 点 
《因而 也 就 是 极限 环 ), 并 研究 其 稳定 性 ,我 们 在 同一 个 平面 上 癌 出 
对 应 消 数 (8.27) 和 (8.28) 的 图 象 〈 一 个 轴 表 共 р, 5 — НУК и I 
и), 并 研究 7 ЖЕНЕ, «220 取 不 同 信 时 的 拉 梅 尔 图 (图 373). 
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当 а 2у 时 ,曲线 (8.27) 显 然 不 与 曲线 (8.28? 相 交 p， 其 次 ， 
曲线 (8.28) 与 参数 = 泡 关 ， 而 曲线 (3.27) 则 随 4 的 增加 向 右 移动 ， 
且 可 移 到 和 枉 意 远 处 。 因此 «增加 时 , 就 可 以 依次 得 到 如 图 374 所 
示 的 (a), (6), (в), (2) 及 (9) 等 情况 

曲线 (8.27) 和 (8.28) 的 交点 (其 坐标 以 二 5 表示 ， 与 其 相对 应 
的 ro то (АИЛ, ж, Е Ф, ЗК), 显然 将 确定 出 变换 开 的 不 动 点 ,从 市 
出 就 确定 出 波 研 究 之 系统 在 其 相 平 面 上 的 极限 环 *。 不 动 点 可 用 
解析 方法 从 下 到 方程 组 中 求 得 : 


gi — созт, cOsST,— £ rm 

- я = . M 了 

sin T, sin T; А 

. (8.29) 
"г, -一 А — Fr ве. 

ei cos, COS T) еї 
一 -一 一 一 上 十 = — 

SID T, яп T 


(Олл, я < r, < z) < 2=), f 
在 对 应 函数 的 参数 表达 式 (8.27) 和 (8.28) 中 , 令 ， 一 5 一刀 就 
зан Бяру, 
如 果 有 两 个 不 动 点 (参看 图 374 中 的 情况 (6))， 则 对 于 第 一 个 
不 动 点 (具有 较 小 的 я = g, p = ë, т, ИИА E 


dt i di . £ du 
| (2 ) ( а) а i ( do h=, >1 
而 对 于 第 二 个 不 动 点 有 
dii _ Г dm _ Í du 
?< 
这 就 是 说 ,第 一 个 是 不 萎 定 的 ,第 二 个 是 稳定 的 如果 变换 五 只 有 
一 个 不 动 点 (图 374 上 的 情 帝 te)), 那么 它 将 永远 是 稳定 的 ， 因 为 


D 当 527 М, 曲线 (8.27) 位 于 分 角 线 < == 的 上 方 ， 布 曲线 (8.28) 列 永远 位 
ТАЗА в: = te 的 下 方 , 因 此 蛮 必然 在 分 角 线 # == МЕ, 

2) 不 准 看 出 ,曲线 (5.27) 和 C8.28) 的 交点 不 可 能 多 于 两 个 的确， 慨 若 这 两 曲线 
ема ГЕ, 则 第 二 和 第 三 个 训 点 C 沿 六 增加 方向 算 起 ) 必 油 足 如 下 的 不 等 
= . 


z d 
( г Jas, <( Е ). 2, 和 和 Е ), ЕГА > 


而 这 站 不 可 能 的 ,因为 * 增加 时 -4 Ui м, 


= w 
"=P, 
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它 满足 稳定 条 件 : 
da, 
0 一 (2а ,< 

RAWE ГЕНА УЕ, ЯР i ia Я АУ 
(ay, (6), (в), Се), 《9) 诸 情况 (图 374) НЕНИЯ 
可 能 有 的 类 型 ,表示 在 图 375—379 k. 图 380 上 表示 出 了 振荡 器 
参数 平面 及 a, 此 平面 被 划分 为 上 述 振 菏 器 状态 的 存在 区 ， 如 
果 据 落 器 中 有 不 很 强 的 反馈 ,而 且 这 一 反馈 的 存在 ,使 得 点 CY、#) 
在 参数 平面 上 位 干 不 画 剑 线 的 区 域内 《下 区 域 对 应 于 拉 梅 尔 图 中 
的 情况 Ca, 则 相 轨 铸就 必然 趋向 稳定 的 平衡 状 访 人 6, 站 ,因此 ,对 于 


任意 初始 笨 件 都 将 建立 起 这 一 平衡 状态 (图 375). 在 某 一 临界 反 


375 图 376 


ПАК (a = asn = 17)), 相 平 面 上 移出 现 半 稳 定 极限 环 (图 376), 
这 相当 于 图 374 上 的 情况 (6) 中 , 即 拉 梅 尔 图 上 之 曲线 有 切 点 的 情 
Wa. Х ЖИ, 当 反 馈 获 得 任意 小 的 加 强 (参数 z 有 任意 小 的 增 
量 ) 时 ,都 将 分 成 两 个 极限 环 ， 其 一 为 稳定 的 ， 另 一 个 是 不 稳定 的 
(图 377). 参数 2 继续 增加 寺 , 不 稳定 家 限 环 的 尺寸 三 小 ,而 在 а 
达到 第 二 个 分 梳 值 (a 一 a 站 二 jh(y)) 时 , 这 相当 于 图 380 中 的 曲线 


» S26" 


wf 


稳定 焦点 的 项 引 区 


图 377 图 378 


稳定 焦点 SS 


HERA 


ЕН 379 


C2) 以及 拉 梅 尔 图 中 的 情况 Ce), АЕ ВА И ЕГДЕ SS ВУ _E 
(图 378). 最 后 , 当 4 > filr) bh, ИУ, а) АТР 380 的 区 域 
《0), 而 点 变换 只 有 一 个 不 动 点 ( 拉 梅 尔 图 的 梢 况 (9)) 时 , 相 平 面 上 
的 相 轨 线 划 分 如 图 379 表示 ， | 
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这 样 , 当 а < aga = Ку) М, ЎН ДЕ НАТЕ й, Ч 
и >> авт = 大 了 时 ,这 相当 于 图 380 РИН , Iei ss rR YY 
Нява: 即 只 有 当初 始 条 件 对 应 的 相 点 位 于 不 稳定 
限 环 外 部 (图 377), 或 位 于 图 379 НЕЖНАЯ, 5 
句 中 才 可 能 发 生 周 期 ( 即 自 振 ) 状 态 . 

稳定 自 振 周期 显然 等 于 : 


фр z, 及 5 为 方程 组 (8.29) 的 解 *. 

将 振荡 器 参数 平面 划分 成 非 振动 区 域 ( 区 域 (z7) 和 看 激 状态 
区 域 (第 一 象限 的 其 余 区 域 ) 的 边界 旧 线 zar 一 K y) 显然 可 由 方 
程 组 (8.29) 及 如 下 条 件 确定 的 , 即 : a 一 anw 时 ,曲线 (8.27) 和 C8.28) 


彼此 相 切 ; 
(2) = (2) 
de 1-5 dy Ги 
或 А 
le 008 — y siat) _ 1 — 6790 созт, + y sin Fx) 
1-е" созт, + y sin F,) 1 — е 71 совт, — y sin 7a) 


可 以 证 和 实 , 这 一 边界 曲线 (图 звода" ARAD 通过 参数 = у А 
面 的 原点 ,而 且 随 着 的 增加 ， asa 单调 地 增 关 - 

4.9 及 很 小 的 情况 。 THRE a KYED he, у 
«Оя, 找 出 自 振 科斯 和 振幅 的 近似 表达 式 ， 将 方程 (8.29) 
写成 如 下 形式 : 


1) Р 379 中 国 曲线 А5, ВГА, ， 即 稳定 焦点 (0,0) 之 豚 引 区 的 边界 , 世 可 以 君 成 是 
ТАБЕ ВВЕ, 但 必须 漆 且 如 下 方法 补充 确定 相 点 让 排斥 线 妇 АБ 的 运 
动 规 律 - 相 点 在 此 线段 的 除 Б. 让 的 所 有 点 上 , ЕН Ер, ТЕ 五, 点 
ПЕНИЯ BBA 上， 甘于 这 种 补充 确定 的 方法 , 我 们 可 作 如 下 解释 : 如 果 
ноу ЕЕН Гуа, ды 
ВЗР E, RF НИЗА AABE ER. ПЖ 
ВИКЛ FEPHRSE АБВГА*. 

2) ЗЕЕ Оч, че (Eq 374 КАНЕВ. PEI F т, 及 
T, НР, ЛБА Ti РЕ J SH ААО ЯВ, РНЕ Н z, 中 较 太 
AACE R E, 2, 应 取 较 小 值 ). 

”此 叶 森 稳定 极限 环 亦 是 一 条 光滑 闭 曲 线 ,而 “排斥 钱 民 "不 青 存 在 了 РЕЗИНЕ. 
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chyr; —_cosr, _ _ сВут. — COST} 
т з 
sin T, sin T 
Ву: L a = PT, 
. sin T, sin Ta 
n h 
此 时 ,对 于 a,Y < 1 的 情况 ,我 们 有 : 
1 сот, 1 — совт» TT — a = ТЕ 
- — . 3 n = . 
sin T SIn t; sin fi sint 


由 此 可 得 z, + z; = 2x《 因 此 , 白 振 周 期 近似 地 等 于 27), уе, W 
可 以 由 下 方程 求 得 : 


. _ 2ж 
вп т; — =" 
a 


这 一 方程 只 有 当 2<Y <1 时 才 有 实 解 (有 两 个 证 :9 < G), < 
TAS < (F) <=); 由 此 可 得 : 


ame T 2жү. 
不 难 计算 出 ， ИЕ ИТ 
R= + _ V2 25 


sE vi + соз т) (Су 
2 


Цу 和 半径 表 达 式 中 的 负 号 对 应 于 
稳定 极限 环 ， 
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$5. 具有 双环 RC 回路 的 电子管 振荡 器 


在 图 381 上 表示 出 了 具有 双环 RC 回路 的 电子 管 振荡 器 的 两 
种 电路 图 《采用 备 有 阴极 电阻 的 双 坪 投 管 和 处 于 负 互 导 状 态 的 五 
REN ELERE $ 12 RYSARE E iE T Я 
5. WREE С. М C, 看 成 小 的 寄生 电容 , 那么 这 酚 个 电路 就 变 成 
共有 一 个 RC 回路 的 多 庶 振 荡 器 (参看 第 四 章 $7)， 
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ЖК ООВ, НН ЛЕТ, 3 
示 电 流 i MEFE (或 电 
子 管 组 ) 控制 极 电压 # 之 
间 关 系 的 特性 曲线 应 具有 
下 降 段 ， 下 面 ， 和 以前 一 
样 ,我 们 将 忽略 恰 极 反应 ， 
即 认 为 1 只 与 #* 有 关 (i = 
(зу 但 与 第 五 章 $12 不 
同 之 点 在 于 :为 了 研究 振 
图 382 荡 器 时 可 能 采用 点 变换 法 


D C. K C, ARE AHZ-U ARETE, 
‚930. 


ie BL, RHA ЗДА за2 AR ay ВЕ Sa PE Ја НЕЕ BH 
28. 同时 ,为 了 进一步 简化 问题 , ВОЕННЫЕ Е, 时 应 使 电子 
管 的 工作 点 (这 相当 于 振荡 殴 的 平衡 状态 ?位 于 特性 曲线 的 下 降 扯 
的 中 点 . 
所 研究 的 这 种 具有 双环 RC 回路 的 振荡 器 .正如 在 第 五 章 512 
中 已 经 看 到 过 的 ,其 振动 方程 可 写成 如 下 形式 , 印 : 
本 一 一 一 Eec) 


(8.30) 
ў = х, 


其 中 变量 х,у 与 电压 #* 及 wv 之 间 有 如 下 关系 式 : 


и = Е, + вх, 


v = E,— E, 一 R,i(E,) +m Са 
taji + бк Rafi + Ej 
. C ` R. с 


(这 里 的 w КЕНИЯ FER ЕВЕ”: 382); 


+1 x< — 1 t, 

TGO — пу (E, + s) — ЕО} = |. lz| < 1 时 ， 

—1 r> 41 时 

为 电子 管 (或 电子 管 组 ) 的 折算 (无量 纲 的 ) 特性 曲线 ?， 加 在 上 方 
的 加 点 类 示 对 于 无 量 岗 时 间 * 的 导数 ， 无 量 网 时 间 等 于 


£ sz À. 6 #8 — 

RAC + C,) + R,CC + CO 
而 
K= з, 
1+ 6. + Ri €), 
С R, С 
C, ,Ce p S. С. 
_ R, c c С 
E 


ПОБЕГЕ ЛЮ ERR :== :ti TERDEE SR, 
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为 无 量 纲 参数 (K > 0, 而 0 < z < 2), 

我 们 注意 到 ,方程 组 C8.30) 与 方程 

ux + [1 + Kpl] + х = 0 

等 价 , 这 就 是 说 ， 内 将 双环 RC 回路 的 电子 管 振荡 器, 采用 电子 管 
组 特性 上 启 线 的 分 段 线 性 慢 近 后 与 本 章 $3 中 所 研究 过 的 动力 学 
系统 等 价 ， 但 是 为 了 详细 研究 振荡 器 中 的 似 不 连续 振动 【它们 发 
РЕЖЕ Ca С. < C, В 0 <a < 1 时 ), 我 们 再 一 次 对 这 一 动力 学 
系统 进行 简短 的 讨论 , 而 阳 为 了 达到 这 一 目的 , 梁 用 方程 (8.30) 的 
形式 比较 方 俐 ,我 们 将 用 它 为 出 发 点 ,并 只 限于 研究 自流 控 荡 器 情 
ПК > 1. 

1.388300. 点 变换 ， ”与 本 章 8 3 一 样 , 所 研究 之 动力 学 系 
29068.30) EE х, у 被 直线 z = + 1 和 * 一 一 1 分 成 三 个 
区 域 ; CT), (1), (CI), 在 每 一 个 区 域内 方程 (8.30) 都 是 线 粕 的 (图 
383); 而且 无 论 在 整个 相 平 西 上 凡 下 在 通过 线性 区 域 的 边界 时 , 相 
р ЕЕЕ, УК, 由 于 方程 (8.307 的 对 称 性 , 租 平 面 r, у 
的 相 畔 线 划 分 必 关 于 原点 ( 即 平衡 状态 C0,02) 对 称 . 


P 


ш 1 un 
⁄“ Фе 
R н > an Erm 
K > 
>= i: 
e K 
5 
Еч SU 


图 383 


D TAREHE, RAAEN RC High СЕ 
FM K = 00) AANE AE AA ER LE, 
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对 系统 (8.30) 的 定性 研究 与 第 五 章 $ 12 中 对 系统 (5.89) 所 进 
行 过 的 研究 完全 类 似 ， 这 是 指 : ЖАН (x = 0) 为 水 平 Ба 
CEE ç = 0), Пт 


y = — x — Kols) 
ЕСН Е + = 0). ЧЕХЖСОЖТСНГЕ , А 
HAAHR y= 干 下 一 xisx， 其 中 xz 为 下 列 方程 的 根 的 倒数 
‘ 按 符 号 和 模 者 是 如 此 ): 

а + 1 + 1 = 0, (8.31) 
这 一 方程 是 (83.30) 在 区 域 (tI) 和 (I) 中 的 特征 方程 ;因此 x, 和 x; 都 
HEH. 

ЕЕ 0,0), ATERA (D 内 .由 于 在 区 
域 ( 了 7 内 ,方程 组 (8.30) 的 特征 方程 以 如 下 形式 给 出 

и? — (K — РА + 1 = 0, (8.32) 
Юі, м K > 1 时 ,平衡 状态 不 稳定 , 且 4z > (K — 12: ЖЖ 
m, 4 (K 一 1 АО, 

其 次 ,由 于 无 限 远 虑 永远 是 不 稳定 的 ,因此 K > 1h, HAE 
рр ТОПАЕТ, ЗОНА. в 
Жа S 3 中 得 出 的 结果 可 以 断言 ,此 极限 环 是 雁 一 的 . 

为 了 找 击 此 极限 环 ， 我 们 将 问题 归结 成 点 变换 。 由 于 极限 环 
是 对 称 的 ?, 它 必然 包围 平衡 忧 态 C0,0), 而 共 又 不 能 全 部 位 于 又 域 
(站 内 ,因此 它 必 然 通 过 所 有 三 个 区 域 , 且 与 直 缆 x 二 十 1 和 zx 一 一 1 
” 祖 交 ， 从 这 一 事实 出 发 ,我 们 选取 半 直 线 Sisli, ук, 
(其 中 s> 0) 作为 "无 切线 段 "， 通 过 它 的 各 个 点 的 相 雪线 由 区 威 
ЕАК, УВЕРЕН ВЮ АЗ J CE BJ 
于 方程 组 (8.30) 的 相 轨 线 来 实现 )、 与 $3 一 样 ,变换 

H = (t, 
其 中 ДЕН S 对 与 其 相对 称 的 尘 直线 sS. (x = — 1, y = 
一 CK 一 了 一 6 1 盖 的 的 点 变换 ,此 变换 是 借助 于 丹 半 直线 3 各 点 出 


D кс 时 平衡 状态 名 :0) 降 定 :系统 的 让 有 相 训 线 都 新 过 地 (Ct* 士 cc) 出 它 趋 近 . 
D 执 限 环 的 对 称 性 的 证 明 与 本 章 33 书 的 证 明太 法 党 全 相 同 . 
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发 的 方程 组 (8.30) 的 轨 线 所 实现 的 。 变 的 正本 身 又 可 以 孝 成 是 两 
个 变换 1 П, HER RH П, 为 半 直 线 S 向 半 直 线 5': + 一 一 1， 
у= — (К = 1) + Се с 0) 的 变换 , 好 :为 半 直 线 8 EER 5, 
的 变换 , kE Edy ВЕНОК ОН АТН. ВИТА 
H == IL, + Th, 
Pk ВЕНУ ХЕ РАН pr kis Kab КОКЕ CRA SAN 
几 节 相同 的 方法 >》. 
计 复 第 一 个 变换 的 对 应 函数 时 , 应 当 应 用 区域 ( 了 D7) 中 的 微分 方 
程 (8.30)。， 为 方便 过 见 ,把 它 改 守成 如 下 形式 : 
ST KET) 
. х = ў, 
ЗРЕНИЕ ЛЯЕС (8.32), 当 44 > (K 一 D0? 时 具有 复 根 
4 = јо, 10 te < (K — 1) Н, P SARGI) = 2, + 
ий, > о), 其 中 
K — 1 


2 


{8.30а) 


hy # a= КЕ 1 4и] 
26 


= + J-l. 
ГА 
设 4а > (K 一 17. 此 时 ,方程 组 (8.304) 的 通 解 可 号 成 如 下 形式 ; 
y = ги Бе wt -+ „( COS mt 一 hi sn ait )|, 
On w 
| (8.33) 


h . 
x = př Ë ( coset j+ sin wor | 一 5. яр cot 
о #0) 


(ль уо рр = 0 时 钢 始 点 的 坐标 ;参看 第 一 章 $ 4), 对 于 由 半 直 线 
SS 上 :点 出 发 ( 没 其 为 1 一 0 时) 的 相 轨 线 工 来 说 , 在 C8.33) 中 应 
当代 人: mm 一 + 1, y=K—1+ s， 若 设 а АНА LEH 
MPBA EER 5 IERS) а == д > 9 
БДТ z = —1, у= —(K — 1) + Z, 80. 


—(K — 1) + £ = Е аат СЕК 1-65) cosr,— y, sin T, |, 
Ú! - 
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—1 = enti cosr + у мат, 一 -l (K — 1 + 09а, 


ELi 
其 中 


T = Oi, ур == A = к . (8.345 
@ HICK = 1— tel 


也 得 出 的 第 二 关系 式 中 解 出 s, 然后 再 由 第 一 关系 式 中 解 出 *， 便 
得 出 变换 П, RIMER Ce > (K 一 17 ZR GASET 
列表 示 $ 用 * 之 间 关 系 的 参数 方程 的 形式 : 


Е K— IL е - cost, — учат, 
3 


2 y sin z, 


г = 


-一 МЛ I 
+ K Ге + cost, + nint (8.35) 
2 Ya Sn T, 


яж 
m — K — 1? 
hà Zy 

ар СК— ГУТ, 027 (8.323438 KAR, 而 方程 组 (8.302) 
的 通 解 可 由 (8.30 НЫ НАУ ХНА Е АО, 我 
ПАРЕТО RE П, ЈУКА ВАЗ: 


g = ph 


ОА DERE, ЕСЛИ, $$: AEA —£, r, RA 
一 zy 就 得 到 *- 的 确 , 设 
x= xof (t) роја (к), y = хо РК) + уф) 
ЖРО $ Мг (хо ya НЕОН z, y 48) ЯН, 并 设 z 
Сия + ДАК г 点 的 穿越 时间， 将 相 点 位 二 点 (ro 一 
+1, y= K — 1 4 О-В НЕКИЕ А, ВА, I В x= 


~i, В: 
-l = пс.) + (Е -i+ 5:11), 
由 此 可 得 еу 
2 TE) 一 
s= IOS SB €K — 1) = Ф), 


PHAR RE КИЕВЕ, НЕВЕ АСР r 点 (re 一 一 ly = — (K 
Юя) РАНЫ a. А, Ч ¿= 一 入 МН x = + НЕ 


ИР 

а +1 = Е) СК — 1 — ав, 
щи) = ND = = — 
; ов + (К 3 Ф.С). 


这 说 明了 PIRLA + ВУАН ТШ. ПЕНЫ, t l — a, СЕ т то 
替 , 着 政变 符号 就 可 以 了 , 
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K — 1 =e ii + chr — zushz, 
2 yabr, , 
K — 1 enn + chirí t yebr 
2 ЗВ тт 
(z ЯП у, EJT, AABN E, GERA (8. 4) H, ЧЕХ ЕН 9.221). 
хаст, Сао) р ЈЕ: 
matye (8.30b) 
z = y. 
НЕЕ 8.313332 (BZ 5 < а < оз 
1 = 一 һ+о, НН 


во м МЕ 4 


2ы 28 
(ТЯ А, > ma)。 因 上 比方 程 组 (8.30b) 的 通 解 可 以 写成 如 下 形式 : 
y=— K + ст ® shez t iyt K) (ьо, + й shet | 
3) сэ 


x — 


(8.36) 


# = 


- (8.37) 
r = g*r 1а ( chet 一 Št ор) + К ош). 
w Fess 
设 ¿==0 FPF, z= x = — 1, у уо = (К 1) +, Ш 
r= = 10 |, = — 1, y= —(K 0) — s (4 为 相 虑 
0) 


洛 区 域 4ID 内 的 轴线 工 , ЕН Е <, ААВ АБЕ: Мр). 此 
时 ,58.37) 的 第 二 个 关系 式 将 给 出 : 


—1 = | —(cbr, 一 yzhz;) 一 1 (1 + shr, |, 


1005 
其 中 ; 
1 
Ta = 00372, р = = > 1. (8.38) 
e 7 O: Г 4e 
应 用 关系 滤 po, = uh = > 从 得 出 的 方程 中 解 出 £, 然后 在 


得 出 的 5 的 表示 式 中 ; 将 了 2 —я 17 A — т, Кеа, ВП 
BESE 0, 的 对 应 函数 ": 


D 上 画 指 出 的 这 种 寻找 了 之 锚 达 式 的 方法 的 证 明 , 5 535 页 脚注 的 证 明 相 类 出 . 
‚936 * 


т 


ети — chr; + 了 zhzs 


” ут 7 
s 
y У (8.39) 
= ° T: — chr; 一 Yaht 
2757, 


2. 对 应 函数 的 研究 ， ”在 变换 п, П, КОТАН, ОЕ 
先 研 究 бе > CK — 17 НЗ П, ХНА. 在 这 种 条 件 下 ， 
平衡 状态 (0,0) 为 不 稳定 焦点 , 区 域 (T) 中 的 轨 线 为 由 焦点 倒 绕 出 
的 螺 线 ,而 对 庶 国 数 本 身 则 由 关系 式 (8.35) 表 示 出 四 于 相 点 击 * 
HRR 中 巍 绑 的 弧 线 运动 到 :, 绕 焦 点 的 旋转 又 小 于 半 圈 , JB 
АЕ г, AER Е G) 的 折算 穿越 时 间 , 必 满 足 不 等 
式 0 < z, < л, MAREKI г, 对 应 于 较 大 的 * го. 将 柜 当 于 
ç = 0 BJ z, ВО r° ARZ; 这 一 临界 的 r, 值 量 然 是 由 如 下 方程 确 
EH: 


Pilts 71) 一 0, 
其 中 
br, y) = 1 + eC созт — y sin T 2 
СРЈ 0 В H E У 


于 党 的 图 解 表示 在 图 384 Е; 
RR, 0 < r< =), НЕ, 如 
果 将 т. EB то] 0, 我 们 就 得 
到 * 在 0 到 十 %% 的 区 间 内 的 
ВТЕЧЕ; 同时 * 也 将 由 某 一 正 


值 图 384 
K— | yr + | > 2(K — 1) 
yin T ° 
Hte, 
将 48.35) 微 分 之 ,本 得 
а КУТ 1+ еа созт + yisinzi) 
ат, 21у sin? 


D 这 一 点 很 容易 理解 ,因为 相 点 座 上 其 有 较 大 的 了 的 雪线 运动 时 , рН 
了 戟 大 .jz 就 越 六 ( 舱 据 (8.302 中 的 第 一 个 方程 2, 而 fr 就 越 小 : y— eo 时 


£— — со, д0, 


， 532 < 


_KkKk—1 Po Zr, 


2y, sinr, 
ds _ K—1 1 е0 созт, вінт) 
dT, 271 sint 
К-т (z. т) 
Rya sin” ” 


ds = q (Ti, уз) 
аў Чат» Y) 


у d? < 1) 

$ _ 4y (Y + sin”, ! 

: shyirm — уат}. 
a RD rp 


HT 0 < т, < ті 时 ， PLT Y) 和 d (zi — yra) = 0, АКТЕ 
доир а < 0,4 0, 42. Е 
її; ат ds Яғ 


1 


+ ооба ИН + 1 Ст, 由 可 下 隆 到 0 或 者 :由 0 增加 到 二 
时 >， 因为 此 时 -4 < 0, 
ЖУН: 


г —з= (K 一 De shyt, +1220 10) 
yusin fı 


Вало, £ 9 2(K — 1), RRE, 13488.35) Я 
有 渐 近 线 


(= Z — X(K — 1). 
用 上 述 这 些 知 识 ,就 足以 画 出 对 应 济 数 (8.35) 的 图 象 ; CERNEA 
385 E. 

БАИ, и да < (K — 1, ЖП, 的 对 应 函数 写成 
(8.36) 形 式 时 ,变换 参数 r 也 同样 位 于 0 < z < = 区 闻 内 ,其 中 
地 为 一 0 时 参数 T: 的 值 ,其 大 小 将 由 下 列 方程 确定 : 

prs т) = 1 + eYii(chr, — ут.) = 0 
(уаз f y=— rl Br, фо, r) HERRE 
图 386 Е). №, 24 т, H zt МЛ 0 Сы ЕЕ, $ 由 
0 单调 地 增加 到 + oo, 了 则 由 某 一 正 值 


"538 ·« 


28 D № 


Е 385 


; hyri 
=(KĶK—1 [bre р) > 20 1 
+ ) уут? ) 


同样 增加 到 + аон Д s. 70). 由 + co 单调 地 减 小 
$ 


фт» TO) 
到 + 1A 0 < < RNA: 
47: _ Чу — shir 


2 кк, тов hyri У < 0. 


因此 , 对 应 函数 (8.36) 的 图 象 与 
对 应 函数 (8.35) HARAG НЫ 
的 形状 (图 385). 

下 面 我 们 来 着 手 研 究 变换 也 
的 对 应 函数 一 一 函数 (8.39)， 在 
这 里 , 为 了 得 到 半 直 线 (Sr) 的 所 
有 点 集合 : 0 < < +0, ЖП 
必须 将 到 由 0 变化 到 + ce， 而 图 386 
E CK n) 2 r Но 变化 到 十 oo PF, Ei 0 单调 地 增加 到 


1) B828C8.36)3 т.-+0 Ш.ДАН =  — 200 - 0), 


. 539 < 


+ оо, Ms ШЕН o 增加 到 (я Јак 一 2—1 > 05. 
Y: 


TE € 和 +, УЕ H 0 增加 到 + со h 只 需 
计算 出 导数 = 和 4“. KEE 


т. dr; 


ds, = LACR Tra ds __ фт, 72). 
dT, 2 yah г, dt 2+7, 


ds, — Pal Tas =з) 
аг (ть Ya) 


| 


= 
= 


зу __ _ 4707 -一 Desbr, 1 


d [40 ть т ити? — тапта, 


фт, ү) = | — е" сһе = yshr) = 2 — (т, Y 2. 
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由 于 y; 1, МАМ iyi > 1 A r> 0 Bj, фт, y) > 02.18 
此 对 于 任意 的 0 < + < +02. Я: 


1) 对 区 域 (H) 中 的 轨 线 之 下 向 。 进 行 如 下 的 简单 讨论 ,就 亏 以 得 到 上 述 引 果 。 第 
=. ШНА ОГАЕ, ES г 增 大 时 ,我们 也 人 必然 会 获得 反 的 增 大 : 与 此 
同时 , 较 天 的 "将 对 应 于 * 和 4 ВОК, АНИ, БС, БПИ ВУ ЛИ 
越 时 间 в СОКИ та). Я, ВИАН А НС Æ EARTE SE, EE fr 
于 站 线 轨 线 у= — K 一 Xix B EJ M s< (s ma, EEC Jer 2) 1k 
паяння S А А s tE. УЖ o Мн ВЫ (r—0 бт. + 
二 so Бр), nu REM, 

2) 为 了 证 明 此 不 等 式 ,只 需 指出 : UK0,r) = U, ПН [>а го pk, 2 


CT 


= (rt — 13eYtshr>0_ 
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da o, о, ох fi <, Я <a. 
dr йт ds d” 


С x B o 增加 到 + oo aè s 由 8 增加 到 + co Ву, 25. 由 1 单调 


BUDEL о), М 387 上 表示 出 变换 D, во НН, 

З. 拉 梅 尔 图 ， ”在 图 388 E, ВИ ТР ЕЛ 
平面 上 的 变换 卫生 的 对 应 函数 图 每 ( 模 轴 为 :“, 纵 轴 为 4 和 5)， 
这 两 个 曲线 具有 唯一 的 交点 一 一 变换 J 的 不 动 点 , 不 动 点 的 存在 
是 由 对 应 函数 的 连续 性 以 及 下 列 不 等 式 所 决定 的 , 即 : £ = ú k, 
п 5220 We КИ, а 一 ;之 0。 而 不 动 点 的 唯一 性 是 由 
T: 对 于 任意 >a 都 满足 不 等 起 0 < <: ый 


地 ,此 不 等 式 对 于 不 动 点 也 必然 满足 ,因而 不 动 点 必定 是 稳定 的 . 


Z g F 


图 388 


变换 并 的 不 动 点 还 可 以 用 解析 方法 由 ” РЕНА, 
4н > (K — 1) 时 ,它们 是 : 
Kl =s mi сот, yint _е Tchr Ут», 


2 >: мат, Зу sin T, N 
Kal м coszi yi sin z, е сртот 8.40) 
2 у. sin T, 2yashry i 


而 4 < (K — 12 时, 它们 是 : 
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K 一 1 ет Бету узар _ e Я — chri t yasht 


2 тт, | 2517; 
rr 1 r (8.403) 
K — l ест, т ум, е2 с yshr, 
2 узт; ут, 


结论 是 , А S 对 半 直 线 5 的 点 变换 具有 唯一 的 .而 量 
ЕЕ ЖАЙ ACG = + = z, # 一 了、 与 此 相对 应 ,在 相 平 而 上 也 
存在 有 了 唯一 的 (对 称 且 稳定 的 ) 极 限 环 ,有 所 有 祖 轨 线 当 ¿— + оо 时 
痢 向 它 趋 近 ( 图 389),- 一 -kK > 1 时, 对 于 任意 初始 条 件 部 能 建立 
起 自 振 

与 振 轩 期 显然 等 于 

т = 2(. + 2). 
ЕНСЕ ТЕЕ), 8 
Т = 201206 + C1) + кгс (5+ + z2) 


Ce] (25 


Саа АА) Нин т, É т, (0 < в. < м, 0 < F, < Боо) 


ИЯ ` 


不 稳定 平衡 状 态 N 


图 389 


І) 在 图 389 EERE Kolt 2V H, FARA REAA, На 
线 划 分 。 
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МР ЖА НУ т, NI r; 8, анк —1) ПУ (8.461, 
ПЕ 4в < (K — 12: 时 由 方程 组 58.40a7 确 定 ， 

我 们 立 邑 就 可 己 指 出 一 个 极限 情况 ， 加 果 玉 一 1{ 但 KK 守 1)， 
极限 环 必 趋向 加 = + у = 1, ИЖ 二 一 x 和 Фә 0, 
НА НИЕ, 其 半期 为 {КСС + G,) + RCH 
Є,)1. 

4. 不 连续 振动 。 ЕВЕ ТЖ НЕ 
м: 

EXI, z< AR — 1) 


一 一 具有 一 个 RC 回路 的 多 谐振 游 器 的 情况 〔 小 的 寄生 电容 Ca 
Cs < C)、 在 这 神 条 件 下 ， 电 路 中 的 自 振 具有 不 连续 性 质 ， 在 第 
十 章 我 们 将 会 看 到 ,在 措 述 不 堪 续 振动 的 方程 中 ,党 阶 导数 项 的 系 
数 很 小 ,而 系统 (8.30) 中 当 上 很 小 时 , 就 成 为 此 奖 式 统 的 实例 (要 
当 简 单 ,但 很 典型 )， 

为 了 找 出 & 这 分 小 时 系统 (8.30) 的 要 平面 的 罗 线 划分 ,我 们 
写 当 积分 曲线 的 方程 : 


gy _ _ ёх 
dr x + y + Кф (x) (8.41) 
并 在 х, у S [El EIB Sa ЗАВ Н Е; 
у = — х — Еф (8.42) 


《在 这 条 曲线 上 x = 0,22. = с). 


由 方程 (8.30) 和 (8.41) 可 以 看 出 , 当 疡 足够 小 (一 +0) 时 ， 
1 迅速 地 增加 ,而 | 全 Ива ЕРЕВАНЕ НПО 


小 : EER РЖ в УНО Ся, DAR, + R = ОС), 而 当中 
ВЕДУ И ВЫ, BER + = OG) ga S = Ош, Bl 
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当 и- +40 Bf +— co, 11-47 — o, pb, 5 e 足够 小 时 ,在 曲 


线 F 的 VK 名 域 以 外 ， 相 轨 线 无 限 地 带 近 于 水 平 线 у 一 常数 (这 
里 当 — + 0 时 ， 2 一 0, 其 逼近 速度 最 低 限 度 与 wz 相同 )， 


а АН К Р 
ERHO” Hh TSHR TAGE, —х — y — Kptx) >o FL 


p= 2а КФ ба). оо) 相 点 向 右 运 动 ,在 上 方 则 向 左 运 


动 С 390). ЖЕНУ НЕВАЖНО СЕВ С 
IRR DORER ERER ВН 22950 АТАНДАР 的 C4 ЖЕНЯ, Е 
EER RE РГ, І КЕНИЯ F АЧАТ ОССО) 
内 的 部 分 ， 在 半 直 线 此 和 РУ 的 点 名 域内 , 当 и 0 FPF, ғ AA 


而 往 点 沿 此 胃 线 运动 时 ,可 取 任 意 大 的 速度 (#->00， в 同 或 


D 在 这 里 和 以 后 我 们 用 ОСЬ 形 示 一 和 函数 ， 这 种 函数 的 性 质 当 丹 很 小 时 与 
Кро 相同 ; ве, у, u) == О КОЖНЫЕ 3 дрон, H; 


уш) ТУЕ ЫНС BEE, 5 ry FX). 
2) ВНЕ ВНА s pa ЗД АГЕ АБ SERR AOERRE э 的 那些 
ДЖО. A B ryv Ч gD БВ ГВ, 
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限 什 ,这 就 是 说 ,在 这 些 分 域内 在 在 有 “缓慢 "的 运动 (g 一 十 0 时 ， 
ЕЕ Е ОН. НЕЕ ЕАИС 
МЕ ВЕ A E IESS КЕ. 

这 说 明 , 当 大足 能 小 时 , 系统 (8.30) 之 相 点 的 运动 是 由 两 种 相 
互 交替 的 运动 组 成 的 ， 其 一 为 沿 着 与 水 平 喜 线 六 = 常数 无 限 逼 近 
的 轨 线 ,以 任意 大 速度 记 做 的 姚 跃 式 的 运动 ;其 二 为 名 着 位 于 半 直 
线 F£ 及 FP WJ “др. 在 图 390 上 表示 
出 相 平 硬 的 极限 Cx 一 +0 时 ?雪线 划分 : BRRR AZ) 
的 轨 线 为 直线 у 一 常数,“ 缓慢 "运动 的 轨 线 为 半 寺 线 F; 和 P. 
极限 环 为 闭 曲 级 AB CD A”. 

TARTA E h авсра 确实 是 系统 (8.30) 的 极 
限 环 当 p> 十 0 时 的 极限 位 置 .证 明 的 方法 是 ， 在 租 平面 上 进出 
一 个 区 域 (a), 在 此 区 域内 部 (或 在 它 的 边界 上 }) 包 含 曲线 4B8CD4， 
并 当 “一 + 0 时 , 此 区 域 收 缩 为 这 条 曲线 , 而 且 轨 线 不 可 能 从 这 
一 区 域内 容 出 (+ 增 大 时 )。 为 此 , 在 相 平 面 上 (图 391) 8 
x — 0 Су), x 一 оо 《曲线 ,参看 图 390), Д5 x 一 一 vy Ë 


1) 我 们 曾 设 p= х, Б noto 时 无 论 罕有 曲线 下 学 域 约 内 部 和 外 部 , 它 都 将 是 
на. 

2) щижя if, с Ванн АБР ГИД Fest: Ве 
y = у, = СНЕ sk F a — АЯКО E E Ui А, 29 


B£ = — z — ур — Кеа), (А) 
E ERAI FF 肌 ЕВЕ, № 
ў = x КОХ ， _ 
а кро E SIL + КРОТ + = =. m) 


Я (В) 我 们 曾 在 第 四 章 47 chiy S SA. GLB нахв 
ЕЭ ТАСС, Ca KC 上 时) 过程 的 动力 这 研究 ， 这 一 假设 (系统 由 |= < 
SERRE |[> Ала, АЕРА у, 即 电容 C 上 的 电 活 ， S B 
变 ) 现 在 我 们 是 作为 于 为 学 方 各 (8.30) 当 рек 二 0 时 的 接 这 得 出 来 的 ， 

在 BC DARBE, НВ а 十 x 一 0 СВЕ 57) 
积分 之 ,我 们 就 每 出 自 振 周 期 的 极限 直达 式 ，Bmf — 2 (2K - 1), 因 为 对 于 


同期 运动 米 说 , 当 上 请 > 十 9 bE HARRAN: 在 区 域 (0 内 Li, R 
СИ i lnt2K 一 
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和 >x 一 +V K )， 同 时 画 测 闭 曲线 尸 和 如 ,这 两 条 坦 线 关 于 原点 
对 称 ,并 以 如 下 方式 由 直线 线段 组 成 . 


图 391 


ERAR POA P. P.P.P P.P P.P P.P P PF, S TH 
倾 线 x 二 y AER x = + 1 RAP O, 天 一 工业 WE) 
ЗЕЕ. E P.P, BEES Pi fl P, (0, К — 1+2, РЖ, НК 
于 一 We， 其 次 画 出 水 平 线段 РР, МЕНЯ х = co 相交 为 
Е, КЕЕН Е PP,, 画 到 与 系统 (8.30) 在 区 域 (II) 的 直线 
Е: 


其 中 


y = — K — хт, 


olis 1— 


xı 


=} + Oln); 


1 RRG), FR 99. 一 x 将 为 


x=- 


px w у= - (1 + E 

x + y+ Кох) 或 у (1 + хх Kp), 
В, x = рун тв 

y= ~ CtY Eir ~ Ко). 
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相交 为 止 ; P.P, 为 这 一 胃 线 的 线段 。 最 后 , P.P. 为 直线 x = — 1 Ë 
BE, HP HCl, 一 KK 十 1 一 ME) 与 点 对 称 ， 并 位 于 Ps 点 
《一 1, 一 上 一 x1) 的 下 方 。 环 线 忆 的 另 一 半 与 刚才 所 请 的 折线 对 称 . 

环线 全 的 左 半 部 用 以 下 四 个 线段 组 成 : KEAR y= K— 1 
的 线段 AOLO ETARA Б), нуу 上 的 线段 0.000, 
位 于 等 倾 线 x = + V t E), 由 0. MRSE х == co 相交 的 
Е 00s 以 及 等 倾 线 x = co WRR О.С. ИОН 
部 (折线 C819;0s4) 与 左 半 部 对 称 . 

下 面 我 们 证 明 。 位 于 环线 了 和 0 之 间 的 区 域 (e)( 在 图 391 上 
这 一 区 域 上 柄 有 射线 ), 满 足 上 面 提出 的 一 切 条 位 ， 第 一 。 这 一 区 
域内 (或 在 它 的 边界 上 ) 包 含 曲线 48CDA, 并 当 и — 十 0 БИ 
缩 为 这 条 曲线 ， 这 是 因为 曲线 P 和 0 《区域 (e) 的 边界 ) ВН 
ABCDA 的 距离 分 别 不 超过 W FEA QKI в, Жо 
时 , 必 趋 于 0， 第 二 , 胃 线 不 可 能 穿 出 区 域 (s》(z 增 加 时 ), 这 是 因 
为 在 它 的 达 界 上 ,轴线 或 与 它 相 切 ,或 与 它 相交 后 穿 入 区 域 (8》. 

讨论 一 下 系统 (8.30) 的 轨 线 在 折线 PPPsP.PsPe fl 40.0.0936 
二 的 走向 ,就 是 以 证 明 后 一 个 论断 ДИВ x= А = 0 
дн РАЯ РЕНО РР, 上 ,我 们 有 ; 一 Ге < 02 


=< 0 和 +< 0; ЖХ 8, АЕН РЕД EJE EE Jx, HB A 
向 左 移动 ,因而 进入 区 域 CeXPi д ЙУК, Е P, Е. 5 PP, 
АНИ). ЛЕВ PP 上, y== +< 0 (НРБ; 在 PP 和 
PsPs E, # >> 0 这 是 因为 它们 位 于 曲线 三 的 下 方 (雪线 向 右 运动 ). 
线段 P.P. 本 身 就 是 轨 线 ,因此 不 可 能 局 其 他 轨 线 福 交 。 这 样 一 来 
在 环线 了 的 左 半 部 P.P,P,P.P.P, 上 ,系统 48.30) 的 轨 线 或 者 与 环线 
相 切 ,或 者 与 它 相交 后 进入 区 域 (8)， 这 一 结论 ， 对 于 轨 线 在 环 回 
ВРА ЕЕ, НЕЕ РУНА НИ), 
НАЯ Æ 40 E: ў = 22 ОЧЕН x = 0 A x= 


HEZAKE 010, E: 有 0 去 a < +V ERSS 在 
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0.0: Е: #0, МАЕ QC E: 了 < 0。 由 此 可 以 得 出 结论 : H 
线 只 能 进入 区 域 ts)， 并 通过 它 的 内 边界 名 (我 们 只 对 环线 口 的 左 
半 部 40.0.0.С 证 明了 这 一 结论 ,但 由 于 胃 线 的 对 称 性 ， 这 一 结 
БОТ ОЕ C0004). 

我 位 证 明了 : AA (8.39) ПЕС) 的 边界 一 一 环线 
P 和 0 一 一 上 , 吉 阁 相 翅 ,或 者 与 它们 相交 后 进入 区 域 ts》)。 由 于 
这 一 区 域 不 售 在 平衡 状态 ,到 而 , 板 据 二 阶 微分 方程 定性 理论 中 的 
相应 定理 (参看 上 斯 第 四 章 $2 定理 Y)， 其 中 必 存 在 有 稳定 极限 
环 。 从 而 我 们 就 证 实 了 , 系统 (8.30) 的 叭 一般 移 定 极限 环 位 于 我 
们 扩 作 出 的 区 瑾 5 内, 因此， 这 个 极限 环 当 a o БИ 
ABCDA?, 

5, 当 pp 狠 小 时 自 振 的 周期 。 ВТС БИЧЕ 5 7) 曾 计 算 
出 不 连续 自控 局 期 的 渐 近 公式 

z = 2 In (2K — 1), (8.43) 

що АМ, HERS ЯНО ЕЕ НЕХ ГА, а 
НЫБ ARIRE. 例如, Ч и = 0.05 H K = 2 时 , 即 自 振 与 不 
ERRARE, А (8.43) 的 误差 大 约 为 20%%、 因 此 ,在 
此 很 小 的 情况 下 (由 Ca C, < С) SK bu МЕНЯЮ 
ERRAI, ВЕРА ЛНУ SE Sú zy BJ ВАА Св + ü 
村 7 出 发 (图 390) 出 利用 变换 П, 和 П, 的 对 应 函数 (8.36)，(8.39) 
№ ЛЕС 8.403), 来 精确 地 确定 出 产 很 小 时 变换 末 的 不 动 点 和 极 
PEER”, 

FFRAE ХНУВАЖ (8.36), (8.39) 以 及 方程 组 


D ЕЕ ВУ, В: СЯ ЗОВ ABCDA 
的 #8 АНН ó = Ом. Шо м УЕ ОК — Ув chaka 
8.28 А НН ABCDA дуо аак), МИНИ АВ ВИК, 

2) 33 p = 0.05 ЖК = 2 Ff, БЕЯ К СШ i ПЕ 
ВЫ L AGREATE ВЕС АЧ СЕРУ z ЕВ у + = 2033538538 АВЕ. 

3) Жир 1114, 52, 93，158，159] ， 其 中 对 几 种 二 阶 微分 方程 之 周期 解 的 周 
期 ,得 到 了 渐 近 撒 片 式 ， 例 名 在 TI 内 ,讨论 了 当天 = 2 J as 8.365348 
等 价 的 方程 ， 
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(8.40a) ПРЕ. 因此， 我 们 在 《8.36) 10 (8.395 中 将 
г = Op т: — 0037, 直接 转换 为 二 和 和 各 点 在 区 域 (1D 和 人 CIT) 
中 的 穿越 时 间 . 方程 (8.32) 的 特征 方程 的 根 C 对 于 区 域 C1)) 雇 加 和 
2 表示; 


K— 1 — V (K — 13: — 4⁄4 


4 = Ё, — u = 
2 
2 
= 1 — + 2-5 十 
Ki (K — 13 (K — iY (8.44) 
— (K — 1 — 4. 
пад L = ТТ (K — 1) — А 
Z 
_K—1_ 1 _ ç # 


`... 


г. 2 0А 
РЯ К — 1 (K 1) (K — 15 
ЕЛЕ EGS OCI IC СП НОУ НЕ 1, ЖА 2, бя: 


Да В з tit А рас | 


23 
| (8.443) 
= h о = L L 1 3 La | 
2u H 


将 т, = oa 代入 工 的 表示 式 (8.36), 并 把 此 表示 式 的 分 子 和 分 母 
ЕВЕ en: 


14-1 ем + 2-Е Ë. 
—ÑK—1 а 2 o -A h 


[295 一 еми] 


lr РЕЛ 一 | 


ЕК (Иа), в = 0А АИ 
24, 7 2 
ЕН П, 之 对 应 函数 的 参数 表示 式 如 下: 
[i + ена А114 еа) 
в ем el ” 
n А14 eha] А1 + eA] 


ет -一 Bat 


ITRE |, 可 将 = 的 表示 式 改 变 符 号 , 并 以 — „Ко; ЕВ 
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(8.45) 


ГА 


535 页 下 和 注 》。 用 辐 样 的 方法 ,在 C3.38) 中 将 z, Dl om 代 换 ， 并 应 
用 关系 式 : 
7: = №, -L =. H Ah, 十 в, = Ais b, — co; = Lo, 


h == 50; ФА) 和 o, = G — h) 


便 得 到 变 次 1: 


we 1] ени — 11 


ets — ghh 


, ре bli 


s = 


-xz] | (3.46) 


Siit — е2 


изза л, fa n, ИЕ К, НИЯ ао, 
的 最 阶 的 不 同 , 即 ai= ОСОП А, = o (1), лева 


对应 函数 的 渐 近 展开 式 ， 还 可 以 求 出 # 很 小 时 的 自控 周期 ， 

币 明 显 ， 当 相 点 沿革 一 条 与 半 直 线 S 相交 的 轨 线 《例如 极限 
IDESH, E а +0, 则 区 域 (1) 内 的 穿越 时 间 а» +0, 在 区 
WODA o АТАР Са = ОС1))9, ЕНН е7 = 


ОА), en = 007), ре раро 


(ы 一 +0 AD. раси ај Ë 阶 项 ) 变 换 IL, 的 对 应 函数 可 
写成 如 F 242; 


s = д4, + Ole "y, a | (8.463) 
£ = [М he — М ОС). 


l) ERRIMA 9 пк +Ü № ЕАК я БН z— — со 由 十 1 变 到 一 1: 
BJ, 23 пж 009 2-0; 可 以 说 , FARR 0 <: <M ив Оби) <а< 


о (e la 21), BERCH НИНА НЫЙ y MEEA; MA y'= — (K - 


D + >K — (AA >2 (К-Ж у. = — (K — 1) — s< (К - 
D RLRE y = WARE EETA в = OG). 
2) ЖРЕБУ, RE EA ЗЕВС ря), АТЗ ССВ. iad ab pe TEB. 
(8.6a3 的 第 一 关系 式 告诉 我 人 ,在 点 二 0 ВУ — Ы q ВЫ С", 
HERJET A PLA, PRA SITE RCD A HLR, BARRER с рч, BERRI, 
中 进入 直 号 雪线 y 二 — K — хус BRUCY BORI, 
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CAPER NEPRE E НА: ШИ 
s= = нА, + Ole”) (8.46b) 


ECR А GADRI АЕ, ЕЕ + CHIPA TS 
ИЗА ЛОВ AORE ВЕНЕ УЕ: 

[а + (Е ем = (и фаре + AA À. (847) 
яркие, НА ыы 不 周 阶 这 一 性 
Па. ЈЕ ЕА ЕИ ЕНЕР z— 0 时 еа в 1, NI 


ATEARI, езп ВВ А ТАИ, елле О (2), д, = 


15 
о (в 2) 和 а= 0(0 2) еар + O (А) = + 


о (е 2) RAGAD: 


1 
2), + l; — А + доб, ют) 


и, _ 


с 


Аз T А 
— 2 
И + o (pnd), 
HA H 
найз , 
Аъ = J L t а 26010 L In Ë + o (61), 
# K E z 
或 ,由 于 
可 工 1| = 1) 
In | o (en 十 O plo 
和 


1 ё 
二 А + Oled, 
L HA K 1 Са?) 


1) 法 祥 一 来 , 当 нео А0, ПИН HR, p ROLEI, 
因为 对 于 任意 OCELI ВМ и, ЕБ 0400 (нін L) <o (uB). з 


ИДН, АРА ЕСТ) ЛЕВЕЛ F БЕА A 
а, к СЬ О, В ALa АРРАН НЕВЕ 
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А ГА 1 7 KIP nl D 
ик K О (=! 1)". (8.48) 
下 面 我 们 利用 (8.45) 的 第 二 关系 式 求 出 了 《极限 环 与 半 直 线 
S' 变 点 的 堂 标 ) 的 渐 近 形 示 式 ， 风 量 根 据 (《8.46a) 1 z, MEIR 
的 周期 .根据 (8.48) 我 们 有 有 : 
ehh = ик _ + O ( n L), 


(K — 13: H 

- м 1 и 2(K — 1> ( з 1 ` 
др = і ln 二 十 -一 一 -| -+ Ü ja 一 
ao RSDP RAY" K em.) 
тая + О = 1 Ив 


(К—1» в 
"м O a 
+n +0 (к), 
K B 


(к — 12 
因此 ,根据 C3.45) 的 第 二 个 方程 ,并 把 它 政 号 三 如 下 形式 : 
Р Сей: pijen + ид, — A eh eh 
f | — eñ ` ет Ы 
我 们 将 得 到 : k л 
=. _ _ 1 ft А, ain Е 
s (К 1 K 1 +K—1 ze} 
гу — É L 
+ Ои?) KE 0+ 
+ — [к 一 3 十 — — 1] +0 (2). 
K— 1 K # 


D ЖЕНЕ ЖИВ ЗАВ ЗРЯ RIERA h ЕЗ 
GEAR Pini ДО. ЯНАО РИА n ERN o(p") 
的 产 近 展开 式 ,其 中 心 为 枉 意 下 整数， 但 这 一 展开 式 是 不 路 效 购 ， 


2) 分 于 的 误差 等 于 O(n y, РА, ЯИЦ Ou) $ Mi 和 pA, 的 表示 


T” 


1 


А, = 
артели += тя 


式 , EF + 0 (min), 而 把 uhet e 


0 {ln 由) 归 入 侠 顶 之 内 ， 
由 得 出 的 了 的 浙 近 表示 式 ,可 以 署 出 ,极限 环 上 模 坐 村 为 z = 一 1 ЮА, 
SER авсра 之 问 的 距离 为 与 4 In 十 同 阶 的 站 


~ +552 


此 时 ,利用 (8.46a) 的 第 二 方程 ,可 以 得 出 : 


em А (ум + 1 g) 


нА: — tha 
1 
и ]n— 
+ ОС?) = (2K 一 оф + DOK — 
268—1) 
6266 — 1) 
+ [КК ко 
(K — 1X(2K — 1) (K —1)(2K — 1) 


+ 0 (eL) 
т 了 


Aafa = Шок 1) 


ЕЯ 
ё 


+ 
(K — 12(2K — 1) 


2K(2K — 3) +в 2 KK — 12 


K 142 
+ - . + o ( 2 =L) 
# (K — DOK — 1) а 
最 后 ， 
- 1... А 
z, = n (А.Ф) (1 н) + OF ge) 
2 
或 
pln} 
h = шк — 1) 4 Z 
(K — 1X2K— 1) 
pE 13: 


2К(2К — 3) + _К 
(K— (2K — 1) (K -—1)(2K — 1) 


+ | 


D еа O(n int), и, 


нА =1 — B t OC 和 
2) 讼 里 应 用 如 下 展开 比较 方便 : 


InCl + z) = = — + sa 十 ОС"), 


р фры об 
р и GF). 


. 553. 


— ln2K — 1) i + O (e), (8.49) 


E (8.48 ЗЛА ТН JR А В Л BJ CHU А УВУ, 
(8.39) 之 周期 解 的 周期 ) 的 渐 近 表示 式 ; 


4K 


Ш аяу — — 1 
r = 2(z, + Ё) = ИК — 1) + KODOK у“ In Р 


= __ 132 
4K ln 2(K — 1) 
K 


+| 4K(2K— 23) у | 
(&— GK — 1) (K -— 1X2K — i) 


一 2 In (2K 一 Э] н + o( wint). (8.50) 


ERRITUA, K- RFRA НИЯ 
的 极限 Ck 一 + 0 时 ) 表 示 式 (3.43) 相 重合 . 


$6. Min E ARIER 


在 这 一 节 里 ,我 们 研究 船上 装 有 最 简单 的 所 谓 双 位 式 航向 稳 
定 系统 一 一 双 位 式 自 动 操 能 仪 有 对, 船 的 动力 学 问题 ， 

1. 问题 的 提出 . РОЙАЛ АТААЧ ТАЈА СЕ 392), Z 
А РАА Tr HA ЛЕЯ ВТР EDE М = Мф), 


以 及 阻尼 力 短 六 О ТЕЕ E 


心 之 馈 垂 轴 的 简化 的 转动 方程 省 工 为 船 绕 锁 重 主轴 的 惯性 矩 ， 
由 船 的 转动 方程 为 : 


х 
1 +H a = M. (8.51) 
£ м 


Жа Аааа, HAH M = 0 (S iy РА 
平面 ， 即 位 于 船 的 对 称 面 内 , Ф = оды, Да-а ЕСГ 
ф 一 常数 ,但 后 者 与 初始 条 件 有 关 ， 因 贞 可 以 是 尾 意 的 ， 为 了 形 
象 开 说 明了 上 述 论 断 ， 在 图 393 上 发 示 出 了 当 舵 位 于 径 向 平面 内 时 
船 的 相 瑟 ( 相 柱 匹 的 展开 图 ); ЯНУ, НАХ 
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些 直线 趋向 (1 о Е е FERA. 

使 铅 在 给 定 航向 上 具有 稳定 性 的 只 能 是 能 手 ， 只 能 是 能 的 相 
应 的 转动 。 用 相 面 的 雪线 划分 的 术语 来 说 ,能 手 ( 是 人 或 者 是 能 向 
自动 稳定 系统 一 一 自动 如 舵 仪 ,部 一 样 ) 的 任务 在 于 建立 一 个 稳定 
的 平衡 状态 (这 相当 于 给 定 航 癌 ,区 p — 0) 来 代替 平衡 状态 的 连 


а 


ВЕНА $ 


-x 
一 元 P 


R 


P 


392 图 353 


航向 自动 稳定 系统 中 最 简单 的 一 种 就 是 所 谓 双 位 式 自 动 操 衣 
仪 .其 中 , 通 一 般 只 能 占据 两 个 位 置 w = + po 在 其 中 每 一 个 位 轩 
上 舵 所 产生 的 力矩 总 大 小 机 等 (一 站 风 而 方向 相 友 .在 这 里 , ЖЕ 


符 研 究 自 动 操 能 仪 本 身 的 动力 学 ， 我 们 只 假定 能 的 位 置 以 一定 的 
规律 与 角 的 运动 状态 相 联系 (M = = Mo 并 为 9 和 “Ë WANO. 
如 果 舵 仅 在 船 转 过 给 定 航向 《9 — 0) 时 由 一 侧 移 到 另 一 侧 , 那 委 
我 们 奖 得 到 最 简单 的 双 位 航向 泗 节 。 局 时 我 们 还 极 定 舵 的 换 位 是 
朋 时 完成 的 ， 以 后 栽 们 将 会 看 到 ,这 种 自动 装置 ,如 果 流 足 其 些 要 
求 ,确实 能 稳定 船 的 航向 ?， 然 而 ,很 自然 ,甚至 根据 党 纵 普 通 船 的 
经 验 ， 我 们 就 会 想到 ， 和 如果 舵 的 换 位 不 是 发 生 在 船 通过 给 定 航 问 


ту 


1) Hm RAR, отв ЕЙ T. РЕ, ЧИН Stk yE ЯЙ ГАЈЕ p> 
ВРЕЛА AETA С = —@ W M = Ма): ых, @<0 时 ， 应 使 
.单一 TPs M = +My, 
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НЫ О 0—00, RI ДНИ ETE, ERRA ЗА АЗА, 
那么 能 机 的 稳定 作用 就 一 定 会 更 加 有 效 . ARRA EA” CA 
调 ) 在 实际 上 通常 采用 两 种 方法 来 实现 : 或 采用 所 谓 速 度 校 下 ,或 
引入 所 谓 硬 反馈" 

ЖЕТТ А р 18) 8 НУ ОВЕН ЕА, ERA 
HEHE, MACHE pri S АЕС АП РВ я US RI, ПО ЕЕ Ы 
Ар Н i ATACHE ГАРАЈЕВ Ег, РО 

с = ф + 22р 


达到 零 值 的 时 候 ( 不 难看 出 ， 若 6 > 0, ПИЕ ОАТ, 
即 发 生 在 策 通 过 给 定 航 向 之 前 )， 

这 种 采用 速度 校正 ( 装 有 电动 能 机 》 的 双 位 式 自 动 哥 驼 仪 。 其 
略图 表示 在 图 394 上 ， 在 图 中 也 表示 出 系统 :“ 船 十 自动 操 舵 仅 ” 
的 方块 图 ， 此 方 瑞 图 反映 出 系统 的 某 本 元 件 和 它们 之 问 的 联系 ， 
这 种 自动 操 能 仪 乓 有 斋 个 传感器 航向 仿 角 Pp 的 传感器 为 陀螺 罗 
A, DARRE РЕ AE 
感 器 移动 电 换 接 器 的 接触 “ 须 " 和 接触 片 。 移 动 的 结果 使 电 换 接 器 
HE ç = Фф А 的 符号 ,通过 辅助 继电器 , 皖 需 要 的 方向 接 通 


ДЕЗ. JAA Aaa CPE IRER 将 能 移 到 一 个 极限 位 
置 ,这 一 极限 位 置 是 由 器 点 开关 所 决定 的 (只 村 能 移动 到 极限 位 置 
单一 十 和 或 出 一 一 :相应 的 器 点 开关 断 开 继电器 电路 ,使 及 
机 断 电 ,从 而 停止 能 的 继续 移动 )， 显 然 ， 通 机 的 接 通 必须 遵守 如 
РЖ, Я: ос 0 REMEE = 一 фо M = — Мо, 
5 之 0 有 时 向 右 防 (二 + Ф, M = + М5. ЖЖ, с зе 0 


D НОЕ НЕК TS А ЛЬВА ВОК, 

2) рег — 1 ВЕРЕС К BE EBI] НД E$ NEED), б Зн EEN 
НН ЯГА Е РАО АЕ BE J Е, РЕК ЧАА: CE E IS Pr 
减 下 去 以 后 ) ЗЕВС. EZEBE T к, ВВ 
安置 在 电动 探 驼 仪 的 构 舍 中 时 ,能 限 尼 船 之 航向 的 振动 ， 
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图 394 FRR Ep Su Fr ak ЗЕЯ Buna НЕБЕ EB 
1; 2— МНО, 3— ЕЕ 


器 ): + вии; > 
B=: 9 一 Мих. 


Зее; 6— ЕЯ: ?一 一 电源 : 


时 艇 就 占 所 两 个 极限 位 置 中 的 一 个 《" 双 位 式 自动 操 舵 仪 ” 的 名 称 
也 正 来 源 于 此 )。 如果 с = 0 【( 电 和 痪 接 器 处 于 中 立 位 置 ?， 则 舵 机 
将 被 贤 升 ,于 是 , 角 就 可 以 占据 两 极 位 置 之 间 的 任意 位 置 : —q = 
$ = + py —M. = M = + M, (Ë 395). 

е е e hh НАЯ NIF, HAREE Dr AER ЯН 
完成 ,我 们 就 可 以 近 亿 地 研究 具有 速度 校正 的 双 位 式 自动 操 舵 仪 ， 
其 方程 有 有 如 下 形式 : 


М = MoZ С + 5 æ), (8.52) 
£ 


其 中 
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— 一 ео о | А 
о осор ВО 12690161 


图 395 


2.189181. "AARE. ”有 了 这 些 预 备 知 识 后 ， 我 们 着 手 
研究 船 的 动力 学 ， 并 设 船 上 装 有 采用 速度 校正 的 双 位 式 让 动 操 舵 
侈 。 首 先 ,我 们 将 杀 统 “ 船 十 自动 操 舵 仪 ”的 方程 (8.51) 和 (C8.52) 加 
以 简化 , УТА ШАЯ ЕА x,w，z， 其 值 以 如 下 关系 式 确 定 ， 
ВИ; 


g 一 Ах ўв = Tg, А >= = Moz, 


其 中 
а = 2. 和 T= 工 
H 
PAKARU IRAKITEA: 
E +£ = xz f з = Zúx 十 B£), (8.53) 
其 中 
2 =, H 
f T 2 I 


E EBR Е ЛНУ ХР IREA A # 代替 ) 
的 导数 ， 其 次 ,我们 只 关心 船 的 航向 偏 移 很 小 的 情况 ( 设 191 远 小 
Т =), ВВР ЯС АЛЕНА х, + 为 
一 般 的 平面 . 


D 我 们 之 记忆 不 烘 电 sgng Жі — К, ERA И sang GAERA 
sgu (0) = 0. 
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“LL 


< + = y, 并 研究 相 平 面 x, y 的 雪线 划分 。 此 相 平 面 被 对 应 
于 换 接 器 中 立 位 置 的 “开关 直线 ” 
х Ву = 0 (8.54) 
Ля СО), 每 一 区 域 都 有 各 自 的 线性 运动 方程 : 
在 区 域 (I) 内 (x + Ву 22 0) 25 


у } (8.55) 
ЗЕ СР Сх + By < 0329 
и зы } (8.55а) 


后 一 个 方程 组 可 蓉 从 C8.55) 中 得 于, 只 要 将 其 中 的 x, y 忆 一 x, 一 y 
代替 即 可 ， 因 此 ,区 域 (1 和 {II 内 的 相思 线 彼 此 关于 原点 对 称 . 

在 “开关 直线 ”六 身上 , 相 点 的 运动 将 是 不 确定 的 ,这 是 因为 自 
动 操 舱 仪 的 方程 (C3.53) 的 第 二 个 方程 ) 并 不 能 单 值 地 确定 船 运动 
方程 的 右 端 (ec = 0 时 ,能 的 坐标 可 取 任 意 值 一 1 = z +0. 
此 ,为 了 得 到 相 平 面 的 雪线 划分 的 完整 图 象 ,为 了 能 够 在 全 部 时 间 
内 不 受 限 制 地 观察 系统 的 每 一 个 运动 。 我 们 就 必须 对 所 研究 系统 
当 x + ву = 0 时 的 送 动 方程 加 以 补充 确定 ?, 

为 了 这 一 自 的 ,我 们 来 研究 在 直线 (3.54) 附 近 轨 线 的 走向, 引 
人 起 称 接 器 的 折算 坐标 


. š — х + ру, 
并 计算 5. ERROA: 
Ë = + + By = y — B(y + 1) == (1 — 8)y — 8. 
ЗЕЕ £ — 0 (雪线 与 "开关 直线 ?” 相 平行 的 点 的 轨迹 ) 显然 为 水 
УЕ 


В 


y = —— 


1—8 


1) ЕЕ НА ВЕРН SEE 3383. ВЗК 
识 可 以 这 样 做 : НАЛЕВО НИНЕ, ХАН п Bz bt ЕЖА -h ir 
BELEM., РЕЖЕТ ЕЕ ВЖЕ НИНЕ 
фе Е — 52. 


. 559. 


设 о << 1. ЕН, Бу ¿ > 0, 轨 线 离开 直线 (8.54)， 
在 等 倾 线 下 方 一 一 向 此 直 钱 接近 在 区 域 (1D) 中 具有 与 此 相对 称 
的 结构 。 这 样 一 来 ,在 直线 48.54) 上 将 有 一 线段 


ly) = 1—2), (8,56) 


从 另 一 全 由 它 离 去 (图 396). 当 8 > 1 时 可 以 得 出 同样 的 结构 
(图 з97), 这 就 是 说 ,在 区 域内 , E э 之 全 则 雪线 向 开关 
直线 接近 E< 0), 着 y < 本 一 ,由 由 开关 直线 离开 


图 396 


ЕН хр м |, НХ 


走向 ， 使 我 们 有 可 能 用 如 下 方法 补充 确定 相 点 在 这 条 直线 上 的 运 
动 (补充 确定 当 电 换 接 器 处 于 中 立 位 置 时 系统 的 运动 ): 

1) 如 果 相 点 在 线 脆 (8.56) 外 部 走向 “开关 直线 ”, 它 必然 与 后 
者 相交 ,由 区 域 (D) 转 和 区域 (1D, 或 者 相反 ; 

2) 如 果 相 点 走向 “开关 直线 "时 进入 线段 (8.56) 上 , 则 当 它 到 
РЕ ДВЕ. 
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397 
对 于 后 一 情况 ， 系 统 的 运动 规律 可 以 从 “开关 直线 ”的 方程 
(8.54) КА у = # 后 得 出 ; 


x + fi = 0, 


电 此 可 以 求 出 


x = же "P, (8.57) 

БОБЫ ВАРНА, SAARE 

ФЕНА T FFF, ВЕНЕ Е РИ ЕЕ, ОЛЕНЯ ВЕ Er ЕЕ 8 IH 

KEPARA RAEE ЯРНО ЕЛЕНА, Ш 
je Bn Г ЖЕНЕ: 

z = z Ба)" (8.57а) 


ТАНИ VIME RE 
讲 是 次 要 的 ) 因 素 : ЕЕ hI REAL EE, 这些 
因素 在 实际 的 自动 操 舵 仪 中 永远 存在 ， 其 作用 的 结果 使 能 的 换 位 
TETERE Е 通过 零 久 后 。 田 于 这 些 因 素 的 存在 ， 使 得 
请 动 状态 展现 为 电 换 接 器 的 频繁 换 接 《自动 操 通 仪 的 证 后 越 小 或 
аар ае ЭЙЕ ясе Ч 
一 小 段 地 移动 , 或 者 以 接近 于 (8.s57) 的 位 置 为 中 心 发 生 振动 2 理 
想 化 的 滑动 状 志 (8.57), 是 由 简化 研究 中 得 出 的 ,也 是 当 x 十 By 一 0 


D 参看 下 一 节 ， 
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ВАЗ Я ВБР AETR ИВАН ВУИ Я] 
РАКЕ: ЕВА РКС, Я ЕВЕ ВИН 85 а 22 8 
的 极限 情况 ， 
出 现形 动 状态 时 ,船舶 的 航向 偏 移 按 (8.57) 作 非 振 荡 衰 碱 ,而 
АВ л, ЕВА. mACE, MA В Вл, АУУ 
区 域 也 相应 缩 卉 而且, 下面 我 们 将 会 看 到 ， 在 此 区 域外 部 将 有 振 
DARM УВЫ, Bik, ЕН в, ВИЗУ 
或 过 小 ,都 将 使 给 定 航 册 的 建立 过 程 变 得 其 为 缓慢 . 

3. 点 变换 .现在 我 们 来 研究 在 滑动 状态 线段 以 外 之 轨 线 的 
走向 ， 方 法 是 将 回 题 妆 结 为 直线 对 直 钱 的 某 一 点 变换 ， 旭 0 < 8 
< 13 为 了 建 并 点 变换 ,我 们 研究 一 条 在 某 点 mt 一 Bm, я) 


AHR ETZARA O 一 0 时 ) 区域 (的 雪线 ;显然 o> E. 


Ё 
将 C3.55) 积 分 ,得 出 区 域 Q0) 中 的 通 解 : 
у = — 1 + Су + Пе", 
r = хо t (y, + ПС — e"), lass 
=x + By = бо t + (1 RYC + OCL — e) 
(zo, Yos Ë 为 上 一 0 Ff z, y, £ КАН). 在 所 研究 的 雪线 上 ，rz = 
一 pow, & = 0: 车 以 方程 
(1 — By + Па — "9 — zr = 0, (8.59) 
单 情 确定 , 则 :二 7 村, 电 换 接 器 的 坐标 SEPSE, НИНА АБЫ 
到 “开关 直线 ”上 的 点 sss), 其 中 
$ a Den (8.502) 


НИЕ рун. Ar ЗЕ ДЛЕ A qS IIRA 


ЕВЕ, ДЛЕ AEGSET. я > ВОН 
АБС), 然后 在 某 点 st 一 8s;。 s) 处 重新 返回 "开关 直线 ”这 


1) 当 8>1 时 ,由 于 在 滑动 状态 中 ， 船 的 谣 向 偏 移 亮 减缓 慢 ,， 所 以 вт мя 
НЕХ. М 397 ЛВ, НИНЕ, РЕМНЕ 
ШЕЕ, 
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样 一 直 蛮 化 下 去 ”. | 
。 ”这 样 我 们 就 将 得 出 所 研究 的 这 条 胃 线 与 “开关 直线 ”的 交点 
序列 , 即 点 列 : 


Sos Sia Sza °" Ya 1 
不 难看 出 , НРК Жан ЗЕ NRE, 每 
一 后 继 点 зһ 可 由 其 先行 点 得 出 , 所 月 的 变换 与 点 4% 由 点 ss 得 
出 时 所 用 的 变换 相同 , 亦 就 是 说 , ЛЕ EA 


2 一 一 1 十 


т 
G 一 Ра —# 7 (8.60) 
таре». 


可 由 (8.59) 和 (8.594) 得 出 ， 这 里 ,为 使 点 x НЕК seno 必须 
满足 条 件 a> ген 否则 点 “在 半 直 线 (上 将 不 具有 后继 点 ， 


因为 相应 的 |yx| 小 于 富 -全 因 币 所 研究 的 这 条 要 线 必 将 进入 滑动 
RR. 


图 398 


函数 (8.60) 的 图 象 表示 在 图 398 E. r= 0 М, s=, 


D ЖЖ, Я a<- qi ЖИВ, 
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s Tu Sw zt 增 大 时 , o ЖД a SRB TB reolt, 
am +00, Hi #1 一 十 19， 这 两 条 曲线 彼此 不 相交 (变换 (8.60) 没 
有 不 动 点 ), 这 是 甘 为 8 < 1, > th = 因而 

z 
2 ) zo. 


(1 — eh 2. 
2 


я = — 2 


Вж, RARUA А Уен АРЗ h, 8 JSE 5 
都 比 前 行 点 更 接近 原点 РАТЕ НОЕ рр i, Е ВАЕ 
人 滑动 状态 . 

船 在 壕 入海 动 状态 以 前 的 振动 次 数 ( 舵 的 痢 位 次 数 )， 显 然 与 
初始 条 件 忆 及 参数 8 的 大 小 有 关 ， g> < 8 < 1, MEFE r 


1) №, т>0 时 
dis ее" Cr + 131 


dr G Вх! ет) 


efr — (1 — e] 
СІ ~ pKa — 12 


>в 


> 0, 


+ 564 = 


(ER 都 有 aci E 因此 轨 线 最 多 与 直线 (8.54) 相 


交 一 次 。 лини 我 们 已 经 看 到 , 8 1 时 的 傅 
НЫ. БТ В 的 萤 大 会 使 自动 操 和 能 仪 在 滑动 状态 中 的 航 
向 偏转 之 非 振荡 衰减 的 速度 减 小 ， 显 然 可 以 认为 采用 过 大 的 速度 


校正 一 不仅 &> 1， 而 且 也 包括 8 > 二 一 是 不 合适 的 . 图 


T 


E HH 
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399 上 表示 出 8 < НЕЮ. 图 400 上 表示 出 装 有 


双 位 式 操 腔 仪 之 船 的 航向 振动 波形 图 ， 所 取 情 况 对 应 于 图 399 上 
ВУЗЕ araza3qxasQ， 对 于 任何 初始 条 件 ， 自 动 操 舵 仪 都 进入 滑动 
状态 ,然后 以 非 振 水 的 方式 建立 起 给 定 航向 .同时 , В, #5 
状态 线 殿 就 越 短 ， 在 滑动 状态 开始 以 前 ,系统 振动 的 时 间 也 越 长 . 
# 二 9 《 基 完 全 没有 速度 被 正 ) 时 ,根本 不 存在 溃 动 状态 , 船 之 航向 
的 全 部 振动 过 程 都 将 是 振荡 的 ， 而 且 误 减 绞 民 (为 了 说 明 这 一 氮 ， 
在 图 401 LERE 8 = 0 时 系统 的 相 平面 妃 


图 402 
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ПЕ kuta ВЕ НОЖИ Rr РВЕ GEA EA HER) 
当 8<n0 ЕЕ БНК WSB ЕЕ yE pepa ia, ВНЕ E ЛАДНО 
ERRAZA. RAA UE F РАЗРИВА о PS bN BJ PE, af 
БЕ ЕЕ А ПАРЕЗ JS PEPB АТЕНЕ АСВ .60) 的 形 
Е). бсо а РАНЕЕ 402 上 x. 点 变换 (8.60) 在 8<0 
时 具有 唯一 的 稳定 的 不 动 点 ;在 相 平 面 上 《图 4203)， 此 不 动 点 对 应 于 稳定 的 
АИ, я = s 代 人 方程 式 (8.60); 就 可 以 求 出 振动 的 平 周 期 ,或 考 
жана 


те т* 
1 — в = — аЬ — 
2 2 


求 很 。 不 难 证 实 , 当 8 一 一 0 时 ,航向 自 振 的 振幅 和 局 期 也 将 趋向 于 零 - 
4. 具有 硬 反 馈 的 自动 择 舵 仪 。 现在 我 们 来 简单 研究 一 下 实 
现 换 艇 提前 ( 婴 在 船舱 通过 给 定 入 向 之 前 换 通 ) 的 第 二 种 方 潜 .这 
种 方法 在 自动 调节 技术 中 也 常常 被 采用 ， 其 实质 为 : ТЕН аА 
结构 中 引 人 人 而 反馈 。 这 种 自动 操 舵 仪 的 略图 以 及 系统 “ 航 十 白 
动 操 舵 仪 * 的 方块 图 均 潜 示 在 图 404 E. BAREEN, ВЕНИ 
电 换 接 问 ,其 坐标 将 为 


с* = р Вф 

С ЖЕНЕ, РААД n se ЕЕ); 当 o* > 0 В, АЈА 

ZC 处 于 q — ы), М o* < 0 НН ар СТГ 

p= + фо МЕ). о = 0 ОНДЕУ АУ А), ДЕЯ 

$, ERACE фо =< ф = 十 和 之 间 可 占据 任意 位 置 ". 
与 以 前 一 样 , ДЕРЕВО НИЕ АЕ, 并 认为 艇 上 所 产 

БОЕМ е Ф ВЕН Bi: 


UT 


Р ЕАН ЕН: ВЕСА РУНА У r E F >; 
M 一 十 MoZ (+ Bjb. 20), 


D жвн, НН B>0 Bp. diek aga edi Т, 
D Ех важ, 


+ 567 x 


若 有 洒 用 变量 
x P, fg == H 
02 I 


ШЕ ЗУ tr yE pz И ЗАВ ну АЧА 77 Е T] 5 pk В F 
A: i 
Z + = z, g = Их + ВЕ, (8.61) 
其 中 8* = B68 一 一 折算 反馈 系数 . 
系统 的 相 平 面 x, убу = i) BHAI x == + g” FU х = — p* 


В 404 ЖА E ER PI zB ВЕНЕ (z yana E12n A E: Bg 


船 ; 2-——NÑu RE СВЕ ИРК): 3: 4 一 一 
继电器 ; 5—— BEDLI 6— Fah; ——ši 8-—WAË F B8REL 
杆 : 9 一 一 端点 开关 ， 


分 成 三 个 区 域 : СТ), 01), СНОС 405). Еф в = — 1 ЕВГ 
左 极限 位 置 )， 因 市 Е* = < — 8* 20 ИХ, ФАКС): 
x> ETERRA, RAWEA E AA H.S), s= +1 
《和 能生 于 右 极限 位 置 ) 忆 及 £t = < + B* < ИХ (12: 
x< В" ER < x < +8* ХСН, = 既 不 能 等 
于 十 ХАҢ 1( 舵 不 能 占据 任何 极限 位 置 25 困 此 ,在 这 里 
必 有 经 一 灶 十 8 三 (0 一 一 电 换 接 器 处 于 中 立 位 置 ,而 舵 则 在 两 
极限 位 置 之 间 平滑 移动 : 


(5.62) 


405 


这 也 是 滑动 状态 ,但 在 这 里 (具有 硬 反 馈 时 ), 它 不 是 发 生 在 某 一 直 


线 线 段 上 ， 而 是 在 相 平 面 的 整个 区 域 — 0* < +< +8* В, H 
此 ,与 来 用 速度 核 正 的 上 自动 操 能 祥 不同 ， 在 看 反 饶 自 动 操 舵 仪 中 ， 
每 次 换 通 都 出 更 误 动 状态 , 换 名 话说 , 舵 的 一 切 移动 都 由 自动 操 舵 
仪 在 滑动 状态 中 完成 . 


‚369 + 


ТЕЗ НА ЕВИ rh, ЗЕЕ 
НЕ ВЕРИТЕ, ERRET (8.62) 的 规律 一 小 段 一 小 段 地 
移动 。 其 进行 的 方式 如 下 ， 航 向 变化 时 ， 电 换 接 器 将 通 机 按 需 要 
的 方向 接 通 ， 证 者 移动 能, 并 通过 而 反馈 带动 电 换 接 器 的 接触 片 ， 
经 过 不 长 的 时 间隔 就 断 开 能 机 。 然 后 航向 继续 变化 将 引起 能 机 
О ИЕНЕН, КНЕ, ЕЛЫНА НЕУРОНЕ, 取决 于 自动 
BERDA Сенаки з 
AO ЖЕНИ, оха 
说 ， 取 决 于 那些 在 任何 实际 自动 
探 舵 仪 中 稳 存在 着 的 因素 ， 而 这 
ЕР ВТ, 
PRAZER, MARRS. 8 
: 动 状 态 的 理想 化 《表现 为 对 自动 
| BARDEA k BU xk зх N z 

m “0 (8.627), ВЕНЕ 
ВЕРЕ РН НЕА Жо. 

应 指出 , ИОН (8.62) 还 可 以 从 图 406 所 未 的 
连续 特性 曲线 的 极限 过 湾 中 得 出 。 对 二 这 种 特性 申 线 , 当 |8*| се 
(其 中 8* = x + А“, 


a= Ë и t g*a), а = — 
Е ë 


В* — = 


取 es 一 的 极限 ,如 得 由 (3.627. 

当月 动 澡 舱 仪 姓 于 滑动 状态 时 (在 相 平 面 的 区 域 (1I) 内 )， 舰 
的 航向 的 变化 , 程 据 (8.51) 的 第 一 方程 和 方程 (8.62)， 可 用 如 下 二 
性 方程 描述 ,如 : 


ЕО (8.623) 


这 就 是 说 ， 航 内 的 变化 总 是 衰减 的 ,而 且 8* < 4 时 为 振荡 衰减 ， 
8* > 4 НУРИЕВА 8* 一 4 ERREAK). 
在 图 405 CERERA I + УЗА RE E 
-5704 


1.728]. "ГЕ САИ ХЕ у ЕЕ 
种 点 变换 ), НА г = 十 oo 时 都 趋向 稳定 平衡 状态 x = 0. 
这 说 明 , 船 以 任何 初速 条 件 都 将 进入 给 定 航 向 ,| 蝴 凡 建立 航向 的 最 
АВНЕ АЕ Е АКИН ЗЕ АЧ. 

5. 其 他 自动 调节 系统 .作为 本 节 的 结束 :我们 指出 , 还 有 很 
多 其 他 自动 调节 和 自动 控制 系统 ,采用 适当 的 假设 以 后 , 亦 可 以 归 
络 为 我 们 曾经 在 这 里 研究 过 的 动力 学 系统 ， 

作为 例子 ,我 们 研究 发 动机 转速 的 间接 调节 系统 ,在 系统 中 采 
用 无 死 区 "的 " 恒 速 " 何 服 机 和 理想 敏感 元 件 《 国 拆 略 发 动机 转速 
测 攻 器 的 质量 和 其 中 的 摩擦 六 。 这 种 自动 调节 系统 的 赂 图 表示 在 
图 407 Е. 其 运动 方程 【 当 调 节 对 象 所 处 的 状态 接近 平衡 装 态 
в = 2 时 ) 可 以 写成 下 面 这 种 在 自动 调节 理论 中 习惯 采用 的 形 
A”: 


图 107 ХЕ CT R E 
ARCA RIO; 2 КУРСЕ рМ 
Но; 3 一 - 电 换 接 器 《 何 服 机 旋转 方向 ЗВ 


257); 4+ НЕ СН) о; 5—8 5 PE FL FF; 
5 一 一 控制 发 动机 功率 的 阅 , 由 何 服 机 带动 ; ?一 一 伺服 机 
Вв ER, 


D я ен TREAT EARMA AEA, A 
RZA 1/2 АЕН fr EB IB EIB ASE. 同样, PARR Ашари 
Hih RILE, 7 
D [S [120,99,1], 


= 


“571 * 


调节 对 象 (其 有 正 自 调 ) 的 线性 化 方程 为 
| T, 22 + Аф = =š 
Ё 


(理想) 敏感 元 件 方程 为 

ön + p = 0; 
反馈 方程 为 

б =m — ур; 
“BR CE AR АДЕН 27 

du _ t g > ü Fj. 
1 

dz -元 зом. 
这 里 钊 为 发 动机 转速 的 相对 变化 ，? 为 敏感 元 件 输出 坐标 的 租 对 
变化 (离心 式 测速 器 套 简 的 相对 位 移 ) o А В ES gs RS 31 br 
B, # РЕРИХА СИНИЕ Ч 6 2), 
了。 和 六 为 所 谓 的 发 动机 开动 时 间 和 自 调 系数 ，2 为 级 感 元 件 的 不 
均 句 系数 ,7 БЛА, Т, 为 何 服 机 的 时 间 党 数 (方程 的 所 有 
系数 都 是 正 值 ]。 将 最 后 一 个 方程 代 人 第 一 方程 ,再 把 第 一 和 第 二 
方程 代入 第 三 方程 ,可 以 得 出 : 


2 
ra sera 90 [1 с с> 0 Е, 
аг dz 一 1 s< 0 6, 
和 
1 di 
(ани ет, зе 
(2 kjp 1 


HARTE r, £ J K ST0 EE ЕИН в, HELLERA: 
' | 

T T Ta (+ + 74 ) 

k АТ, АТ, 

УІН А, WPT НН ВОЛЕ p| Pq tk ХИН F 

形式 : . 


‚572 * 


其 中 


. ` 
E = x + Bz, в T, 
l + y& 
8 


即 归 绪 为 方程 组 (8.53), 
$7. АННЕ ЖА, A ЗЕЯ, 


ЕВИ, У У НЕЕ, г 
TARRAK ЗА ESE ERBUJ El дЕ ЕН СНЕ ЕК +E H 
引起 换 舵 的 王后 -一 一 换 舵 发 生 在 电 换 接 器 坐标 上 通过 零 以 后 .在 
这 些 因素 中 ,我 们 曾 沸 出 自动 操 舵 仪 的 滞后 和 及 机 的 起 性 ( 换 舵 的 
时 间 很 得 ,但 却 是 有 限 的 )， 在 本 再 中 ， 我 们 将 在 对 这 些 因 素 进 行 
近似 (而且 分 别 地 ) 尘 虑 的 基 犯 上 上 上， 研究 系统 * 船 十 自动 揉 舵 低 ? 的 
动力 学 . 而 且 只 限于 洒 用 速度 校正 的 自动 操 角 仪 的 情况 *2. 

作为 引起 换 舵 滞后 的 第 一 个 原因 ， 我 们 来 研究 所 谓 电 换 接 器 
的 “空间 谐 后 "， 这 就 是 说 ， 我 们 假定 :能 从 船 的 一 弦 换 到 另 一 弦 
Жр ОНР, Ел 
НУ), СЯ ЕЕ ЧЕ о 通 
HEHHE, MEE o 增加 过 
程 中 , 4 o= со НАЯ eEG 
3} ф = — d В), fE 5 减 小 
НЧ с = 一 上 时 换 通 (能 
Ж] ф= +d м). 自动 


HAREA H E RR AA 
408 E. рои ла ZATA 81 408 


ЩИ, ЖОЕЯ, ВИДЕ ЕВЕ rh s B ba EC ES Ла Е 


D 在 所 研究 之 系统 中 ,显然 cel. 
D ВСВ ВЕ ЕВЕ И, BRAE А Жан 
ВЕКЕ ХВ КЕ Н Ж БУТ. 
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与 电 换 芒 恬 接触 片 之 癌 的 联防 部 分 中 的 间隙 ,其 大 小 等 于 200; 25 
EA 409)， 问 题 的 这 种 所 法 , 使 我 们 必须 研究 是 耕 双 时 相 平面 的 

产生 换 和 能 滞后 的 男 一 个 原因 是 舵 宙 换 能 时 ， 舵 的 位 置 变化 具 
有 有 限 速 虚 ( 而 不 是 无 窍 太 )， 本 来 可 以 设想 ， 当 电 换 搂 器 坐标 o 
TER, DEFAR BRE EHER = 一 Asgno 
《4 Я SX JEE 4 FË ПЪК ВЕРНО, ERANA AER о 重新 


ARRA Eg ESTE). п, зд 
RA ARE ER EU ERE EAA 1 自由 度 ( 相 
空间 是 三 维 的 ), 对 它 的 


P +. 接触 研究 不 能 归结 为 折 究 直 
арон 线 对 直线 的 点 变换 . 

m Е, 

Е АЕ] 舵 过 程 本 身 的 、 这 种 详 

gt 细 而 深入 的 研究 ， 以 如 

图 409 下 简 兹 的 假设 代替 ; HU 


假定 换 和 能 是 诅 时 的 ， 但 换 舱 发 生 在 也 换 接 器 坐标 o 变 到 零 并 经 过 
HAWE A PU CA ЕЯ АННЕ на, ЕН ЗЕНИТ 
EA”) ЗК, LE Н ТЕЛА АВЕ, t: 
р КАЈЛИ ОНА ЯСОН РАЕВ Е 
RAAEN ЧИННА НА ВИНА ЕЕ. 

1. 具有 空间 滞后 的 自动 操 舵 仅 ， ”现在 我 们 来 着 手 研究 采用 
速度 校正 的 系统 ” 船 十 自动 操 通 仪 * 的 动力 学 ， 并 著 虑 到 电 换 接 器 


1) Яя нЕ ВЕРЕ УНИИ +A, № 
FAARF, ЕАР МО ЕЕЕ E В ЕЕ ВРЕ 
PRR EMRE RH. 

2) AEE E A R Bi Я РА, Dl sZ МЕНЯ. 8—6 
р, AER А РЕВО A RELUA, ИО ДЕД А АА АА 1а. 
定位 移 ( 在 我 们 所 研究 的 甘于 自动 操 舵 人 次 的 问题 中 , дс оо) ЖЕ 
的 . 
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НИЕ. НЕ ОЕ АВ ЛЕРА 408 上 ; 
在 ДИЕТЕ 54 < = +s 时 ,在 9 藏 小 的 过 程 中 当 of 一 一 oo 
时 ,自动 操 舵 仪 将 驼 由 一 个 航 限 位 置 瞬时 地 移 向 另 一 极限 实 置 , 当 
so RFE Ф = +Q (M = T МОЕ, М s > - o 时 
则 保持 在 ф = — (M 二 — МОВЈА Е E, 24 осо < oc < + o 
蝠 ， 和 能 的 位 置 已 不 是 单 值 时 决定 于 电 换 接 器 的 举 标 c (可 能 是 
由 一 十 go 也 可 能 是 Ф = 一 加)， 而 决定 于 系统 的 先前 状态 : NE 
肉 持 前 一 朋 对 所 处 的 位 垩 .自动 操 舵 仪 特 性 的 这 种 非 单 值 性 【〈 通 
的 力矩 MM 作为 电 换 接 器 坐标 oc 一 p + 4 之 函数 的 非 单 值 性 )， 


显然 使 我 们 不 能 用 p E 平面 做 为 系统 的 相 面 。 相 面 将 是 双 时 


的 , 它 由 两 时 (4D 和 《ID 构成 ,各 自 对 应 于 舵 处 于 去 右 极 限 位 置 时 系 
Ка ЯР, 并 在 非 单 值 区 域 "，|o1 < о, АЗИЯ, НО 
CE 410)。 而 且 , 根 据 所 采用 的 自动 操 舵 仪 的 特性 昌 线 , 我 们 必须 
BEA AHED ВУ ER R EEO AR E, 而 相反 
ENIRE — REDHA БУ, 

引信 人 (与 前 市 相同 ) 新 变量 x, F, *， 以 及 新 的 无 量 纲 时 间 гв, 


图 410 


D 还 可 以 参看 第 三 章 $6, 甘 中 曾 研 究 过 两 个 民有 双 叶 相 曲 面 的 动力 系统 ， 
. 575. 


它们 与 昌 量 之 间 有 如下 的 关系 式 : 
Мы х, o= Ms z, М = + Mit, r= Е. 
此 有 时, 所 研究 之 动力 学 系统 的 运动 方程 将 变 成 与 (8.53) 类 似 的 形 


式 : 


# = y, 
y = — y + z, | 
但 其 中 
一 1 二 > 一 全 时 ， 
8.63 
=O 2 (863) 
+1 r< + 


день 
r 


EOOH ЕРЕВАНЕ, Вр фф, 时 系统 的 
状态 集合 , 亦 就 是 半 平 面 8 二 x 十 hy > 一 DORAM 一 一 Mu 


B) z 二 一 1， 因 此 系统 运动 方程 可 写成 (8.55) 形 式 ， 其 解 为 关系 
式 (8.58), 此 吁 的 轨 线 划分 表示 在 图 411 上 (为 了 确定 起 见 ， 取 


0 < 8 < + HIER). PERI EODH Е ВОВ FAR ВТ, 
线 都 走向 边界 


251 
š = Ву, ё = F 8 


£ = x + py = — — 


АСО, AREE, (DP ERSEL OH E SR 8 

此 对 于 原点 对 称 。 这 种 对 称 性 是 方程 组 (8.63) 的 直接 结论 ， 或 更 

准确 地 说 ,是 它 关 于 x, y 以 一 x, 一 y 置换 的 不 变性 的 直 按 推论 , 
在 (D 叶 上 (图 411383 У: 


ue Se y < 0, 


Dž 181 <, z 保持 前 一 瞬时 的 获 信 ,可 以 是 * 一 十 1 或 = 一 1， 


= 576" 


图 411 


通过 它 相 点 由 (TD 时 转 人 (ID2 叶 ,再 夯 出 与 其 相对 称 的 半 直 线 S: 


+ ву = + 5, (1 — В)у + B 2° 0, 


А. ТУРНЕ А СНРА А; АА: 在 半 直 线 3 上 为 
r= y, 在 半 直 线 S 上 为 :一 一 (同一 举 标 值 * 在 这 两 条 半 直 
线 上 ,对 应 着 彼此 对 称 的 点 ), 并 研究 半 直 线 s 对 半 直 线 8 的 点 变 
换 卫 : 


я = Me), 
此 变换 是 借助 于 C7 叶 的 轨 线 所 实现 的 ?。 而 学 直线 5 上 的 点 则 
是 借助 于 (TID 叶 的 轴线 变换 成 半 直 线 3 上 的 点 ,同时 由 于 (ID 和 (7 
叶 上 之 轨 钱 的 对 称 些 ,此 变换 将 与 变换 并 恒 等 ， 这样 一 来 ,在 每 一 
给 定 轨 线 与 六 直线 S$ 和 5 《开关 半 直 线 ) 变 点 上 的 数值 序列 


Sps fis fist ta fks Skals ttt 


1) RAT EAAS pietas TERES RATETA. 这 一 变换 将 是 
PREZI RER H ARRATERA, BAFER 3 ЖЕНЕ и 


线 (在 点 了 一 2 一 了 2. + š = 0, ВЫДАНО). Pin, EE 411 
ЕЮ ет Тя ЫГА zr Ey 8& 上 的 同一 点 . 
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中 ,用 变换 卫 就 能 根据 每 一 个 s 求 出 其 后 继 信 : 
iiH 一 Ик), 
这 显然 使 我 们 有 可 能 把 研究 双 时 相册 面 的 雪线 划分 归结 为 研究 这 
一 点 变换 . 
在 (8.58) 中 ,代入 h = 十 二 和 ?一 ” 并 以 表示 相 点 在 (T) 
叶 上 由 半 直 线 ç AAEE S 的 穿越 时 间 ( 当 г — r > 0 FF, 


=- 2 iy 一 一 小 ,将 得 出 关系 式 : 


-5 = ++ (1 — 0)G + 1)01 — ет), 
— = — 1 + (; Бе, 
АТН s 和 了 以 后 ,我 们 得 到 变换 只 的 对 应 函数 ,其 参数 形式 如 
下 : 
r — ü 


—1+ , 
《1 — POC — z) 
了 一 十 1 


в = 


а (8.64) 


(Е — ве" — 127 
2 ТВ, ЛЖ: 


У. Уз 


图 412 
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кр, 
1 е" 
_ (8.65) 
У, = +m = 4 (т)ет!, 
=" 1 


这 两 个 函数 的 图 每 (对 于 7 > 0 的 情况 ) 表示 在 图 412 FE. Hp 
第 一 个 为 单调 增 函数 , 第 二 个 在 z 一 = FR SIR ATS, r вы 
Ета: 

PCr) = 1; 
r—0 Бр, Ч", 和 更 一 一 co т оо ЊЕ, Ш-ро, ШО. 
显然 


s= —1 + Ш) в = +1 7), 
1—8 1 一 及 
ds Pr) а’ mr) df Wr) (8.64а) 
dr 1— f dr 1—2 ds ry 
而 且 半 直线 $ 的 初 痊 点 ;一 一 一 了 3 对 应 于 数值 + 一 ro 其 
КРИ”: 


ЧС) = 1 — 28, 
ово 1. 在 这 种 情况 下 ， 在 半 直 线 Е, =y 22 и 


-i 因而 此 半 直 线 的 点 变换 寡 数 =>mi( 当 P<1 时 ,>0)， 


EARR T, Tu ur, 的 图 象 以 及 关系 式 (8.64a), 不 难 画 出 拉 梅 尔 图 ; 
HEF 0 < с 1 情况 的 拉 梅 尔 图 男 在 图 413 E. REAN, A 
线 (8.64) 具有 唯一 的 交点 ， 因 而 变换 五 只 有 一 个 唯一 的 不 动 点 


* * * < w“ 


(гея, т г"), 这 可 以 直接 从 如 下 事实 得 出 , 即 差 什 


:一 上 二 一 2 二 709 +42) 
Я, Тетка" _et[æte"—r— l] 
D 事实 上 , 当 <>0 和 a>0 时 , == [Te [eT 
A 1 та) _ 1 — WT) = a 
>02 926 = LGA, Il r, FFER 
AiB(r<zr, bj, 2-0, Ш тот, P. 9205, Ш, вле, 
2) НТ (т) 的 单调 性 , rr ЧН ЈА НИНЕ. ША, тг. 
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7 — а 2 
1—2 2 
为 + 的 连续 单调 增 函 数 , 这 是 因为 В < 1, 并 当 а, r> 0 时 ,有 


d — 2 |р = 
1369) + Wr (r)) = к | a)cth z] 


= —2 + 


— & t shr — Z - 0, (8.653) 
2562 工 
> 
Ни г +оо 时 , ИЕН + оо, 而 当 上 一 = 时 , 则 等 于 
а= 5=-=2 + за — 28)(1 + e™) 
_ _l1— t 20% 0 
1 —в 
лиан Е, ЕЖЕ r= т 显然 可 由 方程 
5 + о Т 0 
1—8 
或 * 
г* —2(1 -eh = (8.66) 


аби. ПОКА s* 则 为 


г* — x 


мб 
Q — 8)Q — e) 
或 者 由 于 
T* о. ще“ 
ао 2 , 
1— ё 2 1+ е 
等 于 
* | 2 _ 1 — e= T* 
= — 1 + z= =h, (8.663) 
1 十 e 1 + e” 2 


应 当 指 出 ， 当 很 小 ( 自动 赔 舵 仪 特性 曲线 的 “不 定 区 ”宽度 很 小 ， 
即 滞后 很 小 ) 时 , те 和 s* БАНЯ AERE а? ОД, ДИН 


=,  * (8.66b) 


т = в? £ = 26° 
此 不 动 点 G; =", т = r*) ЖЕ, RARER 
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图 413 


== * ` ds = 
f r 时 ， dT ат i 
可 以 根据 (838.543) 归结 为 不 等 式 
тж в 9 | 
rr 时， dr dr 1’ 


而 后 者 永远 满足 ， 的 确 ,如 果 r* > r, W r= r* 时 ， и < 0, 
于 是 不 动 点 的 稳定 条 件 等 价 于 不 等 式 
x r=" bj, diy, +w] = 0, 
ат 
此 不 等 式 的 正 痛 性 , 前 面 已 经 对 任意 r> 0 作 了 证 明 (参看 (3.65a)). 
如 果 rr < r, MU r= r* Ej, P: > 6， 从 而 稳定 条 件 将 取 如 下 
ÉA: 


ш r = rt 时 ， <a, — p) > 0, 


此 不 等 式 也 同样 永远 满足 ,这 是 因为 
4 
dr 


у Р = р — < 而 


[1-81] = !, 
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这 样 , 当 0< g< 1 时 ,点 变换 五 具有 唯一 的 .而且 是 稳定 的 
不 动 点 ， 不 难看 出 ,此 不 动 点 万 是 似 任意 $ 为 初始 点 的 序列 


fs Sia 3 


的 极限 点 ， 
Я в. “e= iN ass = 
为 直线 х + бу = — M xz + Ву = > ПОЯ 1868.58), Ал 


由 直线 5s 到 直线 5 ВИНЫ € =>, 并 等 于 = о, 在 这 种 
情况 下 ,变换 五 的 对 应 函数 将 可 写成 显 式 : 
S =i (s+ 1), 


而 变换 了 本 身 则 具有 唯一 的 确定 的 不 动 点 să = th =, 


当 8 > 1 时 ,在 半 直 线 5 的 各 点 上 : :一 y 世 一 了 人 3 一 


但 由 于 在 8 > 1 FJ, — 之 4， 雪 而 此 半 查 线 的 诸 点 协 然 对 应 于 
г> то 对 应 于 此 种 捕 ! Е 414 E. 水 动 点 的 


图 414 
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存 任 许可 由 函数 48.647 的 连续 性 包 及 不 等 式 : гето s — > 0, 
т» Боо 了 半 一 了 <060 一 -> 一 o9) 得 出 ,而 其 唯一 性 一 一 则 
由 于 * ЕН z; 变 到 十 cc 时 ,一 ” 减 小 的 单调 性 看 出 . МАТИ, 
关于 不 动 点 效 定 福 的 证 明 与 前 面 对 于 0 < g =< 1 情况 所 作 的 证 明 
无 任何 区 刻 . 

这 样 一 来 ,参数 5 取 任 音 正 信 时 ,在 所 研究 之 动力 学 系统 的 相 
平面 上 ,都 存在 有 唯一 的 ,而 且 是 稳定 的 .对称 的 极限 环 , 所 有 轨 线 
都 向 它 赵 近 (1 teo 时 )， 换 名 话说 , 装 有 所 研究 的 这 利 咎 动 操 
舵 仪 的 向, 无 论 初 始 条 和 上任 次 何 , 者 将 进 人 中 振 状 态 一 一 围绕 给 定 航 
向 CP 一 0， 或 z+ = 0) ИЖЕ ЯН. НЕЕ 
如 小 和 速度 校正 越 大 ,这 种 揪 动 的 振幅 和 周期 就 越 小 2 34 416 所 
表示 的 就 是 艇 的 航向 振动 朗 形 的 一 个 例子 ， 它 相当 于 图 415 上 加 
名 4 曲线 上 的 点 表示 自动 操 能 仪 换 位 的 时 刻 ВЕ — Л 
ВЕ р ДЕБ а АА). 


扫 线 在 到 这 “开关 直线 ”* ву 一 + < r= т [的 


诸 点 以 后 ,将 保持 在 这 两 条 直线 之 | aoas х + Ву = 0 的 6 к 
域内 (其 中 3 = 一 一 运动 。 这 些 齿 型 的 相 轨 线 显 然 对 应 于 
( уер) Я 

自动 操 舵 仪 的 油 动 状态 , АЕК, ВЕБЕ" ЗЕНА "НЯ 


D 位 于 (中叶 上 的 那 弟 分 极限 环 的 方程 ,根据 (3-587 (yo =, o 5. get), 
可 以 写成 加 下 形式 : 
y= — l+ + ет, k= > = Вж — £ + (1 + EL е7), 将 相 点 交 
Thit, mAAR IE T A Wa IË КНВИЕ z 表示 之 ,显然 ， 
ef == 1 + г, HU РЕ + :*), 
Bl: Райа EL Ps iaia №: 
E= Z+ — ĝt — Табір), 


4*1 gat 


2 зат" 
ЕАО МСЕ А ај в Р 21°, Що в м, 0-25. 


# =* Со в, 则 根据 8.56b) ,我们 有 x = 


图 416 


范围 内 ,频繁 地 将 通 从 一 个 极限 位 置 向 另 一 极限 位 置 更 番 变 换 ( 每 
次 经 过 最 阶 为 F RIRE AD, ЕВ y = + = -7 


+ Ol), AH, S SARRERAK D Со ~ 0, RRE 
所 需 经 过 的 时 间 间 隔 A: ATEN, В ВЕ ER < + у 
一 0 e> z “P, 而 极限 环 和 的 尺寸 和 航向 的 自 振 振幅 则 趋向 零 . 


ПЕНИЕ ИА Пар ВЕТ ару, у 的 变化 之 量 阶 六 F 而 |$! 则 


与 1 同 租 ;由 此 得 出 , 贞 动 抬 和 能 长 每 两 次 换 人 也 之 则 的 时 间 届 了 旺 < agm, 
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这 样 一 来 ,在 a 一 0 的 极限 情况 中 ,我 们 就 得 出 上 一 节 中 给 出 的 
《以 侵 设 形式 ) 消 动 状 态 的 补充 确定 . 

2. 具有 时 间 洲 后 的 自动 操 舵 仪 。 和 如 果 把 自动 操 舵 仪 的 油 后 
理 板 化 成 时 间 澡 后 ， 即 认为 自动 操 舵 仪 在 电 挽 接 器 坐标 o 达到 零 
以 后 ， 经 过 某 一 恒定 的 时 间 呵 隔 妨 ， 才 进行 换 舵 ， 那 么 我 们 就 得 
出 装 看 二 位 式 自动 操 舵 仪 的 船 的 另 一 种 动力 学 模型 ， 研 究 这 种 神 
型 仍 将 得 到 性 质 上 与 亡 一 小 书 完 全 相同 的 结 采 ， 

有 其 有 了 时 闻 潍 后 的 系统 :有 二 位 式 自 动 操 舵 仪 的 般若 采用 上 
一 小 节 曾 用 过 的 变量 , 则 其 方程 显然 可 写成 如 下 形式 : 


# = y, 


p = —у + gs 
其 中 о o> 0 M (8.67) 
一 800] 一 人 =, — 6) < 0 н. 
£ = = + ву, 0 ARRA 一 全 A， 在 这 里 ， 与 以 前 兽 研究 


过 的 动力 学 系 绕 不 同 ， 有 二 位 式 自动 操 舱 仪 之 船 的 运动 方程 已 不 
再 是 微分 方程 ,而 是 微分 差分 方程 :变量 =, у 在 瞬时 : 的 变化 速度 
《例如 岳 的 加 速度 ) 不 仅 取决 于 У 在 此 胜 时 的 数值 ， 而 且 还 取决 于 
在 另 一 个 较 早 的 朋 时 ” 一 ， 一 6 时 电 换 接 器 坐标 的 数值 ， 正 因 
为 如 此 ,+ > 六 时 系统 的 运动 就 不 再 单 值 地 取 次 于 瞬时 * 2 z, у 
的 值 ， 为 了 完全 地 和 单 值 地 确定 出 :> 时 的 运动 ,必须 查 求 给 
出 在 от KARKAR x( 攻 ， 换 名 话 说 , 所 研究 之 
ATER 小 的 状态 , 决定 于 时 间 闻 隔 — 6 <, Е 
的 函数 (0) CRE RETR а 的 =, у 之 值 ， 以 及 时 间 问 隔 
о: < 上 的 分 段 常 数 函 数 ZEON AM RANEE 
间 不 再 是 任何 平面 ,而 是 一 泛 函 室 间 "。 

正 因为 如 此 ,为 了 研究 系统 动力 学 时 使 问题 得 到 简化 ,并 可 将 


1) ее, РЫНЫ А), ВАТЕ r — бек 区 癌 上 的 
НИ Сг) С 2[ 才 (后 3 本 以 许 访 国 数 富 氏 级 数 展 开 式 的 系数 记 组 成 的 无 限 
TAREHE. 
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其 归结 为 厂 究 直线 对 直线 的 点 变换 ， 我 们 在 令 后 就 不 得 不 只 限于 
研究 系统 的 某 些 特殊 类型 的 运动 ， 对 这 些 运动 ， 我 们 就 能 够 把 它 
们 用 茶 种 双 叶 相 面 上 的 轨 线 反映 出 案 , 而 这 一 相 醒 及 是 从 完整 ( 近 
函 ) 租 空间 中 分 中 来 的 。 拒 满足 如 下 条 件 的 状态 《在 任意 瞬时 :*) 
集合 以 K. 表示 ,此 条 件 是 : 在 * — 60 < < * X El, ыы 
坐标 喜 不 取 等 值 。 下 面 我 们 只 研究 从 这 些 状态 开始 的 运动 ， 任 意 
瞬时 的 K, НИЕ K, 的 ?状态 , 者 出 这 一 瞬时 之 zx。 y 的 下 
值 单 信 闻 确定 ,因此 我 们 将 用 x, ЗЕ йо ВНЗ СН 
互 单 值 而 且 连 续 )， 并 从 此 平面 上 将 直线 * 十 py = D 去 掉 ( 在 平 
T K EP, 

为 了 确定 起 见 , RER К 型 初始 状态 G 一 0 时 ) 的 点 (ro。3) 
ATRE К, 上: x 十 By>0, 即 电 换 接 器 坐标 的 初始 值 БО) 
= xz; + ETa = 0, Eh, HERES Ко HIE, 在 —8 =< t = 0 
区 间 上 志 必 有 然 有 上 > 0; 因此 ,最低 限度 在 0 се Ө KEEA 
有 s= 一 1， 于 是 ,系统 的 运动 将 由 微分 方程 组 (8.55) 描 述 : 

£ == у, 
= —y — 1, 
КВ Аа Тт АЕ ЫЕ, В z 由 一 1 变 于 十 1 时 为 


12 Н 上 一 六 RRS z, y СЕБЯ x 十 By = 0 这 外 ) 我 们 向 时 也 就 给 出 了 在 
НЫ 5050). ЖЕ м — дс RI, E BAGRA ECA A 
所 处 快 坊 属于 集合 К), НЫНЕ Г 此 — би ра] HA ГЕССЕ 
者 说 此 一 9 入 1 之 由 区 间 上 的 O EST 十 1 或 一 1, RET ENAS., 
因此 , В += МНЕ r, y, 我 们 就 能 全 而 地 和 单 慎 地 懈 定 出 >: БР 
HAER AARAA EMARE 1 — RRRA K. WEE. 

ЕЯ, MARRA z = RRE х, y, DURAS ZEWO 
еда: 区 间 上 的 富 兵 系数 fer: Вы} СЕ — D = z = t PUJ E, 


ZE = 2+ > ancas EENE 二 p ñ Роз B NSS R ER Ts 


间 : z, = b, = 0( = 1.2, -+:2 мт = — senúx + fy). 


НН, АС ВН] hiyi ВЕРН НИНА К, 
CBD 06 ss АЗА ЕНТ ЖЕНЕ), ВЕБ RI О Eh PL # if 
НРК 95, 是 急电 系统 的 党 硕 (tt 一 ОН ЕЕ, ME z >ë 
AE š НИЕ). 
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正 ; 如 果 系 统 在 :一 0 时 出 状态 (zxo， узи, IFE t, == n (xoa 
ya) 阵 时 点 达到 堆 , 则 方程 组 (8.55) 显 然 将 揪 述 系统 在 0< z<, Ке 
区 他 上 的 运动 ?。 这 时 ,在 吉 没 有 这 到 零 风 前 ， 则 在 0 < : < ,, X 
向 内 ,系统 将 通过 属于 集合 K. 的 状态 ， 于 是 我 们 就 可 以 用 相 点 洛 
方程 组 (8.55) 在 半 平 面 К, 上 上 的 轨 线 (8.58) 的 运动 ， 来 表示 系统 的 
这 种 运动 、 但 在 二 <4< 二 十 9 区 间 上 ,系统 的 状态 已 不 再 属于 
这 一 集合 ,因为 =a 对 三 一 0。 因 此 ,我 们 引入 一 补充 面 区 ,将 
它 “ 锋 接 ” 到 半 平 面 K, 上 ,日 与 半 平 面 KY (х 十 By < 0) E, + 
ПРЕ ВИН к АНУС А (图 417)2， 这 一 补充 面 K: 


图 417 


HFH K; 共同 构成 相 再 的 (TD 时 , 此 相 面 对 应 于 系统 由 K, 型 状 
Ж >20 开始 运动 所 通过 的 状态 的 集合 ， 这 些 状态 由 方程 组 
(8.5578. 


1) ВСЕ. 5 СВ. 587), Зе ЗЕРЕН (xo, уо) 都 存在 有 哗 一 的 
ВАУ 2 = АСЕ, уо), ЧЧ гл Е = 0, 和 (> М £<0. 
D 图 417 对 应 于 O<8<1 Ө ЖАНН. 
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№ 1 二 НЕ Ја TA 0), ВЕ 
Bü, 舵 的 坐标 z ЖЖ, 而 系统 的 状态 又 重新 属于 集合 К, ОУ 
ВОЖУ РЕ KY 的 8 线 上 ).， 在 这 以 后 ,一 直 当 z= 二 1 还 
成 立时 , 亦 即 方程 (8.55a)， 

£# = y 

у= — y + 1, 
还 是 正确 的 时 候 ， 系 统 在 运动 过 程 中 将 通过 对 应 于 相 币 GD 时 上 
的 点 的 状态 (ID 时 与 (TD) 叶 相对 称 , НОР Krie 十 By 二 0 
和 补充 面 KZ DR. ЕАН НА НЕЕ 
再 经 过 时 间 Ө, ВАО а 在 CUT) 吐 的 边界 线 3 上 重新 变 为 一 1， 
相 点 转 信 (I) 时 ,然后 沿 着 它 运 动 , 直 淹 落 在 S 线 一 一 (0) 时 的 边界 
线 上 为 止 , 依 此 类 准 . 

这 样 一 来 ,如 果 系 统 的 初始 状态 4: = 0 时 ) 属 于 集合 K. ИМЕ 
RAEC > 9 时 ) 系 统 在 运动 过 程 中 就 只 能 通过 属于 代 合 玉 二 K, 
+ Ki + Ку 的 那些 状态 ,后 者 对 应 于 图 417 所 示 之 双 叶 相 面 上 的 
点 《相互 单 人 秆 而 旦 过 续 )， 系 统 的 每 一 个 这 种 运动 ， 痢 由 相 面 上 
的 轨 线 与 之 对 应 (也 是 单 值 而 且 连 续 )?， 很 明显 , 芽 然 确定 系统 在 
《0 和 LD) 叶 上 的 运动 的 方程 (8.55) 和 (8.55a) 具有 对 称 性 , ЖА, 
(和 CD) 叶 的 轨 线 划分 也 就 必然 彼此 对 称 { 关 于 原点 )， 因 此 ， 如 
时 只 限于 由 K, 型 状态 开始 的 运动 ， 到 研究 系统 “ 船 十 具有 了 时间 灌 
后 的 自动 操 舵 仪 ” 的 动力 学 | 间 题 ， 就 归结 为 研究 $ 线 向 5S' 线 的 点 
变换 ,此 变换 四 CD 叶 上 的 雪线 (8.58) 所 实现 ?,， 

下 面 我 们 来 求 出 相 贺 线 直 (D 呈 向 CD0 叶 和 由 (时 向 CITD 5 
ЗН, о 8 线 的 方程 、 为 了 确定 3 сия 


D 在 系 绕 作 这 种 运动 时 ,每 两 次 接 能 之 问 的 时 间 师 隔 АӨ. 上面 已 经 指出 过 ,这 
些 运 动力 是 所 古 究 的 这 种 具有 时 间 亲 后 的 织 电 系统 的 竺 球状 弄 的 返 动 ， 从 实际 
ERATARA, bA A ARAA, RRA Fi, ВА ЕАС 
BL PEG Ко HREAN RGO, ЗЧ * 增加 时 可 地 转变 为 我 们 所 研究 的 这 种 美 

. TANE sh, ЭННИ ТЖ 0, 

2) 选择 5 а ЕН я 和 时 ,应 使 这 些 线 上 彼此 对 称 的 点 具有 相等 的 : 和 

r. 
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线 一 一 我 们 指出 , # ЗЕЕ, AERA, H k EE ER R 
Ë= r+ бу = 0, Ë = #+ ву = (1 — B) — 8 < 0 
ВУ aa. BH G 
r = — Ви, у = и 


上 ,其 中 


МЕ, < М ЩЕ N, a> 2. 


EF (DD 时 的 边界 线 3 对 应 于 ,点 达到 零 以 后 经 过 时 间 9, Ж 
统 进 人 的 状态 所 构成 的 集合 , 因此， 如果 在 通 解 (8.58) 中 , 以 半 直 
ЖЕ: ë =0, š < 0(x = — Вы, у 二 ww) 上 的 点 为 初始 点 , 并 令 
:二 98， 则 可 以 从 中 得 出 这 条 线 5 的 方程 : 


y = — 1 + (а + 1), 
х == —Ви — 9 + (и + O — e). 
5 线 力 是 半 直 线 : 
x + Вр = 一 三 
2 


其 中 
8" — веб — (e° — р), = = (@— 1960 — 1) 0, (8.68) 


ваят а 一 为 


ye 一 Ге. = и 一 


FARS 与 学 直线 Нм: 其 方程 为 


x + ду == + =, 
其 初始 点 划 为 y = 一 一 全 二 的 点 (在 半 直 线 5 上 ,车 ве т, Ml 


y> 1 


гр 0" > 1, Ri <). 在 er 和 p* 取 不 问 


* 589 = 


ПЕ ЕУ, РАЗУ ЗЕНА А ЕНТ ЗЕКЕ 418—421 EY, 

如 果 8 < 1, НИНЫ о ЖАК (FH g< i — =) 或 者 
В > 1, Ша > 0, 8* > 0; 从 而 我 们 所 研究 的 这 种 系统 ， 即 系统 
“ 船 十 二 位 式 具有 时 间 请 后 和 速 谋 校正 的 自动 操 舵 仪 ”, 与 系统 " 船 
РАЕН а” ЗЕ ЕДЕ ве П НЕКИ", 
具有 相间 的 动力 学 (相同 的 运动 )， 这 一 情 识 完全 可 以 归结 为 本 节 
第 一 小 节 趾 兽 研 究 过 的 情况 : ВЕНУ) СЕ K 型 状态 开始 的 ) 
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Нани ЕН, ПОНИ o RERE P E 


ЖИЛА. АКНЕ o ЛЕНЕ ЕН 
ЗАРА, 介 于 两 条 很 近 的 半 直 线 5 和 5 之 间 ， 这 相当 于 自动 可 
ВЕЕРА, ЩЕЛЕЙ РНЕ ОНИ СӨ QE J buy ЗЕ 


1) 需要 指出 ,，B* — B = (8 — 1) et 1): ША, 82>1 时 8*2>8, 8<1 时 
8*<B, 同时 ， 8>1 时 акб, ЯТ Во, Ц at тае атри, ЛЕНЕ 


OREK, BD вт et 时 0*<0, 8<1 — уб р М а*<0; 在 9 增加 
BREH, ЗЕЛЕНЫЕ P, 然后 二 是 а“, 因此 ， ВЫ а", MEEA 
в*<0. . 


е 590 • 


HCE] 418 和 41925, 


9), ok 六 而 8% <0. 
这 说 明 ， 具有 此 种 时间 六 НИНЫ РАЯ ар 
ПАЈА w* ЖИ ВЕН EE RECREAR Ee, ПЕЛА" 
的 速度 校正 : 8* < 0)}， 对 于 这 种 情况 的 研究 ,与 前 一 小 节 曾 进行 
的 研究 无 任何 区 别 ， 拉 梅 尔 图 完全 一 样 (图 413), 只 是 z; > z, 这 
就 排除 了 存在 滑动 状态 的 可 能 性 ;所 有 雪线 都 将 趋向 Cr 十 22 时 ) 
唯一 的 稳定 的 极限 环 ( 图 420). 

在 本 节 的 结尾 ,我 们 来 简单 研究 一 下 最 后 一 种 情 帝 ，# < 1 一 


-res Ва" 及 有 ex 都 是 负 值 的 情况 ， 这 种 情况 的 相 面 表示 在 图 
421 上 ， 在 这 里 , 自动 党 能 仪 的 时 间 滞后 已 等 价 于 空间 超前 (因为 . 


D 当 9 很 小 时 ， B*=8 — (В - 199=z8,—— = 69, Eik RRAN CHAR ө 


ЕД) д 21* = 2 = в. рен ASIANET ^:, 


АННЕ. @ RO hhi ВАН ШАГ x= 
уй). 


ж2 2 
база = сот 583 


= 591 * 


f 420 图 421 
a* < 0), 并 具有 滞后 的 速度 校正 p* < 0, AR = y 和:z 一 一 》 
作为 半 走 线 和 s 上 的 坐标 (: 和 > 一 Г). Ми, 36 


зна 8 的 点 变换 (由 (0 上 的 扫 线 所 实现 的 ) НУХ ЛУВА 
数 仍然 注 足 表示 式 《8.647， 有 内 是 度 当 范 其 中 的 上 帮 有 代 之 以 负 值 
o* В": 


aT 


z — 
кава ey) 
_ т 一 а* 
(1—6) (е — 1 
与 第 一 小 节 中 曾 研 究 过 的 ос>0 的 情况 不 同 , 在 这 里 《ae 一 o* 0), 
АЖ qr (r) СВЕ (8.65)) ЧЕТ = п (REGNE а* + е — r — 
1 = 0 ЖЕ ЕЕ Ла, НИ 0С) де КИА. ЯК 
我 们 还 有 : r— + 0 Н У, ЖФ, > +, Ш т-» +0 时 于 一 
+оо, 4", > 十 0《 图 422), МИ REGDE —_ А55, 每 


一 个 数值 s>s AAMA r 值 与 之 对 应 , 其 中 一 个 大 于 


$ = 


(8.69) 
#=+1 


. 592 。 


г, АР rb， 这 显然 是 由 于 从 S$ 上 之 点 出 发 的 相 轨 线 ， 在 
没有 到 达 5 以前， 先 与 其 延长 线 相交 , ME y> —Ë 的 点 上 


S 以 外 ) 与 直线 十 pey 一 一 条 相交 的 缘故 ， 因此 ,根据 (8.69) 


EH 


= т 

图 422 
所 确定 的 对 应 于 给 定 * 值 的 两 个 + 值 中 ， 较 大 的 一 个 才 是 相 点 半 
HERSH AKERRA S 的 ” 点 所 需 之 穿越 时 间 r, 也 就 
是 说 , 在 表示 式 (8.69) 中 , 我 们 应 当 设 了 > r, HAFS 上 的 起 
始点 4 的 r 值 以 二 表示 >”，。 Ei, HT z> r; Но 和 


d >o, ЗЕЕ $ EAI +> < BS B. КУРЕ r > ri > fha 
ПН z 由 z 5+0 А, з 由 ъ= 225 单调 地 增加 到 -foo， 


所 研究 之 情况 ( 即 8 < 1 9) 的 拉 梅 尔 图 表示 在 图 


eê — 1 


D 不 准 证 实 ,根据 (8.68) 必 有 % 一 в > sas = G) 
2) 4501; иж. 


3) 和 以 前 一 样 , re 决定 于 方程 то) = — 28*, 但 在 这 黑 то 记 理 解 为 此 方程 
的 那个 较 天 的 根 тот. 


тет, ` 
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423 Е. 不 难 证 实 ,在 这 种 情况 下 , 半 直 线 了 对 半 直 线 S' 的 点 变换 
具有 唯一 的 稳定 不 勒 点 ?、 此 不 动 点 在 相 面 上 对 应 于 唯一 的 稳定 
的 极限 环 ,所 有 相 轨 线 ( 当 1 — +o PDRE СЕҢ 421). 


图 423 


$8. 继 电 自 动 调节 系统 (具有 死 区 和 空间 滞后 ) 


я, Пар АЕ), 研究 了 双 位 式 县 动 调节 
系统 , 其 中 由 于 调节 器 的 证 后 , 在 任意 初始 条 件 下 , 都 建立 起 自 振 . 
在 这 一 节 , 我 们 研究 较 复 杂 的 二 阶 继 电 自 动 调节 系统 的 动力 学 ,在 
此 系统 的 组 成 部 分 中 包含 着 无 惯性 的 继 电 元 件 ，、 后 者 的 特性 曲线 
是 对 称 的 ， 表 示 在 图 424 2000. 继 电 元 件 的 输出 量 石 可 以 取 
三 个 数值 : tU, 0 或 一 Uo 中 的 一 个 , 这 取决 于 输 人 坐标 了 的 数 
值 和 前 一 瞬时 秒 统 所 处 的 状态 。 如 果 系 统 在 前 一 朋 时 处 于 “关闭 ” 
状态 (UD 一 4， 这 只 有 在 lel < s, 时 才 可 能 ), 则 此 “关闭 "状态 将 
一 直 保 持 到 和 输入 坐标 = 在 变化 过 程 中 超出 “ 死 区 ” 范 国 :1c| <o, 为 


НН S 的 点 变换 之 不 动 点 的 存在 性 ,唯一 性 和 称 定 性 的 证 明 ， 与 
第 一 小 节 中 曾 进 行 过 的 证 明 , 完 全 一 样 . 

2) ЯНИЕ, ДАНИИ Е НЕВОЛЕ, ПКЕ ЛИ. На, 
THRRET НН ВЕ, ДЕКО ЗЕН КНЕ, 


„594. 


+. ЖЕ АН, Еа “Ва”, BI U R EUR 
УСК: c = + s 时 由 90 到 十 Vo, co 一 一 om ВО #iJ 
-Un EPR R A, Ж 
六 在 死 区 外 部 ， 而 且 在 后 者 
的 某 一 部 分 里 ， 将 保持 在 这 
一 状态 中 : 5 > s 时 , 保持 
= НЫ, 的 状态 ; т-у 
PF, RB US URE 
(|| <s). BHE o= te, 
"ЕЕ 
“关闭 ”， 例 如 , 当 — =< o 
< — s, о < ç =< o, Ff, 
TERA СЕНА 图 424 
可) 完全 由 它 的 前 期 状态 , ВЕСЕ” ВН” EE AA 
态 来 决定 。 这 种 元 件 (具有 如 图 424 ЖЕН) 通常 用 三 
个 参数 来 表征 : JOP BOA A, 输出 坐标 的 绝对 值 06。， 死 区 宽度 
gos МАТРА В ЕВО А = s,/=,(—1 = À = 10. 

这 样 ， 所 研究 的 这 种 崩 动 调节 系统 的 继 电 元 件 不 但 具有 空间 
ЛАС УЗЕ ЧАСЕ ЛА ЯНЫН: АВ), у КЖ ЕЕ 
区 ( 非 灵 第 区)， 一般 电 磁 继 电器 (或 继电器 组 ), 各 种 电 接触 装置 ， 
以 及 “ 恒 速 > 僻 服 机 ( 若 考 虑 到 换 接 器 中 的 死 区 和 各 阶 ) 都 可 以 理想 
化 为 这 种 继 电 元 件 ?， 

下 面 我 们 将 会 看 到 ， 和 网 研究 过 的 系统 :“ 船 十 自动 操 能 仪 * 
一 样 ， 继 电 元 件 的 空间 灌 后 也 是 系统 中 可 能 出 现 自 振 的 原因 ， 但 
在 这 里 ,与 具有 无 死 区 调节 器 的 系统 不 同 , 可 以 用 强 的 硬 反 合式 强 
的 速度 校正 , 求 消除 系统 中 的 襄 振 。 

1. 某 些 继 电 有 系统 的 运动 方程 .这 有 一 继 电 随 动 系统 ， 其 方 


D Е. Е-Е Я ЗНАТАН ЛАУ АВНЕ Н, 0, == 一 5o El A= — 1. 

2) 在 一 般 的 电磁 多 电器 中 ， 铁 心 对 于 ' 衔 铁 的 骨 引 力 随 着 空气 间 卫 的 藏 小 而 增 Л. 
Е, ОЕ ВНЕ, кие, НЕ, H 
TRAH ARI SE Ар рН РО H SUP RE 328, 


» 595 " 


图 025 SEB PEN УНЕ АД 
1 一 一 主动 四 2— ИН”; 3 Е 


机 ; +- ХАСВЕНЮ); 5- 808) 

元 件 ; 6G—#B Jü CESUR HUH ЯЕ 电器 组 》; 

7— ция. 
PBI 425 上 ， 这 种 系统 的 伺服 机 《他 激 电 动机 ， 激 磁 电 
流 不 变 ) 是 由 具有 图 424 历 示 特性 曲线 的 继 电 元 件 所 控制 的 。 其 
电 枢 电压 为 继 电 元 件 的 输出 坐标 ， 继 电 元 件 本 身 由 系统 偏差 一 


3 Э, Нар, ВВА ЕВУ А ДЕО оф В =, 


/一 一 随 动 系统 随 动 轴 C 包 括 伺 上 服 机 } 的 惯性 短 , 292—6, 2 Hl, 


dt 
电 枢 的 有 反 电势 , г B ЙЕ, ЧЕ 电动 机 的 转动 力 拓 , К —— 
Н рита, Н, БЕА А СВАЗИ Бра, ОЛ 


B ААА Е, Ар Ў Т рр РЈ: 


#9. . . 43 
I — = fi Ri = U — k — 
dr? > k dt 
或 f 
rË? + dk 48, А ы 


D ев, чане нта Сада ае U 二 0) 时 ， 电 动 裕 电 柜 
B ME A, BEEBI, 应 使 电 根 电路 的 全 电 限 在 继电器 组 处 于 三 
i ERRE, 

2) RIMAE E MERA зая 8 возеа, TURD, ЖЕНЕ 
改变 系统 运动 方程 的 形式 ,而 只 是 增 大 T naM. 


s. 596 > 


зах я. 


СЕРВЕ Ж Bae ки НЧИ — ААУ CS, = Ш 


фро e + + 


数 2 时 系统 的 运动 ， 这 种 情况 中 的 运动 方程 形式 如 下 : 


qË? + AR dp _ A U, 
аг? в d R 
dp 
= p + B —, 
=p dt 
若 采 用 无 量 岗 形式 , 则 为 : 
а — (Ë), 
“ “(82 | (8.70) 
£ = + 84. 
在 方程 (8.70) 中 
— AR _ AR _ Ü 
x = -— а 下 一 一 一 
IRU IRU, U, 


-一 一 新 的 无 量 岗 变量 ， 字 下 上 方 
的 图 点 表示 对 于 新 的 无 量 纲 时 间 
Ak, 
IR" 


tg 一 


的 导数 .。# 二 (Š) — 8, AS IS 
折算 特性 ,表示 在 图 426 E, НТ 
算 死 区 为 


Ë 


一 < 
IRU, B 426 


8 一 委 p НИЕ 
的 折算 (无量 网 ) 控 制 系数 . 
В “IER” 何 服 机 和 
硬 反 馈 的 间接 调节 系统 (图 
427; ЗВ 407), WRAAE 
当 的 假设 ， 其 运动 方程 世 可 
图 427 ”间接 继 电 话 节 和 又 统 的 方块 图 以 归结 为 方程 组 (8.70). 如 
调节 对 象 ; 2 一 和 茹 感 元 件 ; 3—— RET E AR 
电 元 件 ( 介 服 机 的 换 接 器 ); 4- “hak EJE лу - 
рые ER. 器 中 的 间隙 和 死 区 ， 则 伺 限 
机 的 方程 有 如 下 形式 : 
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+> 当 а > Ao FÍ, 

dm 210 24 jelca 8, 

一 一 мощ 时， 
其 中 z 为 死 区 的 宽度 ，2 为 继 电 元 件 一 一 何 服 机 换 接 喷 〈 此 种 何 
服 机 具有 如 图 424 所 示 的 特性 曲线 ,但 应 将 其 中 的 оди, о. 


г ПЕЖО, Кол ОВЕН 


ХУ $: НОВА МЕБ), 与 本 间 $6 第 5 小 节 一 样 ,可 写 
成 : 


т. 2 + АХ = н, 
4: 


y t p= 0, 
g = ү үн, 
这 些 方 程 经 过 变换 : 
T (5 +) 
—_. Y 
ф 一 Г x, g 一 š 7 5, T 2E — — н 
ET, ET, 4 
Я 
igp == 1, 1 
Е, ime 
k 


则 可 简化 为 方程 组 (8.70)， 其 无 王强 死 区 宽度 和 上 友 馈 系数 分 别 等 
F 


А EET 和 8 一 уќ (0 < 8 = 1), 


2. 相册 .我 们 看 到 ， 所 研究 的 商 往 继 电 自 动 系 绕 可 以 汉 结 


D 和 如果 用 ! 和 全 表示 换 接 器 控盘 点 的 距离 (图 4073 利 | 欣 接 乾 置 中 的 呵 踊 ， 并 采用 
H o BRETAR S du, W 
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为 同一 神 动 力学 系统 ， 并 都 是 由 方程 组 (8.70) 所 措 述 的 ， 为 了 简 
化 对 此 种 系统 运动 的 研究 .我 们 今后 将 使 用 变量 y = + 和 E * 
和 这 种 变 黄 忌 司 ,系统 的 运动 方程 可 写成 如 下 一 阶 微分 方程 组 : 
= — y — ul) | 
Ë = (1 — Ву — Bul) 


(8.71) 


图 428 


所 于 继 电 元 件 的 特性 曲线 и 一 обв) 具有 两 个 非 单 值 区 ， 系 


统 的 相 面 将 为 图 428 所 示 之 三 时 面 , 它 是 电 带 状 平面 (3 |ë | в, 
其 各 点 的 # 一 0《 继 电 元 件 位 于 中 立 位 置 ), 以 及 与 其 相近 接 的 半 
PHA): g > де HAI): & < —4= 组 成 的 。 后 二 者 相当 于 继 
电 元 件 的 接 通 状态 “在 半 平 面 (1) E и = 十 1， 在 半 平 面 (TT) 上 
a 一 一 1)， 相 点 出 带 状 平面 (了 ) 向 半 平 珈 CT 和 CID) 的 过 渡 只 发 生 
在 前 者 的 边界 上 : 即 ë= же 时 , 而 相反 的 过 流 一 一 则 在 半 平 面 
的 边界 上 (分 别 在 $ = + 4в М Е = 一 Xe Е), 而且 , 想 点 由 相 
面 的 一 叶 过 渡 到 另 一 叶 时 ,其 坐标 ё, y 连续 地 变化 . 

很 容易 看 而 , 租 轨 线 具有 相对 原点 的 对 称 性 ,这 态 是 继 虹 元件 


„ 599 = 


特性 曲线 а 一 wt#) 的 对 称 性 的 直接 推论 . 
在 带 状 平面 (TD 上，w = 0〔 继 电 元 件 位 于 中 立 位 置 ), 因而 运 
动 方程 组 (8.71) 将 有 如 下 形式 : . 


р == — у, 
Ё = (1 — #)у 
或 《yla) 
ау ЗИ 
dE 1—8 


因此 , 措 轴 上 位 于 此 带 状 平面 范围 内 (15| е, у = 0, 一 0) 的 所 
有 点 都 是 平衡 状态 ,而 有 是 稳定 的 ,这 是 因为 在 带 状 平面 (DD 上 , 相 
点 洪 着 直线 相 轨 线 


Ë + 《1 一 Py = HH | 
ERRE 429). ш, РЕНА, ВН: ГЕ АА 


ЕН 429 


Е+а-ву| < e, 
都 将 渐 近 地 (2 — 十 co 时 ) 趋 向 这 些 平衡 状态 . 
在 对 应 于 继 电 元 件 按 通 状态 # = +1 的 半 平 面 (HI》 上 ,系统 
的 运动 方程 可 写成 如 下 形式 : 
- 600 + 


y + y — — 1, 
£ = (1—8) 一 


в i (8.716) 


з НР, EB RES РОСТЕЛ Е, ETE D 时 外 部 
的 延长 线 ) 都 渐 近 地 趋向 相 直 线 ?一 一 1. £=— z + 常数 。 相 点 


-EWA (D 叶 , Еж у 
EAIA EARR 
5 一 十 he。 然 后 并 转 到 (了 ) 了 时 
上 .在 图 430 LARBAR 
面 GD 叶 上 的 相 轨 线 划 分 


GHAT в < 1859180602. £ 
(DHE ОН u= — 1), 
由 于 方程 组 (3.71; 的 对 称 
ЊЕ, ЖАНа 5 CI) H 
上 上 的 各 轨 线 相对 称 . 

鉴于 我 们 所 研究 的 这 种 
继 电 系 统 的 运动 性 质 与 差 值 В — 1 的 
分 别 研究 В < 1 > 1 МАТО, 


图 430 
符号 关系 极 大 ,下 面 我 们 将 


З.В < 工时 的 点 变换 ， 下 面 我 


] 从 最 有 意义 的 情况 : pal 


开始 ， 研 究 继 电 系统 的 动力 学 及 其 相 面 上 的 轨 线 划分 ， 带 状 平面 
CD 和 GD 时 上 的 软 线 划分 已 分 别 表示 在 图 429: 和 430 Е. 显然 
РН, ЕЖЕ. AEREE O 上 满足 不 等 式 
|ë + (1 — 9291 < = 的 点 开始 的 相 罗 线 , 渐 近 地 趋 向 系统 的 平衡 
状态 ， 不 超出 带 状 平面 (1) 的 边界 .这 相当 于 继 电 元 件 总 处 于 关 


闭 状 态 时 系统 的 和 运动， 最终 将 建立 起 某 种 平衡 状态 .所 有 其 余 相 


HERR НУ 595 —РРАН— 8 
继电器 不 断 换 接 村 系统 的 运动 ， 


过 带 状 平 画 (DD》, 这 相当 于 


D 在 临界 情况 8 == 1 dh, 带 状 平流 CD 上 的 相思 钱 为 负重 直线 ， 概 点 新 过 地 趋向 
зан: [EJee у=0, = = 0. МОЖЕТЕ ВЕНЕ EBRA A 


给 线 , 然 后 趋向 Cer> оо) КАК: £ = 
34 В = 1 В, ЖЕНЕ РЕНО, ВЕ 


+ 45, у= 0, r = Ü. HETH, 
建立 起 平衡 状态 . 
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研究 第 二 类 相 轨 线 ( 通 过 和 祖 面 土 不 止 一 个 时 的 相 轨 线 )， 例 如 
确定 极限 雪线 人 增加 时 ， 所 有 上 述 轨 线 都 向 它 趋 近 的 轨 线 ) 时 ,我 
们 仍然 象 在 以 前 曾 研究 过 的 间 题 中 一 样 ， 把 间 是 归结 为 研究 直线 
对 直线 的 某 一 点 变换 .为 此 , 在 相 面 上 (图 428) 加 出 两 条 无 切 半 
直线 Е > p 5:6 +, Е 


通过 其 上 各 点 的 根 轴线 分 别 从 (IIDp 和 (ID 时 进 和 人 带 状 平面 (D9， 
在 这 两 条 半 真 线 上 , 引入 坐标 = y GE s 上 ) 和 ;一 一 > 
СРИИ Е), 选取 的 准则 是 使 二 六 直线 上 彼此 对 称 的 点 ， 对 
ВВК s 的 同一 入 (显然 > — 1), 除 保持 在 党 状 平面 


《I 了) 范围 内 趋 铅 平衡 状态 的 相 轨 线 以 外 , 系统 的 所 有 相 轨 线 部 将 与 
所 得 出 的 这 两 条 半 直 线 5 和 3 和 祖 交 ， 因 此 , 对 每 条 相 轨 线 之 人 性状 
的 研究 ,可 以 归结 为 对 此 要 线 与 这 两 条 半 直 线 的 交点 序列 的 研 究 ， 
在 这 一 序列 里 , 每 一 后 继 点 7， 如 果 存 在 ,都 单 值 地 决定 于 前 行 点 
ғ, Ир: 


# == Mls) 
HT К ВЕНУ (MENARD ДЕН РО 
称 ,因而 通过 半 直 线 s 和 s' 上 务 对 称 点 : 的 轨 线 也 必然 彼此 对 称 . 
因而 ,它们 与 羊 直线 的 后 继 交 点 , 也 必然 具有 析 邮 的 坐标 了， 上 面 
详 的 这 些 , 蝇 然 使 我 们 有 可 能 不 必 去 区 分 半 直 线 s 和 5 将 疲 此 相 
对 称 的 各 点 等 MER, AATETTA аА 


иже 


ое è a + 


И 我 们 研究 任意 一 MOH) 
ПЕНА АННАН T Wi B iL, 设 其 过 渡 时 通 
ER 5 Бау А С 428). ARRE (D 内 此 轨 线 将 是 直 
线 


D ВНЕ в EFAS 5 上 : 
Е = 01 = B)y + >00, 
Ее У |: 
ë = (1 — Ву — В 
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£ + (1 — Ву = АБ + (I — В), (8.72) 
因此 , 当 1 一 /5s + (1 一 82:| < а, ИП 
一 一 和 se 一 <s {8.72а) 
1—р — è 
时 , 相 点 在 带 状 平面 CD НИНЕ MRN 
究 的 这 条 相 轨 级 与 半 直 线 8 和 S НЛК H 


РА, (8.725) 
1—8 
时 , 相 点 在 点 
= 8, y = м == ғ 220 


ЗЕ КОВ ВЕНЕ НТЕС) р У, ВИНА 
决定 于 方程 组 (3.71b) зт: 1 一 0 IJ £ = +8, у = Yo 
ВП: 


y= — 1 + (1 + ие" 
点 一 5 一 上 十 {1 一 POC1 十 yarli —е®), 
最 后 必定 到 达 此 时 的 边界 线 , 即 半 直 线 S 上 5， 相 点 在 (TD 叶 内 的 
穿越 时 间 以 7 表示. 这样, 在 (= r> 0 hj, Е АЕ, y=, 
从 而 应 用 关系 式 = x 十 二 6， 可 得 后 继 孔 数 的 参数 表示 式 ， 


А ЕЕ, 
78 (1—8)61— е7) 
e= кр 20 a (8.73а) 
а #02-10): 
最 后 , 当 
= __ a, | 
РТА, (8.720) 


КОХ p> (1 Ae 时 才 可 能 ), 相 点 沿 轴 线 (8.72) 运 动 ， 
EMRA 


y= 0 ео 
1— 8 


D Тон РАСОВУ iM g MAR S = + s Е ХИТА) 
起 点 。 在 这 里 和 凡 司 ,我 们 将 理解 : 为 新 的 无 虽 岗 时 间 =. 
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BUR AE, ВИКА ЕН, АЛЕНЕ) ЕЕ, 
经 过 基 一 时 间 间 隔 7 后 ,重新 返回 半 直 线 S ЧЕХ 点 )。 不 难看 出 ， 
在 这 种 情况 下 Зат, 
_1—1 __ т 01 — № 
< =g" 对 =t = С1—-8)(1--е79)° 
. то — (1—2 
pe 

关系 式 《83.7a) 和 和 《83,7?b) 完全 兢 定 了 我 们 关心 的 半 直 线 S 和 
3 的 点 变换 ” = ПСГ), ВХ о Нун ЕК, КУ 
线 人 彼此 | 辣 的 相互 变 次 《由 系统 的 相 轨 线 所 实现 的 ); 根据 区 间 
(8.72a) 以 外 之 先行 点 的 坐标 s, 可 以 单 全 确定 变换 参数 r+, 而 本 
ВУ нЕ ЛЕН ЕК; (表示 7 БУ 与 7 之 闻 关 系 
的 对 数 , 不 仅 是 单 值 的 ,而 日 是 连续 的 ;今后 我 们 将 月 zz = 人 Ks》 和 
s = glr) ЖЕ), 

4. 拉 梅 尔 图 。 БТЕ БАТЕК ЕА г = ПС) 的 参 
АА (8.73а) AT (8.735), HER PRALES ACHIA 
Dr) 和 W,(z) СН (8.65) 和 图 412). 如 果 在 《8.65) 中 代入 
s= (1 一 4)5 20 СВТ ЗОВЕ АА 151551), 
КЛЕНА х = HCs) 可 写成 如 下 形式 

Lt p En ш (> 1 RÀ, 时 ， 


(8.73b) 


1-8 1-6 1—8 
= (8.73) 
А Ан 
1—2 тв 1-2 
ит 2. 
1—8 
ЖИ Аж, = — 1 — r l тозе 
= В 1 в 
之 ;显然 。m 单 值 决定 于 方程 
Wr (r a) = 1 — # (8.74) 


— 


或 
(1— Pl eH) = ro (i — A) 


而 m 本 身 又 单 值 地 决定 后 继 点 坐标 的 初始 值 ( 当 z 二 To 时》 
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(i) (вудау 
1—в у 
此 时 (1 一 Ае < r, < г, НР =——, 达 极 大 值 时 的 7 іо, Яр 


Z, BFU, т ВНЕ В, BERR :之 了 二 Fe 和 :<< 


一 1 = 8 变换 参数 显然 必须 在 mm «т +o 区 间 里 变化 ， 


G= = s= 1— = = 


图 431 


ЗЭМАН BRC ES 431—433), 横 轴 表示 变 次 参数 
Е S A S ЙТИ МО АВ 8 з SN 


“。 首 先 我 们 看 到 , 由 于 不 等 式 E > E" 和 8 < Е 
r Z= r #6 


а ds | - 
一 一 | = 1 一 一 8.75 
dr dr |” (8.75) 


D ВИНЕ, т, 由 方程 CC) =1 单 值 确定 ,并 为 а = (1 一 Аув 的 单调 
NAR Со 很 小 时 ，z = У 2а). AER 


(masa = 1 — ——" В 


D жаие TE S0, 9 m, +] 0 和 -六 -加 ,一 2] >0 中 导出 的 - 


上 述 不 等 式 在 前 一 节 已 对 任意 的 +>0 证 明 过 . 
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ру 432 


433 


图 
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其 次 ,从 关系 式 (8,73) 可 以 导出 


с 146 ри 6 —. >> 18 > 0; 
1—8 те 1—8 
1 + 1 , 1 + ¿ 1 
s= e 时 ,一 :一 2 一 一 一 8 — ——I#, + !Fr 
1 一 7 Б, 一: 1 一 如 1 一 9 1 2] 


шт г, ESU со, Не и, 十 0] > 0, 后 一 差 值 将 由 4 一 


Eri ВАНИ =] — со, 024 r — eeth, r — + 1, +400, 


RI EFE S 上 满足 条 件 ; = 一 一 一 = 的 那 一 部 分 上 : 点 变 
换 * = HO) 不 可 能 有 不 动 成 。 不 动 点 只 存在 于 (而 且 是 唯一 的 》 


EER усе, BIERRA a> e WE 


一 来 ,由 于 表示 式 s- 符号 的 不 同 ， 可 能 有 两 种 类 型 的 拉 
УКЕ. 

щи <1 He 时 ,由 关系 式 (8.73) 决 定 的 曲线 5 二 f(s) 和 
“= (7) Ан Ei 431)， 从 而 点 变换 没有 不 动 点 ， 不 难看 出 ， 
在 这 种 情况 下 , 每 一 后 继 点 ” 都 比 前 行 点 * 更 接近 区 间 (8.72ay5. 
因此 , 任何 一 条 相 轨 线 与 六 直线 $5 和 5 相交 有 限 次 以 后 ， 将 有 一 
交点 ,其 坐标 为 


Аа. 1 АЕ, (8.72а) 


1—6 1—8 
然后 该 轨 线 在 带 状 平 面 СТ) AAA ЯЗАН РА, 


D 若 引 人 点 + 到 区 间 司 .72a) 的 距离 


i и 1 4 
=; IZ g 当 >r ё 时 ， 
l-A 1+4 #. 
= Ü 当 тв "тя +, 
1— А 
一 = р Ы = 
1 вё 15 ғ 225 时 ， 


ЯНИЕ Е KAR, ПН RRE 
* APAP- Е. 
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换 名 话说 ,在 所 研究 的 情况 中 ,系统 具有 绝对 稳定 性 ,这 就 是 说 ,在 
任 条 初始 条 件 下 ,部 将 建立 起 某 种 平衡 状态 . 


5 
图 434 


当 ¿> e 时 ,可 以 得 到 另 一 种 拉 梅 尔 图 (图 432 #1433). 
在 这 里 , НН r = Ку) == gtr) 具有 唯一 的 交点 ,因而 点 变换 
и — nG) АН АВЕ > 1 二 4 s, 此 不 


动 点 对 应 于 相 面 上 的 对 称 极 限 环 ( 图 43420, ВУЗЫ з" 祖 对 应 
的 变换 参数 r* 决定 于 方程 = :或 
[zx — (1 — 4)e lth г = 2(1 — 8) — (+48. (8.76) 


D 不 动 点 PS U RETE, BRRR + 000 # = ет) ВЕ 


性 , GRAE У — $ Æ z = z М reto 时 具 自 不同 的 符号 并 定 的 。 唯 一 

ENDER г — í 随 天 变化 的 单调 性 得 着 的 ， 而 稳定 性 是 相等 式 58.737 的 推 
2. RISEN, ИСК ЕН НЯ 5 МУ 备 有 一 个 从 点 ， 

D 由 于 ых Аж, (1+А)в20) = 85, ИЖ ғ LA a Ba EE, 


+ 695 = 


现在 我 们 来 确定 ， 在 系统 参数 В, в, АСО 6 < 1, вг 0, 

一 ] =< 4 =< + 1) 的 室 间 中 , 峙 一 个 区 域 满足 极限 环 的 存在 条 件 
ek (1 — àj ТА, 

1—в 1—8 


或 
Ро > 28, (8.77) 
显然 ,在 临界 情况 (也 就 是 说 ,在 в, e, д ЭНН, ЗЛИ 
限 环 存在 区 和 ”绝对 稳定 区 ”的 曲面 上 ), 有 
то == 28, 
因此 ,根据 (8.74? 此 边界 面 在 参数 空间 中 的 方程 将 为 ， 
(1 — 8Xi — ez) = 2e — (1 — is = (1 + 3238 


1 +à _ 1 — £= 

1—8 s 
在 图 435 上 表示 出 及 1 二 的 参数 平面, 其 中 画 出 了 曲线 (8.77a). 
出 于 根据 同一 方程 (8.74), т 随 着 8 的 减 小 而 增加 (在 参数 和 1 
Вала АЈА К, 显然 可 以 断言 : 在 图 435 上 的 曲线 《8.77a3 
的 下 方 ,条 件 (8.77) 满 足 , 也 就 是 说 ,这 里 是 极限 环 的 存在 区 , 在 它 


(8.772) 


D 在 & SA ds s СВ Р е 27, ПЧ 


То ~ en <ü, 


Te 
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的 上方 则 是 "绝对 稳定 ”这 . 

5. 想 画 的 轨 线 划分 的 结构 ， 下 看 我 们 较 详 细 地 米 研 究 情 

i: 
14. l— (8.77b) 
1 一 8 Е 
нт ЕЕ Е (1) УЕ БАНКЕ < s, у = 0, 
и = О), ТААРАА ИСКЕ Oa (РА 434). З НКА 
间 和 极限 环 二 者 在 相 面 上 都 有 各 自 的 吸引 区 -在 此 区 域内 的 加 
8, АНЯ: - + oo 时 ) 趋 商 平 衡 状 态 或 极 眼 环 . 

这 样 一 来 ,就 出 现 一 个 疑问 ,是 否 这 两 种 吸引 区 就 包括 了 全 部 
НЕ, довел, Раф РУК Еее, НИЯ 
样 是 稳定 的 状态 ， 在 相应 的 初始 条 件 下 系统 将 向 它 赵 近 ? 如 条 不 
对 点 变换 进行 细致 的 研究 ， 我 们 由 前 还 不 能 和 否定 这 种 和 平衡 状态 
太 对 球 极限 环 不 同和 的 其 他 稳定 状态 存在 的 可 能 性 .在 所 醋 究 的 这 
种 动力 学 系统 中 , БЕ + 一 Cr) 有 双 值 性 ,而 曲线 = g(r) 又 有 
下 降息 人 mr т < z, 时 )， 这 些 特 点 就 预示 出 可 能 存在 复杂 的 
般 来 说 非 对 舟 的 局 期 状态 ， 这 种 状态 将 不 直 点 变换 г = ПС > 的 
不 动 点 来 决定 ,而 决定 于 这 一 点 变 的 的 复合 变 柳 

в == H HU {Kop = PG). 
ЧЕН Е, BETER АНАЛА y 28 += 
KORT г = (+) B3 28 a , I ЦЕ ЕНЕД ЖК SE 20 РУДН Ве 
ж: — 258, НЕ ре Не Е. АД, Х ГНО 
Е А СНУ — 6 30А Ар, SE HER РЖ rika НЫ 
Rü Ú = ПС) ВОЖУ, ЗЕН Еа yE EE ПИЕ НА ЗН 
ВЕДРЕ, ЕНДА ЕР В рН ЖК 
的 吸引 区 ， 

不 论 条 件 如 何 ， 平 衡 状态 区 | 辣 的 器 引 这 中 都 包括 区 域 A Я 
НЕКИЕ [£ 十 (1 一 ei <: С 1298), 此 区 域 对 应 


Р № 直线 8 和 5 上 的 区 间 一 1 5° СУНА 


2, < < 1 
— Ë т 
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《so 表示 之 )。 应 用 逆 变 换 人 ?7 向 的 变换 思 , 我 们 可 以 根据 此 区 间 
求 出 其 余 各 区 间 (а), (а), …， 这 些 区 间 上 的 点 ,借助 于 雪线 (或 
老 说 ， 借 助 于 变换 г = ПС) 变换 为 区 问 (eo) 上 的 点 ， 从 而 我 们 
就 能 够 谓 暑 平衡 状态 区 问 的 吸引 区 的 结 梅 . 在 这 里 报 据 (* ?ar 一 


(ez, 和 Eri < e 二 者 之 间 的 关系 不 同 ,可 能 出 现 两 种 情况 . 


设 Oe 217 2" 此 种 情况 的 拉 梅 尔 图 起 示 在 图 432 上 


(为 了 确定 起 见 , 取 те < т. МАЮ). ЗЛ А, ВТЕ Нас) 
以 外 与 半 直 线 3 和 了 ЗЕНА, 与 这 两 条 半 直 线 的 后 继 交 点 


都 有 ? 2 C Das 之 十 二， 即 辣 样 位 于 区 间 (ai) 的 外 部 ,并 将 源 近 


HEE ТА) PRIR PRIR. и 我 们 来 研究 某 一 轨 线 
与 半 直 钱 和 8” 的 交点 所 构成 的 序 
Sl $2577“, dhs fpr "** 


其 中 sa = H(s,), 初始 АК 显然 ,这 一 序列 将 
是 无 限 的 ,对 于 所 存 s, WA s, 22 一 二 2 6 (k 六 工时)”， 而 及 根据 


(8.75) 0109 ЖАД: 

[saa 5 | = ls = ғ. (8.78) 
因此 ,对 任何 这 种 序列 jo， s, з 7, НВА Н o. H 
МНУАВЕ АЫЛ ЯН G — + оо 时 ) 趋 调 对 称 极限 环 。 这 样 一 来 , E 
ERSE EEIE E ARR 4 以 及 (TD Яп (П) НЕ ЖЖ Е 
形 区 域 组 成 ， 而 相 面 的 全 部 其 余部 分 就 构成 了 简单 对 称 极限 环 的 
吸引 区 (图 4362. 


D 应 当 指 出 , ИЕ НИ, 因为 每 一 个 “之 Cs) 的 信 郑 对 应 于 一 个 或 两 
个 = 入 ， 币 每 一 个 上 ИХ о, ИЛА е, Я 
1-А 
LS 8 
2) 可 以 小 平 ~ 


可 一 


=e. 


к < TES eP PF, НИНЕ НО 
"АНЕМИЯ TRAER. 为 了 简单 起 见 ,我 们 只 详 
НЭС < G) < 1 s 的 情况 。 其 拉 梅 尔 图 如 时 


433 所 未 FC Jar 一 r= КЛЕНА, ТОЕ FE ВОВ 


së, тан 

; 样 的 结论 )，。 在 
i ха, жа 

re < r, ПАЯ 
БТ S fn 
5 PTA E ра] 
不 仅 能 落 在 区 间 
Саг) 的 外 部 ， 而 
且 能 落 在 内 部 . 
半 直 线 * 2 


ід. 1 
图 436 I= 一 上 的 点 ， 


и 


бан е 一 MO 可 将 它 从 较 小 的 + КЕННИ бе, pH 


ВЫХ‘. ФОБИИ E f в, В, Е 
意 轨 线 与 半 直线 5 S S' 的 交点 序列 : 


Sos Jis Sa Ttt, бду 


ПОЗЖЕ, JERS AETI РАО APE PRE, ВП: 


ІА 17 сЕ 
1-8 а 


D EXER S Fe БАХ ГАНА. A's EERS 


对 应 于 较 小 的 套数 “人 的 点。 Я, НИС. РИН о>. ПЕНН 
Варг, 
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《其 初始 点 АРБ ПЕС Ра) 1) 将 是 无 限 的 (而 且 所 有 AA 
属于 这 一 闭 区 间 ), 其 极限 点 将 为 不 动 点 坟 , 这 是 因为 (8.78) 对 于 
这 一 序列 是 满足 的 。 这 样 , 闭 区 间 (80) 就 成 为 不 动 点 | * 的 吸引 区 
[B], 而 所 有 在 闭 区 间 (о) 各 点 上 与 半 和 直线 5 和 5 相交 的 轴线 , 当 
1 一 + 时 , бан. ОК ЕК АВА ГА 
ВНЕ ВХ — ЧЕ 437 上 未 画 斜 线 的 区 域 . 

НАХ, 进行 了 = ПО) 的 反 变换， 即 根据 给 定 的 * 点 求 出 以 
s 为 后 继 点 的 那些 z 点 , ФЕЛА Са) СР) Н, ЗЕН 


s> 127 АЕТ У Сал), (а), 55, Са ЖАНРА), 


С.) tita (6). ІЕЕ [АЈ Ела, РИ aj ge Б На 
和 和 (C50) 上 的 点 《图 43325. AE, НЕРВ Т8 СЬ,А 


有 共同 的 边界 点 (点 * 一 1 + 4 5 6)。 上述 的 开 区 间 和 闭 区 间 就 必然 


= 


HERS, Dk opa ЕАН, 六 直线 (5S) (02-1 is e) 


目的 任意 一 点 s, 经 过 有 限 次 变换 :二 O 以 后 ， Е 
A ERRETA KEC), RE FAR EG) 再 相应 的 想 轨 线 则 
或 向 某 一 平衡 状态 ,或 向 极限 环 渐 近 地 趋 近 , 这 决定 于 这 条 相 贫 线 
与 半 直 线 S (或 5) 的 第 一 个 交点 所 处 的 位 置 (在 开 区 间 (а) 还 是 
ЗЕМ (Е. 

当 | 


— А 

— 8 

时 , tE ТД АВ AEA EEA KA ORAR EC), 并 可 得 到 相 
DESEEN 


8 


А І 
($ Jm 一 " 


D ЯК ЖБИ лаза >- 5 上 进行 ,因为 只 有 


ДЕ ЕН я, 才能 借助 于 变 痪 * = Hü), Begoe Евы. $ 
次 ,由 于 Се) 1, ЭР Тар Сат ТА) Ca 2 Ву BREA RAN, ИО B. 
MIRAT BARA EEA s МИНА. 

2) aE, EFEN На A A BARAKADA A БЕ, i 
BECA DRT а B REFA Sp JF1Z [Ba]; 269 ЈН, 
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Е 437 


ВИН ТАЗЕ: Зара B 213848 НКР 
ЗЕЕ СВО ЕС8.775)), ДВТУ Яр P Fa, ВЕНУ НТН А Jë Ei 
FERRARA РИМА о ЯН АА, ВНИИ, RATE 
明了 , 除 平 衡 状 态 和 对 应 于 简单 对 称 极限 环 的 自 振 状 态 凡 外 ,在 系 
ВЕРА НИЕ ИДЕЕ А. ЛЕ, УМЕЛ: 


一 平衡 状态 、 或 在 其 中 建立 起 自 振 过 程 ， 这 决定 开 初 始 条 件 如 何 
一 -决定 于 在 初始 枉 时 相 点 位 于 哪 一 个 的 吸引 区 .大 此， 如 果 条 
Е (8.77b) 满足 则 所 研究 的 这 种 继 电 系 绕 便 具有 自 振 的 硬 激 状 


值得 指出 的 是 ， 平 衡 状 态 区 间 和 极限 环 的 豚 引 区 二 者 之 间 的 
边界 线 ,并 不 是 不 稳定 极限 环 , 象 以 前 研究 具 省 相 平 面 的 动力 学 系 
统 那样 。 这 一 达 界 钱 力 是 通过 平衡 状态 区 | 同 的 边界 点 的 相思 线 . 
所 研究 的 这 种 继 电 系 统 ， 所 以 具有 这 种 不 太 寻 常 的 相 面 轨 线 划分 


结构 , 当然 是 由 相 面 的 多 叶 性 引起 的 . 


6. 有 强 速度 校正 时 系统 的 动力 学 . 


璋 下 还 要 研究 的 只 


В 21 Оо, РХ ОС, 带 状 平面 5T 的 雪线 划分 (继电器 


1) Е P ARA E A EAR R C 125) Пе, [АЕ дрі 
ik HCE i E e PLANE НУ А А 427). ЯЕ І. 
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处 于 关闭 状态 ) 表 未 在 网 429 上 ， 和 以 前 一 梓 , 相 点 在 此 避 状 平面 
上 ,将 沿 址 线 轨 线 


£ + (1 — B)y == ЕЯ 
趋向 模 铀 ,但 在 这 里 ,与 以 前 曾 研究 过 的 В < 1 ВОЛН, 有 
dy 1 


和 以 前 一 样 , 设 $ A S 为 4II7 和 (ID 叶 的 过 界线 的 一 部 分 : 18 
ЗН ГУ ла, НОО ОЕ; 而 УХЕ 


上 之 点 的 坐标 (在 半 直 线 S: E= д6, у 上 ， ?一 十 


EER S: E= Hie, y> 一 了 了 上 ， y=) RARI 
情况 中 相同 的 方法 ， 不 准 求 出 半 直 线 Ss 和 5 对 月 身 的 〈 由 系统 之 
相 训 线 所 实现 的 ) 点 变换 的 方程 

Ltd ToU De u, < —1TÀ e i 


— і — 


8—1 (80-е) = 
一 1 一 4， т-(1- 0), 
‘Ти (8—1 — e7) а ге (879) 
а r— (1—4) 
DC 
(这 里 зера s 或 8 上 的 出 发 点 之 华 标 ，* 一 一 -在 上 述 半 走 
ЕЕ А). ЗЕЕ ° 


те 的 点 ,显然 ， ЕВ, 


а RRENA REKEN. 我 们 还 指出 ， 在 参数 
表示 式 (8.797 中 ,变换 参数 же СПОН БАЧАЕ 
慎 r< r< со, Н то, ЖПД ВИ E, ХЛ 


sal 
Ë — 


C(8.24)B33E. 
所 研究 之 в > 1 КИР, CEPS B RREA 438 E, 红线 
+ HRR 5 PRR ARAH, 变换 (8.79) 没 有 不 动态 ， 因 
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图 18 


而 在 相 面 上 不 存在 极限 环 "”， 由 于 
Ев 时 ССИ <=, 


B—1 ат Чт 
AmA ТЕГЕ Е, ЖЕ RARR А РЖ, ОВ 
JAMAH ЕЕК” GAA 438) 经 过 有 限 合 梯 阶 以 后 , 都 将 
进入 区 闻 


— 1. le, 
в —1 ë —1 


此 区间 上 的 点 ,上 面 已 经 指出 过 ， 将 变换 为 平衡 状态 区 间 上 的 点 . 
当 8 之 1 时 ,系统 的 相 面 之 轨 线 划分 表示 在 图 439 E. 


астаса 
S= Ех: 
当 <- FE: tb s-r Ла -2- a fm, + my, 
НН. GOATER MRAR ELE F Oren Ста р 000 一 
n) ES <o, м «Тем, шаг 也 将 到处 不 与 曲线 了 各 


5. 
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в. 
zl. 


FERDE 


ЕЧ 435 


总 结 上 面 的 研究 , 可 以 断言 ， 在 已 研究 过 的 这 种 继 电 系 统 中 ， 
继电器 特性 的 沾 后 特点 ， 力 是 产生 自 振 的 原因 ， 但 通过 引 作 足够 
强 的 反馈 (或 足 能 强 的 速度 校正 )， 后 者 是 可 以 被 镇 定 的 ， 而 且 ， 
继电器 的 死 区 趟 宽 ， 用 区 镇 定 崩 振 的 反馈 《或 速 谋 校正 ) 值 就 越 


小 ， 


5 9 有 平方 阻尼 的 振动 系统 


我 们 再 研究 一 次 县 有 平方 阻尼 的 振动 系统 ,其 捧 动 方程 为 
2k яр + x = Ü 
或 方程 组 
i= y, 27 = — x — урпу (8.80) 


《参看 第 三 章 $1)， 并 且 用 建立 相应 的 直线 对 直线 的 点 变换 来 证 
实 ， 其 让 有 和 家 轨 线 (在 相 平 面 *,y》 Б), ЧЕ 1 十 oo 时 ,次 近 地 
缠绕 地 趋向 原点 540, 0)， 该 就 是 说 ， 原 点 乃 是 稳定 焦点 型 平衡 状 


+617. 


AO. ИННА, DEDRA (ПКЕ) 
系统， 从 点 变换 的 观点 来 看 , 它 是 很 有 意义 的 一 条 系统 ,这 不 仅 因 
为 其 对 应 函数 具有 独 将 的 形状 ， 而 且 还 因为 其 对 应 于 平衡 状态 的 
不 动 点 的 稳定 性 , 亦 不 能 用 克 尼 格 斯 定理 来 六 明 ， 

重复 一 下 在 第 三 章 5 1 中 对 这 种 系统 进行 研究 时 曾 得 出 的 主 
去 结果 ， 在 和 平面 *,y 的 上 部 ,其 中 y > 0 晶振 动 方 程 具有 形式 : 


& = y, 2p = — r — yf, 


福 轨 线 为 曲线 : 

Су х – 1) = С (8.81) 
СНА, Н C > — БУТ C= 0 的 抛物 线 yr 二 1 一 x， 
ЖЕНУ СКМ Р C > 0) 与 开始 于 模 轴 上 位 于 原点 
左边 各 点 的 相 轨 线 《对 应 于 一 ] 之 0 < 9) НИНЫ, UE 
C = 一 1 УТРА, 0) Женя. НН, № 
有 上 半 平 画 的 相 轨 线 ,都 在 原点 的 右 方 进 人 横 轴 ( 图 4407. 


图 440 


D EAEG INGLE O MANER AE EARE. АЕ, AA 
REPARE (ATRAE НАША, EA AEE. 80E 0 
APET REEE A E E PT bei. 的确, 若 将 让 .807 中 的 y'sgny—— Е 
НУ РАС: z s y ERORA, ВЕЕТ, DERS R Eh 
р (0,0) НЕ hq F, ПО ВЕ ЕЛЕ ВЕНЕ ECA НЕА 
非 线性 系统 平衡 技术 的 乌 所 的 情况 。 
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将 х,у 以 一 +, 一 y 置 模 忆 后 ,方程 组 C8.80) 并 不 改变 自己 的 形 
状 ,因此 相 平 面 下 部 Cy < 反 0) 的 相 执 线 与 二 部 的 相 轨 线 ， 必 然 关 于 
原点 对 称 。 例 如。 所 有 下 半 和 平面 的 相 轨 线 都 在 原点 的 去 方 进 人 横 
38. 

方程 组 (8.80) 之 相 轨 线 的 这 些 性 质 , 显然 使 我 们 有 可 能 将 研 
究 相 饥 线 的 路 径 问 题 ， 归 结 为 研究 某 一 人 在意 根 轨 名 与 横 轴 的 交点 
序列 的 点 变换 《图 441) 研究 横 轴 的 正 负 半 轴 《图 441 上 的 半 
НИ МГУ АНИ Е, 此 变换 是 由 方程 组 (8.80) 的 相 扫 线 
所 实现 的 。 引 人 与 原点 的 距离 ;作为 x КЕМ CEEL U 
ГЕНА; > 0)， 此 时 , 模 轴 上 彼此 相对 称 的 点 将 对 应 于 担 同 
HJ s (Е, x 的 负 半 轴 ( 半 直线 0) 对 正 半 狐 ( 半 直线 下 ) 的 点 变 挤 , 将 
їз ЗГ САНАУЛА К) ЕВУ СААБ, ЕЧ 
此 ,在 茶 一 任意 相 轨 线 与 横 轴 的 交点 序列 

Sis бру `" "уву бду tt? 
п АНЕ не СЗ 
ин = а), 

BRT AROGE, ПИТ А РАЗ ВЕСЕ ОЕ У), 

为 了 计算 此 点 变换 的 对 应 函数 ， 我 们 研究 从 半 直 线 口上 的 点 


BH 44 
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《一 2 OFA 3F4E RC, 0) 上 重新 返回 横 轴 ( 半 直 线 了 7 的 相 轨 线 
《图 441); 这 里 + НЯНЮ, # 为 它 在 半 直 线 下 上 的 
后 继 点 的 坐标 (而 且 ; > 0, 0 < £ < 15, ЖА (8.81), 这些 点 的 
上 举 标 将 以 如 下 方程 破 此 联系 : 

ее = Cr — ВС, (8.822 


而 且 一 1 < C 二 0， 册 于 216и 一 1)ez] = s'e” >> 0。 故 而 此 方 


e a e a y F r a 7а 


变换 的 不 动 点 ,我 们 引信 参 数 Е = 一 ССО 之 5 之 1)， 这 样 ,方程 
(8.82) 就 可 以 写成 参数 形式 一 一 两 个 方程 的 形式 : 
19 927 == Ë, (8.823) 


(10) = š, 


通过 5 表达 出 s 和 :一 -出 发 
点 和 后继 点 的 举 标 一 之 同 的 


关系 (当然 和 以 前 一 样 ,为 非 显 
5%): 
s= (5), ғ = 9(5), 
其 中 中 和 由 ,不 难看 出 , 方 是 单 
性 连续 的 可 微 函 数 ， 在 一 个 图 
《 近 梅 尔 加 ?上 画 出 这 两 个 函数 
HAR (图 422), ША, Хм 
条 了 昌 线 相交 于 点 了 一 了 一 0， 
£= 1. 到 点 了 一 0 为 点 变换 的 
不 动 点 ， 它 对 应 十 系 统 的 平衡 
图 442 状态 ， 由 于 
dE 
= 


= — +e =< Ü 
2E = — Ze” < p, 
ds 

DA $ Вх 取 相 同 信 时 ,有 
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aE 46 


ds ds? 
В ННЯЙ ғ = ФСЕ) 将 位 于 曲线 у = ФСЕ) ER, 如 对 于 每 一 
个 <£ < 1 RE 
s = ФСЕ) < s = pt), 
这 样 。 所 研究 的 这 种 点 变换 的 不 动 点 了 二 0 是 唯一 的 ， 此 外 。 点 
5—0 还 是 稳定 的 ,这 是 因为 任 一 点 序列 : 
fia $a 77 fks Skis "5 
CER sa = К) ) Pla ate СЕ 442 上 的 拉 梅 尔 " 梯 线 ”) 
ВУИ”. БНА МУ, ТЕ НЕНИЯ G: — + eo FF) 18] 
平衡 状态 40:0) 趋 近 : 而 且 与 横 轴 之 变 点 的 数 日 无 限 增 多 ， 因 址 方 
程 组 C8.80) 的 所 有 相 轨 线 痢 是 绕 向 平衡 状态 (0, 0) 的 螺 线 , 即 平衡 
REO OYEFE. 


$10. ж 汽 机 


作为 本 章 的 结 东 ， 我 们 来 研究 一 个 让 旋转 系统 的 例子 ZË 
РОЛ ВАНИЕ НУ) РИС РОЯ — F НН, На 
HÆRE 443 |. 


D 由 于 fO = ти = 1, АННЕ ОЕ SE D BE TTE EBI ANa 
点 r= 0 hI PE, PEAS ДНЕ, TB ga Etu — Pk pk Hi in F iS šB BS 
证 明 . ВАЗЕ m: 

站 
其 中 зан = Как) ИЖ АНН БЕН НИНЫ. 任 一 这 种 
ЛЕШ, ВРЕ В РСА НЕЗА]; ОЯТУ РЕН АВ. ЕТЕР ape. Ht 
时 有 lim sy =g 和 lm ан == m fH ацы = К), НН FG) ЕЕЕ SK 

АН kag 

《对 于 所 有 的 s50), EE, REER E, D 

а = lim sgp = lim FE = Fla), 

k— жә 

即 点 заа ИНТА, HHE + =0 的 唯一 性, 这 是 不 可 
能 的 .因此 任意 序列 

Ti 


即 礁 一 的 不 动 点 了 二 0 足 稳定 的 ， 


. 52] * 


气 主 管 аб ARTIR 
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RINE, ЖРО“ RI IRS: 通过 偏心 轮 与 主 
轴 相 联 的 活 门 ,控制 进入 汽 斌 (由 于 主轴 位 置 不 同 ,或 进入 左 腔 ,或 
进 人 右 腑 ) 的 藻 汽 里 ， 从 而 使 我 们 有 可 能 从 重 定 的 能 源 4《 从 其 有 恒 


EAE P, ВУЗЕ >, 获得 交谈 作用 力 ， 此 作用 


为 作用 在 活塞 上 , # 


持 其 气动 运动 和 共 汽 机 主轴 (飞轮 ) 的 旋转 运动 ， 员 然 有 阻力 夺 在 


. 622. 


图 


443 


《例如 ， 米 自负 载 的 作用 力 力 ， 作 用 在 活塞 上 的 车 汽 压力 了 (对 于 
给 定 的 蒸汽 主管 中 的 汽 压 ?与 活 门 的 位 置 和 活塞 的 位 置 有 关 .。 活 
MCE PETEMAR ERKE ARROBA R ЕДЕН 
通 , 或 者 将 通 汽 管 闭 赛 ， 与 活塞 位 置 有 关 是 因为 , 当 通 汽 答 被 活 门 
闭塞 以 后 , га КАЕНА РЭА А. 为 了 简化 问题 起 
№, ТАЕ 了 同 其 他 量 , 例如 藻 汽 机 活 赛 的 运动 速度 ” 
НОЕ. 由 池 活 寨 、 主 加 和 活 门 的 位 置 单 值 地 决定 于 主轴 
的 转角 (但 不 单 值 决定 于 活塞 的 坐标 х), Ш: 第 一 ,作用 力 f 将 
为 角 9 的 某 一 意 值 周期 (周期 为 2) AROARO ER EHME 
未 在 图 444 上 ), 第 二 ,为 北汽 机 所 建立 的 这 种 动力 学 模型 (具有 一 


г 


БАНН АУ, ИЕ ВЕ PF 2 kE 2. 5 
蒸汽 机 主 辐 的 转动 方程 (采用 上 述 假说 ) 可 有 写成 如 十 形式 : 
159 = M — Mm (8.83) 


1) 为 了 在 活塞 上 获得 交 变 的 莽 汽 压力 , ELSHEFE SPP НН, YED BE: 
心 辊 必须 相对 于 连 杆 了 的 围 宵 .外 二 轴 放 转 方向 ЛЕНЕ 90° 左右， 
2) 严格 地 说 ， 作 用 在 活 套 上 的 获 汽 压力 f 还 上 与 活塞 的 运动 速度 有 关 ， ЕЕ 
Бр о, ЧАЧ ЕЕ АС, MEATA CMEA E DAA 
Ула уН СГАУ НЕЕ о, РОВ АЧ Е pusa 
Rš h, НИ ОВТ, НИТ. 
3) ТАКЖЕ ННЯ 4242, М p <<<; Fr, RAS 
Рт ЕН PK Raj EAR peste ЕА (Pn РЕНЕ 56 БАТАР 
Е WAE, НТА p j, ЧЕЧЕ А EE, 因此, БФ 
WAR. ШЕТА ЕНН С, ТАПА ВЕ ЕАР АКЕ, ИРИНЕ НЯ 
J bk v. 最 后 , 当 p =p НЕБЕ, РЕФЕ f TARE 
个 Орел E ñj Е, УТАР). 9 лор 时 ,将 发 生 同 样 的 过 
ВЕЕ Я EL h t Е ЕВ, РЕНО EFHLACIE = + m < 
фл + @: Е Б. T, РАДЕ, В f= 
Кон Кя + o=. 
RIN AAR Кр 是 从 实验 局 得 来 的 ， 美 于 它 的 推导 和 研 究 已 不 是 气动 
理论 的 ,而 症 热 疙 学 的 任务 
还 应 当 指 出 , EAA о, БГТУ АО ЕТЕН У ЗАА т ЧАА (Е 


БВА ЖЕЖ а, 27 ЕВ РАВЕН, 
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ен r ARAIRE ОМНИ, MAAE ЕВ 
ВЕСЕННЕЕ Г БФ, ИРИНЕ), МАЖА 
机 活塞 的 作用 在 主轴 上 的 力 炬 ("推动 力矩” 和 Ma ЖЯЕРИЛ ЭТЕ 
服 的 阻 为 力 算 ， 包 括 来 亡 负 蒂 的 作用 在 主轴 上 的 力矩 在 内 ， 力 矩 
对 与 作用 在 活塞 上 的 蒸汽 压力 闻 有 关系 式 
M = Кр) A sin p 

(A TAFEL ха E SH Si Aq eE B] ER 4 与 连 村 
长 度 相 比 很 小 的 情况 ); 因此 ,推动 力矩 对 也 是 角 四 的 单 值 半期 国 
数 ,但 其 周期 为 <{( 图 444). 对 于 今后 的 研究 具有 重要 演义 的 一 点 


Ж, RADEM TAAR pief е бап TAE 时 达到 极 大 值 
Мах, ЕЯ p 一 0, =, 2x KERE, STE НИНЕ 
ВНЕ МЕХ ЕЛА RIE ERRE AERE 
他 有 关 ， 
ағ 

LEE AFIO. ЕО AE ERRE 
库伦 定律 (参看 第 三 童 $2) 的 "种 值 " 摩 掠 力 造成 的 , 亦 即 ， 


P ае 0 hh, Mu = Misg 2E, 
dz dz 


dp E =M, # M = Му, 

dt Mu = Ма, Ж M > М}, 
其 中 Mi ЕУ Е РЕОН, H M$ < Мах?. TARH F 
ROLERA ЕЕ F ARA RE. НН, Е p 和 p, 
ХЕ М = Mh 《图 ADH З ҢА, ME, 40eg 
< g hr, H Q; < p < x= + p БА = + ë, < p < 2= 时 ， 
Мр) < M5; 因 此 ,所 有 状态 Cp*,0), 其 中 ф* 为 位 于 .上 三 个 区 间 
中 任意 一 个 的 角 ， 邦 将 是 平 祷 状态 ,这 是 因为 在 这 些 状态 中 ,和 根据 


(8.84) Ми = Mlp“), 由 于 e = 0, внер = 0 GEPRE 


(8.34) 


Ю ЖЖЖ, 当 Mh>Mak 时 ,蒸汽 机 的 主轴 或 不 转动 。 或 经 过 有 限时 间 间 阳 后 
停 下 来 , 时 间 的 长 短 决 定 于 被 始 条 件 。 这 种 意义 未 大 的 情况 下 面 不 准备 研究 . 
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状态 的 稳定 性 ,我 们 拟 后 理 进 行 玉 究 ). 
这 种 情况 提示 我 们 ,对 蒸汽 机 推动 力矩 的 特性 М = Mepal 
作 如 下 简单 的 理想 化 ,可 以 显著 地 简化 对 蒸 汽机 动力 学 的 研究 , 同 
ур. зх ЛР. НЕНИЯ 
的 实际 特性 ,用 妇 下 不 连续 分 正常 数 函 数 来 代 苦 , 即 : 
0 当 0 二 
“1 


z 1 фф < H, (8.85) 
Мо Q S< p < Ф, =+ g < p < x + p FFF; 
ИОАНН ЕВЕ ДЕН 444 的 下 图 上 . НЕОН 
“УЕ” M (M. = 浓 数 )， 我 们 应 这 样 虹 选择 ,使 得 在 主轴 转动 半 
局 时 , 力 乱 (3.85) 所 做 的 功 等 于 燕 汽机 的 功 , 即 : 


M= 2 М(Ф)р > Mh, 


其 中 8@ z, p УННН О", МС) ЕЧИБ 
ВВЕ, 这样 选择 M. ВЕЕР, Вр ЧЕЛУ НН 
最 佳 的 能 量 对 应 ， 

很 容易 立刻 看 出 , 如 果 М> мо, 则 在 运动 过 程 中 , НЕ 


将 不 断 增 大 ( 燕 汽 机 进 人 ”飞车 ”), 因为 在 这 种 情况 下 , 每 转动 半 周 
推动 力矩 所 向 的 功 (二 BMo) 者 将 大 于 常 值 "摩擦 力 负 荷 所 做 的 


DCM} e), WE M, = = My， 则 所 研究 的 这 种 模型 将 是 “ 报 


保守 的 ”: 它 将 具有 < > 0 的 周期 运动 连续 统 (这 些 运 动 将 对 应 
于 区 域 ар > 0 ИКЕНЕН Я). SER, 当 M. < = м? 


Вр, Вт) Е ЕАУ. ВАЧ ЛЕ ЕГЕ ЕЕ F ЗР 
下 来 . 报 保守 情形 的 非 粗 性 是 很 明显 的 : h TEE Н” 


М 或 最 大 负荷 力气 M$ 发 生变 化 而 使 等 式 M. = SM AE EEES 


何 微 小 的 破 环 , 部 将 使 蒸汽 机 或 水 人 “飞车 ”, 或 停止 下 来 ， 
得 出 的 结 娄 在 一 定 程 度 上 反映 了 实际 匣 汽 科 的 性 能 ， 我 们 和 
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B, ЖАНАМА АИ ЗВО, РАЕН 
eg EB K KK ЧИ, PRLE phi ke pra ЖАН 
БОЕ Я, ЗЕЕ АВ А Е ЗЕ НЕА |). 

PPE ЧЕ РСЕ РЕВ, HAEC АІ ОЖ 
假设 ? 自 旋 转 系 绕 。 尽管 如 此 ,为 了 研究 蒸汽 机 的 其 他 自 旋 转动 力 
学 横 型 的 需要 。 我 们 切 将 对 目前 研究 的 这 种 动力 学 模型 的 相 柱 面 
的 执 线 划分 , 作 一 简短 的 分 析 . 

引信 新 变量 : 


М, 
s= o= m ТЕАТ 


此 时 ,对 于 所 研究 这 种 恒定 负 某 情况 ,方程 (8.837 可 容 成 如 下 无 量 
RER”: 


其 中 


Š = z, в = ФСЭ) — (z, n), (8.832) 
i= Mo — 1 (99 M> Mt), 
Mt, 


蒸汽 机 推动 力 挫 和 “恒定 ”负载 力 竹 的 折算 


BC9) US COSES 


理想 特性 (区 445): 
104 0<9<0 Ж = <9 < x + 时 , 
009) = Í, м @ < 9 < = fü =+ @ = 9 < 2x 时 (8.851) 


(这 里 Ө = р, p ДИВАНА”); 
sgo: 35 о 0 而 8 取 任 意 值 时 ， 
1 Шо 1069-0 
F x= 9 < x+ Ü 时， {8.84a) 
0 Hrs ORIA 
ВЎ e- @ = 9 < 2 В, 
КАНЕВ ЕЕ (8.835) 之 相 柱 Э, г ПНА Е kk L. 
DF z = D] L. ЗА" баки + OLIN, 


Fez, Әу = 


чо è > p 


罗 线 ;无论 在 相 柱 的 上 半 部 和 下 半 部 , 妆 г ВА ПЧ, ЭРО SG s 
和 近 , 这 是 因为 当 ?# 取 上 述 值 时 , 若 >0 Ш z= 1, z.= 0 WJ 
z == +1); DEHE ТРОЕ Cx < 0, 3 RERA 上 有 š > 0, 
ВИЗ НО НЯ ЕН = = 0， 也 就 是 说 ,或 者 趋向 " 静 
止 线 习 " 上 的 平衡 状态 ,或 者 转 人 图 柱 的 上 半 部 (在 四周 з 一 0 上 
BS эх, =+ @ < 9 ЩИ, РЕ, 
s= 0, ПЕ 0 < 8 < 0, = < 9 < x + KEA, ИЕ Er” 
外 部 , 则 有 +ç — 2 — 12 0); 3) 不 存在 由 相 柱 上 半 部 向 下 半 部 过 
WOR MENDHE. 
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РЧ 445 图 446 


HEER (< > 0) 的 轨 煞 确定 两 个 点 变换 : ЕН U 
(9 = 0, s = u > ERARA EE U (9 = x, z = н > 0) 
Е EH П, 以 及 半 直 线 U' РЕВ 9 = Z=, z > 0, HB 
Ноа. РН, ИЛИ. (8.83 092259, 
TEA p EJNAR, HET п, 相 柱 之 0=35<= f x << 8<2x 
两 部 分 的 轨 线 划分 ， 必 将 彼此 恒 等 , 从 而 点 变换 五 和 I 也 必然 相 
EASE) МЕ, 在 某 一 任意 逃 出 的 相 轨 线 与 半 直 钱 忌 和 С" 
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的 交点 序列 : 
fis fs" "s Nk. Hyas 7" 
Н, АРСАК Ар REA НЕСЯ ПЭН ВТ SA Tü 
定 , 与 此 点 位 于 哪 条 半 直 线 上 无 关 : 
нал = Пи)? 

ТН: Я АЛЕНЕ ПАЛАЗ, САННЕ: 09-а, 
z > 0 Е, ЕНВД РАЈА С8.8За)С 446). AKRI): 
0940, =2> 0 由 ,运动 方程 463.83a) 具 有 旭 下 形式 : 


Š =z, z2= 4 — 1, 


出 此 可 得 

dz _ À —1 

49 = ' 
АЕ, ӘН, ERROMA ПЕН 

д? — 20А — 1)9 = 常数 <8.86а) 
HIIR ЯН, ЗЕЖЕСИ): © < э < x, зе, 
Š = z, Ф = — Æ = 4, 
#3 z 


НН я ЕЯ 


z + 29 = Ш {8.86Ъ) 
ЈЕ, 


令 工 为 方程 组 (8.83a) КНУ, НУКА U НУ в (БН 
点 9 — 0, 4 一 《之 们 开始 ,其 方程 在 0 =< 5 < @ L38429: 
z = ц? + 204 — 128, 
因此 , TREIER e 的 点 处 进入 区 域 (1) 的 边界 一 一 半 直 线 
(8 = 9, z = z > 0), 其 中 vw 可 白 如 下 关系 式 确定 ; 
ш? = z + 20А — 128, 
在 区 域 UD 中 , 相 轨 线 工 的 方程 将 为 : 
z = — 2(9 — 0), 


1) 点 列 stant 一 般 来 说 ,可 能 是 有 限 的 , Blah ik ВНИИ, ЕВ 
U EA — RE, НЕНИЯ ЖИВ 07 的 点， 而 将 变 成 
АНЕ? БАСЕ ЕН ло АЯ ERRU ЕЖЕ. 


+628, 


因此 ,在 相 轨 线 工 与 举 直 线 的 交点 上 必 有 : 
u? =  — 2x — 8) 


或 
u — и 1 2018 — п), 


此 关系 式 也 天 确定 出 (最 式 ) 点 变换 五 的 对 应 函数 。 此 变换 万 是 半 
直线 也 的 点 ( 维 坐 标 为 起 向 半 赴 线 BJ R (SJ ЕВЕ м’ ДЕ. 
在 图 447 一 449 上 表示 出 三 种 可 能 情 狐 的 拉 梅 尔 图 ， 即 : ay 
19 > =, 6) 28 = z Ж в) АӨ < z СУДЫ ЕЖЕ № 和 <", 
ЕВЕ РУ PR ARUS ВХ В). З ДӨ >> = Кн? с a (l 
447), МИ, ЕАН U М" 25а ДАНО ВЕРЕЯ БИЯ 
НЕ, ЛЕА, ПНА ЕЕ Е хе ТАТЕ В (ВРЕТ 
机 进入 "飞车 ”)》， 当 40 = xz Би? = (El 448), FE О 
(UN 的 所 有 点 ， 都 将 是 变换 豆 的 不 动 点 。 因 此 在 这 种 情况 十 ， 
RRR PRTA. 通过 平 直线 也 的 每 一 点 ， 都 有 一 环绕 各 
柱 的 闭 轨 线 ( 节 汽机 可 以 在 主轴 约 尾 意 平均 转速 下 工作 ;此 平均 束 
度 的 大 小 决定 于 初始 条 件 )， 应 当 指 出 ， 无 论 在 АӨ > zx， 还 是 在 


I 26r-A81 и 
Гаа $Ë ЗЕ 


图 147 图 448 图 449 


D 只 有 当 ими В, МВС, е). ВЕРЕНА ЧЕРТЕ 六, 在 这 种 
WET FART R ь bath РАНЕ L IE < V e), 
则 从 点 (98， r) ВЕНЕ" ЫЕ В" =<, в =0 上 , МЕН 
ETRA о, ЕЯ 矿 上 将 没 大 后继 点 ， 
2) є лдә PB. E EE U EJES АФЕТ АО РУ 18<x, 
ПЕНИ E, NIE s2>2(x 一 АӨ) ИЕН, ASEE 
Е Б), 
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49 = 二 的 情况 中 ， 相 柱 上 者 存 在 上 共有 一 定 豚 引 区 的 ЦС Ez”, 
这 就 是 说 ,在 这 些 情 况 中 ,也 可 以 给 定 一 定 的 初始 条 御 ， 使 蒸汽 机 
停 下 来 . 最 后 , 当 18< (El 449), BB a< В], НЕВЕРНА 


Е 350 451 


U 和 U’ 的 所 有 交点 序列 都 将 是 单调 减 小 的 ,而 且 是 有 限 的 .的 确 ， 


е SEER U U 的 第 一 个 交点 的 级 坐标 以 辐 表 示 ， 
MEFE n ЕЯ н 29—29), R пее а 0) 
Я, дача пак, SZAR NN 
WERS KARU S D° 相交 ,而 进入 "静止 线段 "上 的 某 一 点 .这 
样 ,在 ЛӨ < КАИ, БРЕВЕН", ЖА 
机 在 任何 初始 条 件 下 都 将 停 下 来 ， 对 应 于 这 三 种 情况 的 相 往 э, + 
的 雪线 划分 表示 在 图 450—452 E. BF д Ye, НН 
然 与 上 面 进行 的 能 量 研究 的 结果 相 吻 合 ， 


D EGD 表示 * HERBA ВД EG) =t G = 0,112,556), 着 Ваа. 
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这 样 , 蔬 汽机 不 可 能 在 “ 恒 
定 ”负荷 下 稳定 地 工作 : ВИК 
TFE, REA KE”, HTE 
GEE HUTT, ERAIK 
ву, ВЕДЫ 
КИН, ВНЖ 
始 条 件 有 关 ， 针 获得 稳定 自 旋 
转运 行 状态 ， 必 须 在 蒸汽 机 上 
装配 主轴 转速 调节 器 . 

2. 在 “恒定 ”负荷 下 工作 
且 装 有 调节 器 的 蒸汽 机， 我 们 
来 研究 在 “恒定 ”负荷 下 工作 
的 ， 装 有 主轴 转速 调节 器 的 次 
汽机 的 动力 学 ,一 称 应 用 最 广 
的 蔬 汽 机 调节 器 的 结构 如 下 : 
在 蔬 汽 机 主 贺 上 装 丰 主轴 转速 传感器 (转速 表 ) 以 控制 (直接 地 或 
者 通 过 一 定 的 何 释 系统 ) 逆 汽机 活 门 , МНЕ”, MERR 
机 主轴 转速 赠 加 时 减 小 推动 力矩 的 功 ， 如 果 假 定 调节 器 是 “无 慨 
HEAP, ERRAR, ROATA RR GEAR ORERE, i 
是 主轴 转速 3 — о 的 某 一 国 数 (为 简单 计 , 设 它 是 线性 的 ): 

@ = 8, — ке, 

Hp ¿>o Нее, 9, 为 Š 一 0 НИЕ”. g 
ЗЕНОН ЧЕНЕ ВЕКЕ, УКР 
器 的 蒸汽 机 所 采用 的 这 种 动力 学 模型 .其 相 柱 Э, s 的 雪线 划分 ， 
在 很 多 方面 与 刚刚 研究 过 的 划分 相关 似 ， 在 陪同 # = 0 上 有 两 个 
市 稳定 平 笑 状 态 组 或 的 “ 静 下 线段 ”B69<x 和 = 十 0592, 
癌 柱 下 半 部 的 所 有 轨 线 都 趋向 “静止 线段 ”或 转 人 图 柱 的 上 半 部 ， 
而 研究 相 柱 上 半 部 Cz > 0) 的 雪线 的 走向 问题 , 芒 然 娄 结 为 建立 各 
全 |[ 究 由 这 些 轨 线 所 实现 的 涯 将 线 VC5 一 0, z = x > 0) 对 半 直 线 
U'(9 = паи’ > 0) 的 点 变换 ， 和 前 一 称 情 况 一 样 , НВ Е 
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半 部 , PC ERCI НС М =Ma 即 ФСЭ) =1), НЯНИ 
#(8.86а), СПУ) М = ОЖ (S.86b). 
ЧЕН BR CIDSO0CI D83348 Pa ROR 
TE BEES 9 = 9 = Wk ПЕ 
ру у(ә = @,—kz, 0 < z < %) 
《图 453), 这 一 情况 将 显著 政变 我 
们 所 要 研究 之 这 种 点 变换 的 对 应 函 
数 ， 
i 为 了 计算 对 应 函数 ， 我 们 研究 
Азер БНА н 出 发 的 


” шва MRL, WR ç < S, ВЯ 
图 453 首先 进入 区 域 (1) (0 < 9<8, 一 kz， 
0 < < $, ИЖ»: 


z = м? + 204 — 19, 
В КЕША (D ALAE РНЕ РИН, 后 者 的 
ЕЕ 
u? = zë + 20% — 1.8, — ks) (8.873) 

所 决定 。 然 后 ,轴线 工 进 入 区 域 (I1), 其 方程 为 

z7 = — 209 — В + ќо), 
А, КАКЕН U, 落 于 纵 坐 标 为 w' 的 点 , 且 

u? = gp? — 2(и — В, + Аг), (8.87b) 


得 出 的 关系 式 C4.878) 和 (3.87b) 就 对 = < 人 的 情况 确定 出 《以 参 


数 形式 一 一 通过 参数 и) 半 直 线 口 对 半 直 线 U МЕ. 
м? = 122 — 10А — 18, — “>. 
w? = p’ — 2(= — В + kz), 

Ж, EEE И LIA РОН а РНЕ are 


r. 032 + 


(8.87) 


成 半 直 线 U EURIARI: ия +k) 22 0, BD 
r> m= k + VE + 2(z — B; > K; 
НО 上 ,相当 于 ¿< ВД, KARR ERR IIA. 
如果 u > Š, AAR r IEA ROD, 其 方程 为 
z = и? — 29, 
因此 ,此 轨 线 与 半 直 线 的 交点 的 纵 坐 标 x (或 者 说 ,对 应 于 и 
> 的 对 应 函数 ) 将 决定 于 方程 
н? = ц? — Ia, 


很 明显 , 当 в > N. 所 研究 的 点 变换 没有 不 动 点 ， 半 直线 乙 和 


и 上 每 一 个 坐标 为 # 22 A 的 点 ,经 过 有 限 次 变 杂 以 后 ,将 变换 成 
座 标 为 u < д. Ва ТЕРАН, TARFAR 


xz 的 由 0 = A 的 变化 区 间 . 


ВНЕ (3.87) ENHA, 而 且 在 拉 梅 尔 图 上 的 我 们 所 关心 的 象 
限 内 Cu, 20, 0220), 这些 双 曲 线 或 者 没有 交点 (图 454) 或 相交 
于 一 点 ,此 点 相当 于 点 变换 的 不 动 点 《图 455). 对 于 不 动 点 (и = 
= g, о = PRIA: 

52 — li — 1900, — 40) = P — 2(л — В + АР), 


Вр 
— h; = р _ 1, _ т). 

о, h 3 或 09, =): 
г 的 这 一 数值 对 应 杆 : 

z = pP 2(4 — 1)(@, — А0) = 
„(о ү -pZ 
= 起 =) 一 204 一 DE, 
由 于 在 不 动 点 (如 采 存 在 ) 上 有 > > Чи > 0, 因而 它 的 存在 
条 件 将 为 不 等 式 : 


19,22 = 和 А < =. 


нА — 1) (8.88) 


- 633» 


此 不 动 点 是 稳定 的 ， 因 为 在 共 上 《 报 揪 了 明显 的 不 等 式 : > s > 
K> 0) 


I S — së — 24 > 0, 2и = 22+ 2464—10) > 46 
ЕШ 0 = 44 < 15. 
这 样 , ЗП (8.88) 不 
满足 , 则 控 梅 尔 图 如 图 454 
ВЕЛ, ERLA HIES, 2 


上 ,所 有 扫 线 都 走向 静止 
线 豚 ”, 即 无 论 初 始 条 件 如 


| 
| 
| 
何 , 燕 汽 机 将 停止 下 来 . 
' 如 果 条 件 (8.88) 满 足 ， 
' MPR- E UAU 
Lio МАНЯ, WEKA 
amisa” 1 于 唯一 的 稳定 不 动 点 5 图 
点 的 
ы НЫ 455). 3892481881, ве 


上 存在 有 唯一 的 稳定 не 


кн RURU ах RIBER 1 有 次 ， нива 
(457). 此 外 , 在 粗 柱 上 ,还 存在 有 进入 “静止 线段 ”的 专线 (这 


1) ЧЕ &<0, RMATA ДЕ Е RRR GLA ЕН, 只 获 雪 件 人 8 .883 消 足 , 仍 将 有 不 动 点 存 
在 ,但 一 定 大 和 天 稳定 的 ,因为 当 АО 时 有 : 
drt ан 或 Ян” 


Ü 
< <, du >t, 


2) В АЧАА РТ FAA, В. ВОН ЕКО B s= 
А-1, хвоя = 一 1. ВН, МЕ аА, H FX НС 
的 窜 越 村 间 为 т, = 5 二 T EBR CLB 3525 + = P — R, BIZE PIL E Bh. TE 
ААВС АВЕ Е Я i£ ša ayak =; 

z£ = 2(z, + r) = 0 -5 


Ав, - 2) -e ,一 三 ) -2а-0 2], 


些 轨 线 不 与 半 直 线 U 和 UV" 相交 )、 因 此 , 当 条 件 (5.88) 满 足 时 , 我 
们 所 得 型 的 将 是 蒸汽 机 自 旋转 运行 状态 的 硬 激 状态 : 燕 汽 机 中 将 
建立 起 自 旋转 运行 状态 〈 机 器 主轴 具有 与 初始 条 件 无 关 的 旋转 周 


mis 


期 六 如 果 初 始 条 件 的 选择 得 使 相 点 于 = 0 时 ， 位 于 RRR” 


== н н 一 一 一 一 一 一 一 -一 


应 


人 上 -一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 


二 


Bus 1-Е ру” 
TZ R 
| 


Ë 


kl a 


U 
to 


=x] 


ЕАС Е А ВЕНЕВ ИХ ЛЕНЕ A “ba k by” BBT 
有 雪线 上 上 的 点 构成 的 ， 其 边界 线 为 址 向 (日 0) 和 (fr + Ony 0) 
之 轨 线 ;这 些 区 域 在 区 457 РИН). 

这 样 ,适当 选择 主轴 转速 调节 器 ,能 镇 定 蒸汽 科 的 工作 : 这 种 
调节 器 使 “恒定 ”负荷 的 燕 汽 机 的 稳定 工作 成 为 可 能 ， 对 北汽 筷 的 
工作 能 起 到 类 似 的 镇 定 作 用 的 还 有 这 样 的 负荷 ， 其 力矩 参 主 抽 转 
速 的 增加 而 谱 大 ， 这 种 负 窒 使 主轴 的 转速 不 可 能 无 限 增 大 , 否则， 
负荷 加 给 燕 汽 机 的 力矩 所 做 之 功 (每 转动 一 周 }， 也 必然 要 开 限 地 
增 大 ， 因 此 ,如 果 负 葵 随 主轴 转速 的 增加 而 增 大 , 则 共 汽 机 不 必 安 
装 任 何 调节 器 ,就 能 稳定 地 工作 . 

3. 在 与 转速 有 关 的 负荷 下 工作 的 燕 汽 机 .下 面 我 们 从 负荷 
是 由 王 摩 擦 和 粘 摩擦 力 所 造 成 的 这 一 候 刘 出发， 来 研究 蒸汽 机 的 
动力 学 , 即 根 设 负 荷 力气 为 : 
| Муза 22 + H 2. 当 22 = 0 时 ， 


dt 


Ми = м, #0 和 M =< M. 


É # 人 2 = 0, 但 M > Mb, 


其 中 M$ КИО, HAREA ЕЕ ЯНИ 
加 而 增 大 的 系数 СЫ > 0). Я, МЕНЕЕ Rh fa qui 
下 工作 的 ， 

在 这 种 负荷 下 ,蒸汽 机 主轴 的 旋转 方程 (采用 在 本 节 第 一 小 节 
中 曾 引入 的 变量 ) 县 有 如 下 形式 : 


Š = z, 2 = АР(9) — Fir, Э) — да, (8.895 
其 中 Ф(9) Я (е, 9 为 由 关系 式 (8.852) 和 (9.84a) 确 定 的 函数 ， 
H 
Ь = -= >] k= => 0, 
м 和 AMA] 


ПЕРОВ” Ө 则 仍旧 看 作 是 恒定 的 , 
在 系统 相 福 9, z 上 的 0 所 3 < x 带 面 上 ,方程 (8.89) 的 罗 线 
的 划分 展示 住 图 458 [; x<9<2x 带 闸 的 胃 线 划分 与 0558 < 
* 636 ° 


带 面 的 划分 完全 一 样 , 因为 《8.89) ALAA EE ЕГО, 
HRA 9 的 周期 浮 数 , 且 周 期 为 x。， 和 过 前 一 样 ,在 同 周 一 9 
ЕВЕ В: бол W = + 9 =< 9 < 25, ШЕ 
PERSAR, НЕ ЕЮ 
ЕЕ A RELIRE”, 或 转 
人 人 柱 的 上 半 部 :此 外 ,在 系统 的 
相 柱 上 ， 不 村 在 由 .上 半 部 转 入 
ТАГИ. НН, 同 本 
节 第 一 小 节 中 一 样 ， 研 究 这 种 
TEARRE R ЛОТО Н ДО А 297 
FOLTEBJEEPCSL СКЕ: S K 
其 周期 运动 问题 ), 就 可 归结 为 
研究 半 直 级 UC9 一 0,s 一 # 半 0) 
对 闭 直 线 U (95m, r= 2 0) 
а, ЈАРЕ НАНЕ Е 
半 部 的 系统 的 轨 线 记 实 现 的 . 图 š 

为 了 计算 此 点 变 措 的 对 应 函数 ， 我 们 来 研究 通过 半 直 线 上 .下 
任意 点 * КИНУ L С 458). ÆR (1): 0 =< 5 < Ə, s >= 0 
中 ,将 方程 组 (8.89) 积 分 之 ,得 出 此 相 轨 线 在 区 域 (1) 内 的 方程 ; 


z = a + (w — ajet, 


S = a + 2-и — a)(1 7%), 


а = 4—1 > 0. 
A 
Ж БО 88—06 НВ VO = @,= = x > 0) 
一 一 相交 ,因为 在 区 域 (1) 内 有 Š = = > 0, НЕЙ = = 0 的 
о<9< 6 ЕЖЕ #>0. ДЖЕТ LEAR (1) 中 
运动 所 需 之 穿越 时 间 以 т, 表示 之 , MEFR А6 л. E 
ERV PAER о, 显然 可 用 如 下 方程 组 来 确定 : 


" 637 » 


@ = pt + G — ali — e), 


r = а + (и — aden, 
从 得 到 的 方程 中 解 出 “ Жо, ГЕРА ОР U 的 
点 变换 П, СКОБА EE HPC hk (DD 中 的 轨 线 实现 的 ). 的 对 应 阔 数 
(以 参数 形式 ) 如 下 : 
| а — т __ æ — Ti 
а= afi і | v = [Ji + #==j| (8.90) 


1— е7 


其 中 
а 29. 09. 
а г 
半 直 线 忌 的 点 и = 0, HATET Ис 值 ,并 决定 于 方程 
P — 1 + en == = (8.902) 
(ВА r? > а), НЯЕРЕ И ЕЕ НА; 
e = s, = all — е7) = alr! — а) (8.505) 
(显然 , 0 < < 2). НХ, 
du 619 (ве — _ 如 <o 
ат, Ci — св 1 一 emh ` 
du _ — (ей — 1) — (a — тей 2 _ 
dr 《en — 132 яда 
以 及 


ds РЦ, {8.00 
йо іт; аг. # 
故而 * 和 和” 均 为 参数 一 的 单调 减 函 数 ;因此 ,坐标 值 x ЛД о 到 十 oo 
HEG, WETERE т Ни o, АЛИ BAAR e ЕН e 到 


十 吕 的 集合 、 还 应 指出 , 当 и = 0 (О р =p), u—s=ala— r) 
m, = + 0， 从 而 当 и = a Оо 8 РС) НАЯ 
| r= аи = 0 = a, о < т, < z If z < ç < а, 35 020) =< a 
Ни > ç > z, ДМ тр t Oiu, e Бо) ик z + ae, ДЕ 
Hmn ИАА В.Н ЖЕ 459 Б. 

НУ L ЗЕЕ У НС РЕ ЛБОЗЖСН). 9 = 9 < x,z2>0, 


* 638. 


在 这 里 其 方程 为 ; 
| r= —¿ + (> + hye”, 


2=0— bh + O ЕР 一 ea 


G = 2: 此 外 , 我 们 重新 选择 了 时 间 的 起 点 ,使 :一 0 时 3 一 6 


和 = 一 中， 如 果 轨 线 工 与 半 直 线 VW" 相交， 央 此 点 的 坐标 由 如 下 
方程 组 确定 : 
x= 9 — Žr + Ho +E етә), 


# = — b +- (v t b)e "a; 


o g 


图 459 

这 里 т, = А, HH в, НЕЙ Г ЧЕХОВ 
运动 到 半 直 线 UV" 所 需 之 穿越 时 疗 ， 由 上 述 方程 中 解 出 # 和 "我 
们 将 就 得 到 半 直 线 了 对 半 直 线 5 的 点 变换 П, СНЕС 
所 实现 的 ?的 对 应 函数 (同样 以 参数 形式 ): 

61-1 о s=] 14 вт | (8.91) 

e — 1 1 — z 

其 中 


将 对 应 于 z 二 0 BU z, Е пм, Воля 


е lrig (8.313) 
HEERE n = z 对 应 于 半 直 钱 普 上 的 坐标 为 
z = == ble” 1) = МВт (8.916) 


的 点 ， 显 然 , 在 半 直 线 广 上 ,只 有 vz 2 МА, TASH TPS PR 
《IID) 的 罗 线 变换 为 半 直 线 Fe 22 0) Ейч. ВЕ, т 
为 0 和 ”所 上 的 点 ,将 变换 为 "静止 线段 ”上 的 点 , 因为 从 半 直 线 
VV 上 的 这 些 点 出 发 的 针线 ， 不 与 半 宣 线 U' 相交 ， 而 落 到 静止 线 
в”. 


将 (8.91) 微 分 后 ,可 得 ; 
ан <, = — < 0, 
dr; се — | dT 1— e 
ЯП 
йи vr 一 ~ 
-一 一 一 ce > ü, (8.910) 
de H 


Яр z 和 ，” 均 为 参数 г, RARR, Am KER 7 EERTE 
域 4ID 的 轨 线 可 变换 为 半 直 钱 U НАЧ: v со ра, WATE 
换 参 数值 r, 的 集合 : 0 т, ті HT м — ç = — +, 
故 对 于 任意 的 0 < r, =< z, HB н <, — 28 (24 z, — +0 时 
we 68, Н о to) ЖА, BRRL (8.91) 的 图 
ЕЕ 460 Е. 

我 们 所 关心 的 “全 ”变换 П, BEER D A EER U 的 变换 ， 
ПЕ П, ЯП П, — > SE PK: 

П == П, - П, 

此 后 变换 的 不 动 点 (и = и = ú, e= p, т а Túi т: = Tj) 
РАБА СЫ РЕРИХ 
T), 显然 可 用 如 下 超越 方程 组 确定 : 

«р gm7 E] = [i + 27у 


1 一 т. — j 
|1 + 和 a | 1+ 25| (992) 
er :— 1 1 — ет 


* 640 ° 


(ВА, сваи Мори). 948.90 ЖК 8.916), 在 
不 动 点 上 : 

0 < du dat . йа 

йн йе de 

Wk, ЕЯ EE, Ju EE pa kE ЖЕНУ. 


G: 


аби < 1, C3.92a) 


DREPER” HIA 
图 460 
НРА k, A O 的 数值 不 同 ， 可 能 出 现 两 种 性 质 上 不 
同 的 情 记 . 如 果 系 统 参数 所 取 的 数值 使 得 s o. ИЕН 
没有 不 动 点 (图 461)2。 系 统 之 轨 线 与 半 直 线 忆 和 U 的 所 有 交点 
序列 都 是 有 限 的 ， 而 且 这 些 序 列 的 最 后 点 和 都 变换 成 "静止 组 恨 ” 的 
-ap ива. 
O 不 动 点 的 稳定 性 ， 可 直接 由 元 局 格 听 定理 中 导出 ， 其 唯一 性 出 可 以 从 如 下 分 折 
中 导出 ; 如 果 点 变 痪 刀具 有 车 干 不 动 点 , 则 最 低 限度 ， 对 于 其 中 -- 修 点 (根据 z 


Пе и ЕЩЕ -E 和 49 的 连续 从 ) 必 有 不等式 


dr да 
dy > dy 
而 其 据 (8,92a) 这 是 不 可 能 的 ， 

2) НТ wore 时 ,不 沦 r= гу 或 s oo, WA но, 因此 对 应 通 数 (8.90) 
和 (8.91) 的 图 诅 ， 如 果 本 在 一 个 图 上 ( 拉 梅 尔 图 》, 列 或 党 完全 不 相交 {此 时 变 换 
паж). ВА САА л АЛКЕН). НЕ ЕШ 
E ERA, Л НЕВУ. 


>ü, 


sgile 


图 461 
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图 463 


极限 环 


Р а И 
Е ЕУ Е 


图 402 


点 ， 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,系统 的 
PH she Bp k Л. "ВНЕ ВЕ”, 
ВП Е Еу 0ана PF. РВ 
停止 下 来 . 

ЖП e >> s ШАПА 
НК, ЭР 
BERUA U 的 所 有 交点 序列 (图 
462), иле. H 
it, ЖЕН БАНИ КЕ 
眼 环 ,环绕 圆柱 ,而 且 所 有 与 半 直 
Вот U” EZERT ELARA BA VT Mi 
G — чо ЕАК. EH 
TEIE, ВОР, НН 
“静止 线段 ”组 成 的 稳定 平衡 状 


D ERE, ШТ e =w 时 >u, fg о + БАН sn, ПИБ 
АСВ. 200ЖК 8. тоа, СЕОУ ВЕ, 如 果 画 在 同一 -个 图 上 (参看 
图 452), 至 少 必 有 一 个 交点 ， 即 变换 开 至 少 有 一 个 不 定点 ， 上 面 已 根据 不 等 式 
(8,9223* 证 明了 于 此 不 动 点 的 稳定 性 和 唯一 性 。 


‚ 642 


ж, ИЕР РНЕ У ЯНИЕ. ЖИМ 
这 种 情况 的 由 柱 的 轨 线 划分 ， 表 示 在 图 463 Е. RAIE ЯР 
钛 运动 的 定 肖 周期 显然 等 节 ( 采 用 无 量 纲 时 间 单 位 ) 
r = 2(F +), 
其 中 去 和 一 一 方程 组 (8.92) 的 根 , 它 们 决定 变换 卫 的 不 动 点 ， 
这 样 ， 巷 汽机 之 自 旋 转运 行 状 态 的 存在 笨 作 就 可 归结 为 不 等 


式 
wo > w 

或 根据 (3.90b) 和 (C8.91b), 归结 为 

(Ад 1)(1 — e) > e — 1, (8.93) 
RAAR ВЕРОНА ЈЕЛА Л, Д = РЖ. 4,9 
ЖА, ЕЕ РО ЛЕВИН, "ЗЕРЕН НИ ВО ЖЕ 
系数 ， 通 过 它们 也 可 表示 出 上 画 曾 引 人 的 参数 а, а, 5 ТВ: 

А 一 1 KƏ 1 2 
0). 


以 此 为 根据 ,就 可 以 取 三 维 参 数 空间 л, Ө, а СЕМИ, 取 其 一 


* 643 = 


部 分 : 4 > 1 0 < 8 <=, Á > 0), 并 了 研究 如 何 将 此 空间 划分 成 
蒸汽 机 由 旋转 运行 状态 { 栅 激 ) 的 存在 区 ， 以 及 任何 初始 条 件 下 都 
会 出 现 的 蒸汽 机 的 停 目 区 ,前 者 满足 条 件 (8.93), T) W| Wi Е 
些 条件 .这 两 个 区 域 之 分 界面 的 方程 可 罕 成 

(д 1)(1 — 279) = e" — 1 
和 方程 (8.90a) 及 (8.91a) : 


е @) = z — 1 — в, 
的 形式 ， 或 写成 参数 形式 : 


1—1= 7L! 
і. 
х 1 ез — 1 — т0 
— =] + 一 :一 。 
ө 1— 1 6 1 + (8.94) 
p = Ден ти + (Q И t+ ei, 
w 


PADER (8.94), ERNA TERRE sit zy ЯА ЗР 
À = 常数 的 截 线 "， 弛 分 界 左 表示 在 图 464, WTR 
它 参 数 4 和 站 固定 不 变 ) а ЖИ zt ER, В ЯП т ВУ, МНЕ 
的 上 方 将 满足 条 件 〈8.93)， 即 分 界面 上 方 为 燕 汽 机 的 自 旋 状态 的 
存在 区 . 


1) MRAHABA А1. 81-0 т, СЕ. ЭТТ A E ВЕ: 
的 一 组 如 人 入, RRMA i KE M E Ah Ө A, В ЕЛЕ ZZ ÉE Hn 
А = ИЕН F hi pA ns bn. 
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ВЕ И ЧЕ 


$1.51 Š 


下 面 我 们 开始 阐述 自治 的 似 保 守 动 力学 条 统 《 基 有 一 个 自由 
度 ? 的 定量 研究 方法 ， 在 这 里 ， 我 们 只 限于 上 且 究 最 简单 的 情况 , 具 
Н ЕТА Е ОПОН ТАЯК). ШН АЗЕ 
љети Bto Fe: 
£ + xz = nfr, Фу (9.1) 
蓓 引入 y=, 则 作为 两 个 一 阶 方程: 


D 51 9153 BAARS; 好 的 第 2 小 节 , 54 和 $7 的 第 1 小节 晨 他 新 写 的 . 
27 羽 谐 据 于 系统 的 运动 方程 ,加 采用 普通 变量 , 则 可 写 为 如 下 形式 ; 

s T wie = иг (o,f, в) (а) 
Hth т ЖИ], o ХДЕ, ”为 国 变 最 。 Pla А НЕ Е, В ВТВ 
数 ， 我 们 将 骂 它 不 具有 量 网 , JAG ВЕРО Z S Ek БЕРЕ R =p 3-2 BD ЕНЕ 


ER, ЗНА PEL É] ER zr = wr ВЕБЕ с 一 区 :其 中 t 为 基 一 
ша, GRA Ку г ARRERA CAm, ТЕТ ДЕ Та: 2, ДИР РЕСа аре 


为 如 下 形式 ; 
ï+tr=u = Fox, Рыбий: Н). 
或 令 
z (вол, Роу ы) = Их, $ p). 
则 得 2000 


¥ + z = их, 45р), 

诺 当 指出 АА ЧЕСТЕ А АЎ, C8》 ЗАНЕ Т EB | ET3E Ле 
Aoii m АЈ ИБА РЕ: 例如 ,在 引 人 小 参数 的 同时 , ИЕ РЕЛЕ KOP EL Sd 
Je ав. 

为 了 简化 挫 理 过 程 ,让 文中 低 对 于 方程 (8 由 Их; ны HEREA 
HE ,进行 子 理论 研究 .如 时 РСА, АВА, YZ Sk K Pp X ht xz 和 
HSA. ИГ ЕСЭ. DAR EHARA AA. ЯГА. 
C lah AFERECA Н, RER Нр KE, pE ЎСЕ, ОК 
Ева. 
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£= y, >= — x + ых, у). (9.2) 
QK м УХЕ, SARI EZERA. К, y) 
给 定 , 则 此 参数 的 大 小 就 决定 所 研究 系统 与 谐振 子 的 接近 程度 . 

-位 谐 振子 系统 的 典型 例子 (当然 是 在 一 定 条 件 下 的 ) 有 : МНЕ 
《图 465, a)i ERRE CE 465,6) 中 其 有 振动 回覆 ,并 采用 固定 偏 
压 的 电子 管 振荡 器 .此 入 振 荡 器 的 振动 方程 (忽略 屏 授 反应 , 概 流 
和 寄生 参数 ,包括 管内 电容 和 安装 电容 在 内 ), 我 们 知道 ,可 以 写成 
如 下 形式 ; 


图 465 


и бе 


ІС + (RC — МУСЕ, +) ^^ + # = 09. 
а" de 


此 方程 ， 若 采用 变量 变换 a= or, x = Z, 其 中 oo 一 一目， 

мо Мыс 
u 为 某 一 恒定 电压 《新 变量 c 和 x 均 为 无 量 网 变量 )， 则 化 为 方 
程 : 


2 + >= ull 4 оз(х) 14, (9.3) 


D LF BAS ü para F Ba shin ES P t ТИ, ВСЕ BARS- Мб 
过 此 方程 (参看 方程 (1.36))， ВРЕМЕН, ДВИНЫ ES #E PF B R: PN rd: 
(图 465, 6), 则 其 方程 : 


ri di ， ЕА di 
LC т + С FP + ¿í = ¿KE и), w = — M- 
СЕЗЕ БЕ $ 生 也 癌 样 可 以 妇 站 为 这 轴 友 程 ,方法 是 将 其 中 第 一 方程 微分 
HRA 
dr он 
М 
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其 中 p= woRC 为 振荡 回路 的 衰 碱 系数 、s 一 M (S, 一 5СЕ,) 


为 电子 管 特 轿 工作 点 处 的 互 导 )，*(z) 一 ЗАВ м2 为 电 于 管 的 
折算 无 量 纲 互 导 (sx) 的 量 级 为 1)， 显 然 , 当 

в = l, на = o M S, < 1 
时 ,方程 (9.3) 接 近 于 谐振 子 的 方程 , FEB, ЕТО 88 
以 及 振荡 器 中 的 反馈 量 都 是 足够 小 的 量 时 ?, 我 们 可 以 把 电子 管 发 
生 器 视 作 似 谐振 子 系统 . 

为 了 求解 足够 小 的 方程 (9.1)， 已 经 建立 了 一 系列 的 渐 近 
(近似 ) 方法 ,本 章 只 阐述 其 中 两 个 ， 缓 变 振幅 法 ( 范 德 波 尔 法 3) 
和 斋 卡 蒜 法 carm。 应 用 第 一 个 方法 可 以 求 出 系统 (9.1) 之 周期 
动 以 及 周期 运动 或 平 街 状态 的 建立 过 程 的 浙 近 解 ( 参 数 上 越 小 , 越 
准确 )、 第 二 方法 ( 席 卡 菜 法 ) MEREGA S e RANE 
式 求 出 方程 OD 的 周期 解 ( 即 原则 上 可 以 达到 任意 的 准确 度 , 只 
要 这 些 级 数 是 收敛 的 )?. 


m 


D Н 2 БОНО Ж ВО, ПИЛЫ 
ВАТУ. SLA SCY = ЗЕ, + sas) 一 5 = Зоо НН 
чыча ауана јаз, хамит AEEA 
31820) CSI TETEL У РАСТИ хо 的 SuCxo) EE, ха 在 我 们 所 
关心 的 x 值 区 间 内 确定 S(O 2809331. МИТ а ANST 
成 如 下 形式 : 

£ + z = l- RC — MS, + МФО, 
НН ТН ТАЛЕ p EY АЕ ТД, 
w| М5 一 RE «1 和 09537591, | 
НАПИЕ НЕЕ Е ЕБЕ, Ni B ННН ЧЕРВЕИ NB, 252 
и = амэ, — RC) 和 В = И, ИТР ВНЕ 
теа 
Как. Пу. 
2) ВИ aE BEF ЕН ода Ban Е ДЕН, 
E + x ых, <, 0), 

其 中 上 为 足够 小 的 正 参 数 。 此 外 , 这 两 种 方法 还 推广 到 具有 任意 自由 度 的 位 保 
FARCE ARAE BERO, 

ВЕЕ ЧЕ RIKE ED, EAE a, 语 
Пр WEN RU ORRA RE PEE, 实质 上 可 以 
说 是 本 章 所 述 各 种 方法 的 变形 ， 
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EBE м ДНЕ РСН (9.2), 可 以 采用 如 下 Br 
述 研 究 非 线性 系统 的 近似 方法 ， 并 称 之 为 " 垦 变 振幅 法 ”或 范 德 旋 
Кын. 方法 的 实质 在 于 ， 研 究 一 些 按 一 定 规则 建立 的 
В Ву а PPTP УЗЛЕ ЕЖА E (9.2)， 应 用 这 些 方 
程 可 以 比较 简单 地 求 出 原始 方程 的 近似 解 (参数 二 越 小 ,就 越 加 谁 
确 )， 们 如 ,寻求 方程 组 C9.2) 的 周期 解 问题 (寻求 相 平 面 x,，Y 上 的 
极限 环 间 题 ) 就 可 区 归结 为 寻求 守 方 程 的 平衡 状态 问题 ,而 后 省 却 
HRS, MIE, GER ATEA E ERE RA A, 08 
特 的 性质 这 个 意义 上 来 讲 ,是 研究 非 线性 系统 的 有 力 方法 ,这 是 因 
为 短 方 程 , 和 原始 方程 一 样 , 也 是 非 线 性 的 . 

下 看 我 们 来 建立 方程 组 (692 的 短 方程 

首先 应 当 指 而 , 当 м = 0 时 方 理 给 (9.2) 变 为 蓝 通 的 谱 和 振子 方 
程 ;我 们 知道 , 它 的 解 (可 参看 上 册 第 一 音 51 和 52) 具有 如 下 形 
A: 


х = CED8 + $sin: 
. I } (9.4) 
у = — аяр; Pcosz 
Е ( ) 
x = K cos(z — 3 
. ? } (9.5) 
у == — Кап (£ +3) 


(a 15 ВЕК ВУ ARARE, ARRENA EU 8 29 d M El 
ААН ННВ АНИ ДЕ ВНЕ w 二 1 运动 . 

下 面 在 “足够 小 (0 е ЕТКОН (9.285827 
时 ,此 解 我 们 仍 取 (9.4) 或 (9.5) 的 形式 ， 当 然 此 时 必须 认为 < 和 4 
(或 和 9) 已 不 再 是 常数 ,而 是 菜 种 暂 寺 还 是 未 知 的 时 间 函 数 (以 
后 我 们 将 会 看 到 ,它们 将 是 时 间 的 组 变 曙 数 )， 将 灾 量 *,y 置换 成 
a, (或 尺 ，9) 一 一 置换 成 “范德法 尔 变量 ”一 一 在 几何 意义 上 可 以 
解释 为 从 相 平 面 +,y 向 另 一 平面 ( 范 德 小 尔 变量 平面 ) 的 变 的 ， 此 
平面 以 信 定 角速度 o = 1 相对 平面 z, y 送 时 针 旋 转 (围绕 原点 ); 

. $43 - 


在 此 旋转 平面 上 а M 5 物 成 直角 坐标 ,KK 和 3 构成 极 坐 标 (图 466); 
$169.47 (9.5) a, БЖК, 3 以 如 下 关系 式 彼此 联系 : 
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a = Kcosg, b = —K sing” (9.6) 


方程 (9.2), 如 采用 变量 a, h, 则 有 如 下 形式 : 
da созу + db sin? = 0, 
а: d: 


— sin z 十 AÈ cos; = ніСасовг + b sin z, — a sin z + Bb cos 


dz 
或 
SE —асоз; + Рива, —a sint + 2505 1) sin z, 
M | (9.7) 
F: = п g cos z + bsin ғ, —a sin z + É sin z) cos z, 
НЕРВ Wa ВЕ а, b 和 # ЕЛ НРА C BJ JE] НА 
数 , 其 周期 为 2x)， 并 按 + ЧЕЛ E EB yE Zh Sk (CE ЕО а 


和 2 HARD ДП: 
1) BCS. GETH, В Ə МЕ 718) Ч eri se 7А. 
ДРМ, 4 o= Ü 时 ,， 相 点 在 相 平 面 *. y БИНЕ Ва НУ ,相对 
于 庭 转 平面 则 静止 不 动 , FPD, ш = 0 时 洛 乱 疙 尔 变 县 平面 上 的 每 一 点 都 是 平 
вх. 
. 649. 


= = {262 22 оа, bcos: + Ela, Б) sint 
t 
+ pa, b)cos2r + pka, bysin? + 5}, 
С9.7а 
2. =p EE а, bjeosit фа, р) аи 
# 2 


-十 Pala, Бусоѕ 2; + Pala, 5) sin 2: + 3}, 


其 中 pa, Р), G (a, 6), ФКа, 6) 和 Ф. Ca, В) ВАК 
— насоў + Раша, —asin: + 26951) ра 
LLK 
+ ија соѕг + Ваши, —a sint + 26051) соѕ; 
HERRAR a 12 ЕЧЕН). 


方程 组 (9.7)( 或 (9.7a))， 是 转换 成 组 变 变 量 "2 (44. 和 此 


与 # И) 后 的 方程 组 (9.2). 二 于 变量 变换 公式 (9.4) 中 显 含 对 
人 词 ; 因 市 尽管 原始 方程 组 是 自治 的 ,但 新 的 方程 组 就 已 不 再 是 自治 
方程 组 了 .从 包含 缓 变 变量 的 方程 组 (9.7a) Ш, 我 们 可 以 建立 
ВЕ: 

p Ра, 2) 2). db _ s D (9.8) 

q” 2 dt 
方法 是 弃 去 右 端的 所 有 "振荡 "项 ,或 者 说 ， БОН 
Е 99. 

所 得 短 方 程 组 (9.8) 的 解 ,在 上 足够 小 的 条 件 下 , НЕЕ ла 
“完整 ”方术 组 C9.7) 的 解 ,而 后 者 ,我 们 已 经 指出 过 , 则 与 原始 方程 
组 (9.2) 等 价 ， 因 此 ,加 果 找 到 短 方 程 组 的 解 a 一 2,00), Б = В), 
则 可 异 点 于 变量 变 措 公 式 (9.4) 得 出 方程 组 C9.2) 的 近 亿 解 (参数 业 
越 小 ,准确 程度 越 高 ); 

хоб) = aglr) coss 十 обр) sin, 

УС) = — a(z) sin; + b.Cz) coss, } (9.9) 
例如 ， 短 方程 组 mt == НЗ, aO 三 ЕАО НУР 
这 伺 节 ) 方 程 组 49.2) 的 正 芒 局 期 解 , 其 周期 为 2x. 

关于 短 方 程 组 的 反 亿 人 性质 的 证 明 , 我 们 留待 下 一 节 进 行 , 现 在 
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先 对 这 些 性 质 本 身 加 以 研究 (在 平面 a, 上 5 上 如 何 建 立 相 轨 线 )。 短 
方程 组 (9.7), 与 原始 方程 组 (3.2) 一 样 ,是 自治 方程 组 ,并 可 用 普通 
方法 进行 研究 ， 此 种 研究 在 极 坐标 К, 8 上 进行 特别 方便 ,因为 在 
此 种 党 标 中 , 短 方程 组 含有 可 分 离 的 变量 ， 

为 了 导出 区 极 坐 标 囊 示 的 短 方 答 组 , 我 们 利用 C9.5) 将 原 给 方 
程 组 (9.2) 中 的 变 基 *,y 以 范德法 尔 变 量 К, 9 进行 置换 ”: 


AK cos (s + 9) — K S? ¿nG — 9) = 0, 
de dë 


-2E in U + 8) — K A? ¿os (i +9) 
dr dz 


= sJ K соѕ( + 5), —K sinG: + 92] 


Б-д 822 эра. 
dr йг 


28 —вИК соз (74-9), —K sin ( 93] sin (2—9), 
їз а i (9.10) 
—=— J K cos l: + 9), —K sin (1+3) ] соб). 

dt K 

将 所 得 方程 组 的 石 端 按 显 含 的 时 介 # CRR и = £ + 5, 其 结果 一 
ВЕН ЖИ г 只 以 上 + a 的 形式 出 现 )? 进 行 平均 后 ， 可 得 六 和 
9 的 短 方 程 组 : 


Кафку, 9. = аук), (9.11) 
dt dz 
其 中 aa 
ФК» = -4| НК cose, —K sins] sin udu, 
woi 
1 f> (9.12) 
ШК» = 一 == | J| K cosu, — K sin u ) созыйы, 
Zek Ja 


它们 是 周期 画 数 《局 期 为 2) 


—} К cosu, —K sin u] sin u № 一 去 | [К cosu, — K ец] cosu 


І 以 变量 K, 当 表 示 的 短 方 程 当然 可 以 采用 变量 置 棉 (9. 人 由 类 方程 (9.8) 导 出 ， 


* 651 * 


Fe s RZE. REPARAR”, 

下 面 我 们 来 研究 短 方 程 组 ， 并 在 范 德 坡 尔 变量 平面 上 建立 机 
轨 线 ， 

首先 从 C9.11) 中 的 第 一 个 方程 开始 《此 方程 可 以 离开 第 二 方 
程 独立 研究 ): 


= ФСК); {9.11а) 

ВАР, ОБАЧЕ ЕРА s ВЕ РУНА ЕН 

的 相 直 线 上 的 位 置 和 和 性质 . 
AFRA EE E E 


或 | Ф(К) = 0 (9.13) 
1 2a . А — 
一 地 КЕ cosu, —K sin £) sin udu = Ü (9.134) 
НЫ. FEIS К 一 K,, ИЕ 
ФК) < 0 (9.14) 
或 条 件 ? 


D ЖЭг, ДЕЖ ЕЖЕ, 其 吉 边 一 一 方程 组 (9. DET ArH + 
展开 成 窗 里 埃 组 数 的 月 由 项 一 一 分 别 等 于 : 


Ф-- =” Reo + 3), - Ksin( + Ə)]sin(£ + E, 


R v=- z h [Kcos(8 + 3), -Kinë + 9)]cos(ë + S9)4š 
(Rahe K 819 AMEE) AE = = ë + 39, HAE Е 8k 23 = y Ja, 
Ара СЛ ЯЯ 20 mR ii: (9.125. 
应 当 指出 ,对 于 E х = рух, š, D 形式 的 非 自治 系统 ,也 可 用 同样 方法 
求 出 短 方 得 组 ， 即 首先 变 搞 成 组 变 变 量 。 然 再 将 所 得 方程 的 右 谢 按 显 依 的 时 间 
# 进行 平均 , 所 得 短 方 程 也 是 自治 的 ,但 是 这 时 即便 对 极 坐 标 天 和 号, 其 中 的 大 


变 也 是 不 可 分 离 的 。 
2) 确实 如 此 ， o 
ФК) = -去 А facos n sin ndu + |» sin? ибн 


l Ç” p: ， 1 í”, 
一 - =Ñ. РК sin и + АК cos и] cos tala 十 Fk f ён 


=l а соя а + -1 sin sdz 
ZK ан 2=K.Jo 
зя 
+1], 54 = 
此 ,根据 (3.13), 可 得 : 
ФСК) = 


l "л . 1 ал А 2 
sil, нна + I фин, 


sj СК; cos z, — I, sin addu, 
2л Jo | 
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Lp fO Kicosu, — K;sin uddu =< 0, (9.14а} 

PCK) > 0, 
则 是 不 稳定 的 . 
其 它 运动 , 正 象 我 们 知道 的 ,或 考 当 г > + 和 — — oo 时 
都 浙 近 地 往 向 平衡 状态 ， 或 者 当 1 一 + co 时 渐 近 地 趋向 平衡 状 
态 , 当 1 一 一 оо 时 走向 无穷 远 , 等 等 ， 
对 于 这 些 运 动 , 正 象 在 所 有 这 类 情况 中 一 样 ,总 可 也 求 出 其 解 
УЕ". 
确实 如 此 ,从 (9.115), 我 们 有 : 

É ДК 


и в) = |. ФСК)’ 
其 中 K, 为 1 = n R О НИЕ К: 
K = К (Е 5). 
现在 转 入 研究 (9.11) 的 第 二 个 方程 : 


49 _ UOK). (5.11b) 
dz 
这 里 应 当 区 分 两 种 情形 。 ЖАН 181388] , В 
ШК) = 0 
或 1 зя 
ZK | КК cosu, — К sin из cos udu = 0, 
在 这 种 情况 下 ,第 二 个 方程 可 直接 积分 : 
全 一 0 及 9 一 常数 一 9 
dt 


УТ РИН ИЕН АЕ ИН AERAR. MARA 
а НУ EL 2, НИЯ FR Re Br a BU. ,== 常数， 每 一 条 
直线 上 的 运动 都 相同 ,并 由 方程 (9.119 所 确定 . 在 以 (9.13) 的 根 
K = Ki 为 半径 之 加 同上 ,每 一 点 都 量 短 方程 组 的 平衡 状态 ， 在 图 


1) 美 于 这 些 解 析 式 中 所 省 的 积分 ,实际 上 基 否 鞠 计 算 的 问题 ,我 们 坝 在 未 作 研 究 . 
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467 БНЗ (а, Б 平面 ] 上 之 相 轨 线 的 图 象 的 
一 个 特例 ,其 中 方程 (9.114) 有 三 个 平衡 状态 ， 


ES 
М 
y 


\ 


ЕІ 468 


ЭПТЕ В ГЕ АА (9. 和 9 或 C9.5) 由 旋转 平面 a, b 变换 
到 静止 平面 z, у 上， 则 不 难看 出 ,平面 '* 5 上 出 平衡 状态 组 成 的 
加 ,对 应 于 平面 *,y 上 的 贺 形 极限 环 , НХ М К 468), jH 
点 在 任 一 半径 为 ;的 加 形 极限 环 上 的 运动 ,遵循 如 下 规律 ; 
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x = acos: + bsint = K; sin (z + 30)， } (9.15) 
у = — asin z + cost = — Kisin (z 9%), 
共 中 5 为 任意 值 。 EEH х, у 上 沿 给 定 极限 环 运动 了 时 初始 相位 
9. 的 任意 性 , 是 由 短 方程 的 平衡 状态 在 平面 a,b 上 构成 完整 的 加 
周 这 一 情况 所 痰 定 的 . 

很 容易 看 出 ;如果 在 平面 a,b 上 的 平衡 状态 是 稳定 的 , 则 与 之 
相对 应 钧 极限 环 必 是 轨道 稳定 的 , 反之 亦 然 ， 在 平面 *, 2 БЕН 
ВЕРЯ НТН ЛЕЗЬ, y КИНА, ЖИ, 或 
在 :一 十 co 时 ,或 在 z— — оо 时 绕 向 极限 环 ， 

现在 转 人 第 二 种 情况 , 即 РСК) =s 0 的 情况 ， 设 方程 POK) 
一 0 ЖЕТА, НЕНУЕ, Kortet, Ko 我们 并 假定 Kis Kas 
К, 中 任何 一 个 都 不 与 以 前 曾 提 到 过 的 Ko Кь ttt К, ЧЕ 
合 . 

此 上 时， 如 返回 到 方程 组 《9.11), 则 很 容易 作出 结论 方程 组 
(9.11а) 在 相 平 面 a,5 上 的 平衡 状态 对 应 于 圆 形 极限 环 , 其 半径 仍 
НЕ 改天 天。。 相 点 在 平面 a, b 上 沿 半 径 为 К, 的 某 一 极 
限 环 的 运动 必 潢 足 方 程 : 
= K = K, = ЖЖ, 9 = нку + S. 


а = K; cos [aW (K; Jr -+ 9), 

b = — Kisin Í (K 3): + 3}. 
所 研究 的 这 一 极限 环 是 否 稳定 ,取决 于 方程 组 (9.11a7 的 相应 
平衡 状态 是 否 稳 定 ,而 其 旋转 方向 则 决定 于 WCKi) 的 符号 . 

其 它 相 胃 线 则 是 螺 线 , 或 当 :> +00, 或 当 :一 一 co В}, Bš 

向 极限 环 (或 平衡 状态 ) (图 169)， 如 果 我 们 将 第 二 种 情况 也 转 到 
静止 坐标 上 去 研究 ， 则 将 得 到 和 第 一 种 情况 中 在 此 平面 上 得 到 的 
完全 类 似 的 图 象 ， 我 们 仍 将 得 出 一 系列 以 Ko Ka't, К, XË 
径 的 极限 环 ， 沿 其 中 任 一 K = Ri 的 极限 环 之 运动 由 如 下 方程 组 


TAE”: 


а 
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х = Kjcos|[1 + ECKO]: + а}, l 


9.154) 
у = — K;sin 111 + РКО 9%. € "7 


稳定 平和 


EL 469 


ДНЯ Б РОЯ BIN ZE, Eg- BJ ЖЖ kz ТЕ E: 
Ao = RE(R)， 如 采取 对 于 闫 的 一 次 近似 。 则 此 校正 量 对 应 于 周 
期 校正 量 + = 一 Iru (K;) ( 即 相对 校正 量 二 = — ак). 其 


НЕКЕ ВАЕ, ЖЖ, ЕЯ ES si E № 1K 
+= 0, y = 0, 如果 后 者 存在 历 且 稳定 的 话 。 

上 面 我 们 在 基本 相 平 面 z, y 上 ， 解 释 了 研究 二 方程 (方程 
(9.8), 或 方程 (9.11) 亦 是 一 样 } 时 得 到 的 结果 .现在 就 出 现 一 个 间 
题 : 这 些 结 果 究 竟 在 何 种 程度 上, 能 反映 原始 方程 组 (92) 之 解 的 
性 质 ? 

可 以 证 明 ( 一 艇 来 讲 ,这 岂 正 是 范 德 波 尔 共 的 根据 的 所 在 ), 借 
助 于 短 方程 的 解 所 得 到 的 相 平 面 的 相 轨 煞 划 分 ， 在 上 足够 小 的 条 
ET, НЕ Е УНИИ. А 
ВЯ >И E АНЯ F. УЕ, ТИХ, ВАПЕЛАЧЕ 
朋 :, 当 女足 够 小 时 ,方程 49.27) 确 有 接近 于 半径 为 K, СЖ 
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《如 果 方 程 ФСК) = 0 RAEI К,, НВ aü EARR HD, 
НАРНИИ Ж ФСК.) < 05, 则 这 些 对 应 于 局 
ЗВОН Shu Ка Е BU. 

ЗЕ РЖ РЕНО АЧА, АГН ИБТ НЯ H. 
Л. Йй) РЧ СПапалекси)% 来 证 明 , Я z д l. МЕНЕ 


大 的 时 间 间 陋 2 内 (D 为 任意 大 的 正 数 ), 短 方程 的 解 与 原始 方程 
组 (9.2) 的 解 ( 初 始 条 件 相同 ) 何 的 差 可 以 任意 的 小 、 


$3. 范 德 波 尔 法 的 理论 根据 


т. ет ВЖЕ. 为 了 十 明 
上 于 节 之 末 的 后 一 论断 ， 即 关于 用 短 方程 之 解 得 到 的 表示 式 《9.9) 之 
近似 性 贡 的 论断 ,显然 ,我 们 只 要 证 明 以 下 定理 就 够 了 : 

Ж а= aG), be 2С) 为 "完整 ”方程 组 : 
£= {ES Sipka, свт ga, b) sin т 
di i (9.72) 


可 = ев D> [ae (a 6) cos jtt (z, Р) sin п} 
t 2 i 


的 解 。# 一 aG), 5 = БС) 为 得 方程 组 : 


de je PLEH, 
о 2 | 


«0650 b) (9.8) 


T 
iz, DER WAE HENDER P: t= h Pf ав) == С), 
bln) = ei 则 根据 给 可 以 任意 小 、 忆 可 以 任意 


* =. `... 


зе и 


у 一 | < Ë, o — he < е 


D ЕЖ 55 КЕ, АП снова Elie N 期 的 
表述 工 , 丽 县 其 中 与 上 成 正比 之 项 的 系数 将 是 一 2xWCKiD). 
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Ф 
r= <, + Ë, 


首先 我 们 指出 , 70 ЯН (9.8) 借助 于 时 间 变 换 r+ = sz ОХ 
里 = 为 所 谓 " 缓慢 "时 间 ? 可 化 为 如 下 形式 : 


da __ фа, b) dh — Fold, р). 
йт 2 .° dr 2 ` 


因此 , 其 解 只 决定 于 “组 变 " 时 间 r 和 某 一 5 = 时 的 初始 条 件 . 
所 以 ,给 定 出 初始 值 аи), h0) MERKRA D， 同 时 在 
PH аЬ 上 也 就 给 定 出 短 方 程 的 有 限 相 轨 线 弧 aG), Б-Р 
< < a+ D) ниве. 这样 一 来, 我 们 所 提出 的 这 一 
定理 将 肯定 ， 短 方 各 组 的 解 在 此 短 方程 之 相 轨 线 的 任何 一 段 弧 上 
(在 a, b 的 有 限 变化 区 间 内 ), 都 具有 上 述 近 侈 性质. 

为 简化 锥 导 过 程 起 见 ， 我 们 只 准备 对 一 个 一 阶 方程 的 情况 证 
明 上 述 定理 . 设 此 方程 为 : 


Ba арба, г) (9.16) 
йт 

其 得 方程 为 : 
= 一 (a), (9.17) 


这 里 (о, D ABAR: 的 周期 函数 (周期 为 2x), 而 
Ka) = EÈ" FG, Das 


ХЕ z FHE 可 为 任意 画 定 值 )， 我 们 指出 , А Fla, г) 
可 以 写成 : 


F(a, r) = Ка) + pla, 1) (9.18) 
其 中 ,显然 pla, 2J г ПРИ НН: 的 平均 值 (a БЕ 
ЖАА РК, РЕЖ и г 都 将 有 : 

| pCa, Pas = o, (8.19) 


* 原 书 为 "或 ”一 一 译 者 征 . 
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对 于 我 们 所 关心 的 二 阶 系统 (9.7a) СИДЕ ЕЕ SRB ЕВЕ 
阶 系统 ) 情 况 的 证 明 , 与 下 面 将 变 进 行 的 证 明 ， 在 思路 上 无 任何 区 
别 . 
我 们 将 研究 “完整 ”方程 (49.16) 的 解 a = ke) 和 短 方程 C9.17) 
的 解 a = ao 并 假定 责 个 解 者 满足 同一 初始 条 件 : 
r= h Б, абд) = аба) = 2. 
Tm gW ТЕ, Æ = 的 其 一 变化 区 间 
la 1 < À (9.20) 
中 ,对 于 任意 六 Ў Са) 和 ЕСа, 1) (8 Ка) ЖП ба, г) КЕЕ, 
AF, НЕЗ Ж (Lipschilz) 条 竹 , 即 存在 有 这 样 的 正 数 M, 
P, 品 和 下 ,使 得 对 于 任意 位 于 (9.20) 区 闻 内 的 a, а’, a” 和 任意 : 
пле ао; 
Ка) < М, lgl, D| <Р, 
[oLan 1) — фб, | < Q a — а |, (9.21) 
IF(2”, 2) — Е(а,2)) < B]a”— a|. 
需要 指出 , шн (9.20) Ба) ЕРАЗ (а) fü Е(а, г) AF а 的 导 
数 是 连续 而 有 界 的 ,由 根据 拉 格 饥 日 的 函数 有 限 增 最 定理 ,可 立 看 
出 49.21) 中 最 下 两 个 不 等 式 必 然 恒 满足 的 。 
我 们 必须 证 明 : ЕЕ сан Е 和 D е 任意 小 ?， 总 


本 


о аа y 


s = è > è > + 


"ato 一 в(#)| < в. 
对 正 数 D Н ЛЯ: D 必须 这 样 选择 ,使 得 解 aotz) 对 于 任 
ËR t 和 所 有 满足 不 等 式 0 =< pti 一 t) =< D 的 1, Иня 
出 的 区 间 49.207, 即 使 得 : 
# 0 = аб а) =< D HJ 


|a(2) 一 有 | < A. (9.22) 


D ПАНЕ ИПИЕ А, AA са, o 是 + 的 连续 周期 医 数 ， 
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这 样 的 五 总 是 可 以 选 出 的 , РА ло) 只 是 С 一 hn) HA 
数 。 必须 指出 , 这 样 地 给 定 初始 值 了 和 缓慢 时 间 间 隔 D. 也 就 是 在 
短 方 程 的 相 轨 线 а 一 a (ғ) 上 给 定 出 某 一 有 限 长 度 鬼 线段: 由 此 可 
见 , 我 们 所 要 证 明 的 就 是 : SE (O) 在 短 方程 的 相 轨 线 的 整个 这 一 
线段 上 , 即 变量 а 人 有限 变化 时 , 可 以 近似 地 表示 解 e0) С н 充分 
МБР). 

为 了 证 明 我 们 所 提出 的 定理 ， 我 们 将 以 СР) 作为 零 次 近似 ， 
用 逐次 殖 近 法 寻求 方程 (9.16) 的 解 . 将 ¿CGO 代入 方程 са 
端 ,积分 后 可 得 一 次 近似 ， 


aa т | Fla, la. (9.23) 
用 同样 方法 可 求 出 二 次 近似 : 

абе т (Рабо), 04, (9.24) 
ЕЖЕ, HIP В: = 

as (2) == 1 + „|. Flasate), z] d, (9.25) 


我 们 知道 ， 如 满足 条 件 C(9.21), 则 imee) FE, ВВЕЛ 
Соб АЯ: абл) 一 2 的 唯一 解 a (D, 
下 面 我 们 来 逐次 地 对 a 一 a 进行 舍 值 ， 对 了 于 一 次 近 亿 我 位 


有 : 
a (2) = m + „| Fiakr), #1 ds 
+в] Маса + в | іа, la. 
但 a h 
пн асо] = aC, 
因此 ' 


абв) ағ) == в | pl akt), la, 
下 面 我 们 来 证 实 所 得 表示 式 有 端的 积分 是 有 界 的 . 令 N 为 比值 


D еза А РОД а) =, во 时 趋向 方程 已 ,16) 的 解 这 一 沦 断 的 
НЕВА, ЗИ 1131683. 
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二 的 整数 部 分 , 即 完全 位 于 积分 区 间 Ln, +] 内 的 被 积 函数 (以 


TARE z 为 自 变量 ) 的 周期 数 ， 
此 时 ,根据 (9.19) 将 有 : 
NT fatat 


> | plal), rldi 


pam ват 


+ 
十 | plakt), #14 
ам 


М1 ta 


=> | 


#=0 十 2 由 


(ега, 214 = 


{pl ао), z] — plati + 2zk),z]1 at 


+ | алм pla Сг), sidt, 
应 用 不 等 式 (9-217 及 拉 格 朗 日 的 函数 有 有 限 增 量 定理 可 得 : 
(plela, 1] 一 plakt + 2=К), 11| 
< Q| aG) 一 alra + 256) | 
< M O|: Съ + 2xzK)|, 


因此 ， 
ян А 
í 2 {pol mte, el 一 plato 十 Zek), lla] 
7 РАНЕ 
< имо | Е — Сю + Ir) jde = 2? M D, 
229 


[р plat, Паг) < 22M OD + 250, 


БҶ nN = D 和 | нм piate), 1 < RaP, 
这 样 一 来 ,将 有 


其 中 
S = жж M OD + 2P， 
REIER =, 
Я ТН aCe) a (2), ГЕ 


| 2:82) 一 akj = [аз 一 al + la 一 anl, 


|a (z) — аг) < zS (9.265 


但 


d: — A 一 в| ЕС, г) 一 F (ao ejat, 
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应 用 C93.21) 中 最 后 一 个 不 等 式 ,将 有 : 
ОЛО < B | |a, — ao| 4 
< BS]: — и! = BSD: 
再 此 我 们 有 : 
[а Се) 一 ааг) < ACT + BD), (9.27) 


Га) 一 et S< |a, в] + laz | + |4 а, 


£ 
las а = p| | IFCa, £) —— Fla 2014 | 
А _. 2 3 
<ав | Га = a| < eps ETEL < ps tapa, 
Fa ` ` 


由 此 可 得 


[аз 一 agl < asfi + вр + EPI |. (9.28) 
如 此 继续 推导 下 去 ,我 们 将 得 出 : (вру 
|a, er < aS 0 рур? 
_ (вру, (ВРУ ,om 
(ermal eus |1+8р- 1 | Cn — S| Ses . (9.29) 
由 于 lima, (2) 为 方程 (9.16) 的 解 ,因此 我 们 将 有 : 
|a 一 a | = п5е80, (9.30) 


Am Pr u Bum R, 例如 对 不 等 式 C9.21) 的 应 
用 ,只 有 在 保证 所 有 函数 a (2) 都 位 于 上 述 边 界 内 部 ,如 有 : 当 
= — а) =< D 
时 
< А4 (9.31) 
成 立 的 情况 下 , 才 是 合 
我 们 来 看 - kiwisa 显然 ， 根 据 不 等 式 (9.22) 
必 存 在 有 这 样 的 数 da > 0255, 使 得 对 于 所 有 满足 
0 =< н(е — д) < D 


的 :都 有: 
[а — n| < £ — a, (9.32) 


D ЛУННАЯ Иа p ARED а, 
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再 研究 a(#), 则 根据 (9.26) 将 有 {对 同一 些 : 值 ); 

late) 一 ni < [a 一 42] 十 laa 一 了 | < fus 十 4 —а|, 
出 此 可 内 导出 ,为 了 使 aG) 满足 不 等 式 (9.31), 只 需 使 45 < a 即 
"J, 

其 次 ， 

[ak — n| =< |z; во] + |a т) 
«|6501 + BD) +4 — al, 
PB: 268 [а — n F 4, А 
ustl + BD) < a, 

这 样 一 直 推 注 下 去 , 则 不 难看 出 ,只 要 Se < а, WEEN 
做 的 估 值 者 是 合理 的 . 

К, ЖІ є 如 何 小 ， 总 可 以 指 出 这 样 的 =, ВЕРЕЯ 
ЕЛА pCi 一 如) = D 的 * 我们 都 能 得 到 : 

pse? < a (9.33) 
# 
lalt} — ао) < nSe22 < в, 

AREN, ВА НЕЕ ВР дев 
一 个 就 可 以 了 . 

这 样 就 证 明了 我 们 提出 来 的 定理 ， 

车 对 方程 组 夺 端 的 性 质 采 取 类 似 的 假设 ， 则 可 以 用 同样 的 方 
法 对 二 阶 方程 组 《9.2) 证 明 本 小 节 开 始 时 所 提出 的 定理 ， 如 时 下 
绥 变 变量 а, b 转 到 变量 z. y, 则 显然 可 以 作 如 下 论断 :; 

RER- KRA AAA, ДЕ В ХНА 
程 组 


中 最 小 的 


£= y, p= — z + ajl, y) (9.2) 
HEIRE Кл, y) 为 连续 、 有 界 , 昌 满足 李 普 着 辫 条 件 (或 其 对 于 > 
У СЕ: ИЛИК 


1) 对 于 需要 转换 成 组 变 变 量 的 方程 组 (方程 组 (9.7) ФЕЙ, 这 些 条 忻 可 
以 保证 其 右 端 的 韦 续 人 性 和 有 界 性 ,并 保证 其 满足 李 普 希 殖 条 伯 ， 
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02) aalr) cos z- b (z) sin r= Ко) сов [z + S.Cz)], J (9.9 
у —a(t)sinz + бо) созі — K.G) sin [25-90] 
Cale), бе) 或 Ко), бг) 为 短 方程 组 C9.87 或 《9.11) 的 解 ) 和 方 
程 组 C9.2) 的 解 x = rG, y = y(z) 满足 相同 的 初始 条 件 : 
р = д 有 时 хо) = холд), PE) = уе); 
iit, RER Я 绘 定 的 正 数 s 和 DY, 总 可 以 求 出 这 样 的 是 够 小 的 


. - + è ù r p e > W. 


0 < иб: — 6) < D 
Е Е 
аб) 一 р < 8, |) уои) < e, 
2. 研究 定 态 状态 振动 时 应 用 范 德 波 尔 法 的 根据 .现在 我 们 
ЕСК ФК) = 0 а K; ко == 0), HUA 


D 5 可 为 柱 意 小 , ПОМ КАНЕ ЭЕШ ОС ооо ВЕ 
REDEE A, 
+ 664 。 


在 根 K, BJ р). 75 (9.2945 Ке, у) 具有 
连续 导数 . 则 此 假设 显然 成 立 СЕЛА, (9.148) 及 与 其 有 关 的 脚 
€). 
为 了 确定 起 见 , 假设 对 于 方程 Ф(К)=0 HAR К, 有 ФК 
< DD ЖЕ K = K, Ца Ану 
69 (9.11а) 


的 稳定 平衡 状态 , 而 在 相 平 面 >, y IFEA ЈУНИЈЕ 
限 环 -一 一 以 K, ХВА. 在 此 圆 疝 附近 取 一 任意 的 足够 小 的 
Е АВС 470), 使 其 中 :, 即 在 玉 — s = K = K, + s XJ A: 

ФСК) < — В, (9.34) 
НВ 为 菜 一 正 数 ; 这 一 要 求 永 远 可 以 作 到 ， 因 为 D'K И 
и, Н b'(K,) < 0. 


图 471 


研究 相 平 而 x, у 上 方程 组 (9.2) 的 相 轨 线 r; 
д = (+), у 一 yA 
以 及 短 方程 纪 的 相 轨 线 T。: 


D O P(KO>0 的 情况 将 开 以 一! 置 找 z УВЕРЕНА. ФК) =0 的 情 
视 不 可 能 出 现 , 思 为 天; EHE ФСК) = D Же. 
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xlr) = KC) соз [e + 9.0)1, } (9.9) 
y (2) = — Kole) sin [: + Ie) la 
并 设 此 二 相 轨 线 通 过 ( 设 于 : = 0 时 ) 同 一 点 A0, К, + 的 《这 里 
А-В, K.G), WO 为 短 方程 组 C9.11) 的 解 )、 相 轨 线 p, A 
— #98, 当 :一 十 oo ЦНИИ = + = KR。， 因 为 根据 (9.34) 当 
K, = K = K, +e 时 有 
ФК) < —A(K — Ki) =< 0, (9.342) 
因此 ,Kolr) ВИНА, 并 当 上 -> оо 时 趋向 于 K, ATES 


择 这 样 一 段 绥 慢 时 间 同 阿 D, 使 得 :一 О 时 Ко) 一 K, < š, 


并 使 相 轨 线 Г. 经 过 时 间 赣 隔 他 后 国 绕 原点 的 旋转 多 于 一 周 了 
根据 本 节 第 一 小 节 中 提出 的 定理 , 必 存 在 这 样 的 x 一 Ce,D)， 
асс), yG 1 在 全 部 时 间 邮 隔 0 < С р 内 ， 不 超出 点 


5%), СЯ = 45. ЗЕЕ (9.2) 中， 我 们 就 取 这 样 的 天 


的 数值 ， 当 “ 取 此 数值 时 , 相 罗 线 了 上 的 点 | * (2). (2) 
将 位 于 图 ry — К} 的 给 定 e 邻 域 的 内 部, 而 相机 线 开本 身 刚 
必 将 在 时 间 间 隔 0 < ; < 2 内 围绕 厌 点 旋转 一 于 以上， 由 于 7 


是 自治 系统 (9.2) 的 根 斩 线 ， 不 可 能 由 交 , 因此 它 和 3 轴 的 第 一 个 
交点 ti > ü 时) 一 一 点 5 一 一 的 纵 坐 标 将 是 

yz < K, tE, 
因此 ， 通 过 闭 曲 线 AB CA (471), OEH $R ШАН 28 T BJ SRB 


1) 根据 (9.34a), 当 KAKEK; + e 时 
AK = Фок AK ~ KOD, 
即 对 于 柜 轨 线 Fo, 有 : 
ОЕ.) — Kee ht 


РН ПТР GIRAR tE m EEE DR D = Lin 2, ЕЖЕ Го 
г 
ЕЕК, E а АЕРА БААУ м, 刘 可 以 大 任意 的 。 
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ABC FY Е C4 组 成 ) 系 统 (9.2) 的 相 轨 线 只 能 进入 :增长 
时 ) 此 曲线 所 围绕 的 区 域内 部 
用 完全 祖 同 的 方法 可 以 画 出 另 一 闭 曲线 ABCA, HR A 
(9.2) 的 相 轨 线 的 红 В,С, 《通过 4100, 一 K, =) Ë y 轴线 
B САНА ЗНАНИЕ, 系统 (9.2) 的 相 轨 线 只 能 进入 (也 当 + 增 
加 时 ) 位 于 此 曲线 外 部 的 区 域 

这 样 一 来 ,在 相 平 面 z,y 上 就 造 出 环形 区 域 G6, 以 曲线 48C4 
和 ABCA 为 其 边界 。 方程 组 (9.2) 的 相 轨 线 不 可 能 越 出 此 区 
ОЗЕР. НЕВА оу, 故 根 
据 二 阶 微分 方程 定性 论 的 定理 (参看 第 六 章 $ 2) 在 此 区 域 。 即 加 
ау к} 的 6 邻 域内 , 必 存 在 方程 组 (9.2)( 若 迁 取 上 述 #* 值 ) 
的 稳定 极限 环 . 

关于 方程 组 (9.2) 在 图 =+ = K СНИП K, 为 方程 PCK) 一 0 
的 根 , 且 DCK) > 0) 的 邻 域内 。 当 上 足够 小 时 ,具有 不 稳定 极限 
球 的 证 明 , 将 * 以 一 : 代 共 ,就 可 归结 为 上 述 证 明 ， 这 这 样 ,就 证 明 
TARDY 2* 中 所 提出 的 定理 

在 本 小 节 的 结尾 ,我 们 来 证明 ,当心 足够 小 时 在 加 К) 
的 小 邻 臣 外 部 ,方程 组 (9.2) 没 有 极限 环 ， 换 句 话 说 , 我 们 将 证 明 ， 
确定 出 方程 ФСК) = о 的 根 К, GUERIA RR), AHR 
到 方程 组 (9.2) (и 足够 小 ?的 所 有 极限 环 。 更 确切 些 说 ,我 们 将 证 
明 如 下 论断 : 

# o < R. < K < R, 时 OK) = 0。 出 总 存在 沪 样 的 尾 名 


1) 方程 组 (9.2) 的 相 轨 线 下 可 能 与 同一 上 方程 组 的 相 轨 线 丁 的 强 4BC ЗЕ, ПЕ У 

hç Ez CA F, # = y>0, 

2) рр, ТРЕВОР РТ xz 轴 上 接近 原点 的 地 方 ; НЯ 
Заре F bae: 

—x + ых, О) = 0, 

3) ДЕЛЕНИЕ НЕНИЯ Y w Ri T — B EA ВЕ R REEE. 对 任意 
НН НН ЕВА ТЕ H Ч. ар (Боголюбов УЕ в 
ризы, 

* 原 书 为 iR HE, 
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小 的 参数 值 a", ERE 
Зем, 
的 所 有 方 稳 组 (9.2) ЧЕКИ R: 
Ri = z: ty Р} 
ВАЛЫ. 

ЖЕ, М R S&K = R, 时 ою > 0. ЖЕ, HF 
ВАХ ФСК) 的 连续 性 (这 是 很 明显 的 ,因为 Кох, у) 为 连续 函数 ) 必 
FERREE е ЖФ, 使 得 当 В < K = R, + s 时 ,有 

ФК) > Ф > 0. (9.35) 
АЕ ЕРА (9.2 ЖЕНУ х, y БКНЕ у: 
x = rl), у = уб) 
МЕНЩ yo: 

z (z) = K Ge)eos[; + 95(8)], } 

С) = — K.G) ма [z + ofl) |, 
НУЛА х2 + у? = Ri 上 上 的 基 一 点 (图 472) 开 始 ( 设 
f 一 0 时) HTA НЕМ Е R, =S K s< R, +e 上 的 解 
K = Ку), 显然 有 : 


< > u, > 0, 
EZ K.G 的 同一 变化 区 间 上 (有 0), AFHR r 有 : 
К.) > R. + 13 
因此 ， 
Rte- В Bp D 
当 р = a, и (2) > к, + E, 
КОЖНЫЕ yo ТАА 0 < :去 2 еши к, 并 越 出 


Я х2 + y = CR, +в ВЗ, 
但 根据 本 节 第 一 小 节 中 曾 证 朋 过 的 定理 ， 必 存在 有 这 样 的 
ра == ple, D), 使 得 对 于 任意 的 0 < н в fE S ËJ o =< = 


* 原 书 为 “在 在 足 艇 小 的 医 数 芒 4:0<py 志 me， 使 得 方程 组 (9.2)…* 一 一 译 者 注 ， 
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名 ,方程 组 (9.2) 的 相 点 LxCz),y(r)] 沿 相 轨 线 7 运动 时 ,都 不 可 能 


BESI), yI 2 邻 域 +， 因 此 ,经 过 时 闻 间 隔 o=; <5 


АНЯ у, 而且 方 程 组 (9.2) КАН y typy і R R, 
越 由 其 边界 . 


图 472 
由 于 环形 区 域 R 不 含有 方程 组 (9.2)(& 取 足够 小 值 } 的 平衡 


状态 , 故 其 中 如 有 方程 组 《9.27 的 闷 入 轨 线 (极限 环 ), 则 它 必 是 环 
RAA а? + у? = Ri Я). 但 方程 组 (9.2) 绝 不 可 能 有 这 样 的 极限 
Ж, 因为 阁 此 种 极限 环 存在 ， 则 必 将 与 同一 方程 组 (9.2) 的 相 轨 线 
7 相交 ,而 这 是 不 可 能 的 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 : 当 鼎 足够 小 时 , 方程 组 C9.2) 具 有 接近 
T 7 + у = Ki ARRES, 其 中 К, 为 方程 BK) 一 0 的 单 根 ， 
此 外 则 没有 其 它 极 限 环 ”, 
* 图 中 小 现 的 直径 2 原 忆 为 <e* 一 一 译 考 注 ， 
D 对 于 当 REKER 时 ,PCK)<0 的 情况 ,其 证 明 方 法 完全 梢 同 ,只 是 在 这 种 情 
š F А > 和 7 的 初 娘 点 应 选择 在 回 周 хе + yt а RE E, 
2) 我 们 对 入 系统 (9.2X《 央 方 程 ФСК) 一 0 -REER 证 明了 这 
一 论断 . 
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到 这 里 我 们 结束 对 范 德 臣 尔 法 之 理论 根据 的 师 述 ， 并 开始 应 
用 这 一 方法 研究 某 些 自 据 系 统 . 


$4. 范 德 波 尔 法 的 应 用 


下 而 我 们 应 用 范 德 滤 尔 法 ， 来 研究 屏 极 或 椰 极 电路 中 含有 据 
HEME TAR РЯ С 4652, 并 和 往常 一 样 ,忽略 屏 极 反应 及 
ЯНЕ, 

Pria 29 ЕАО JE: ЖАК 

RC < 1, 
РИ anh En ir GERA $ 1) 如 下 万 示 的 似 谐振 
子 的 方程 : 


z + x= pl astr) ja, (9.3) 
其 中 = = ZG HIRE IR), и = ooRC < t, «= Ma 
为 振 落 器 激励 系数 ，x(e) = Yeu er) 为 振荡 器 电子 管 的 折算 
无 量 纲 互 导 . 
НВС ТА, 
4 = = KOK), = pE (Kk), 
НЕРВА ВИ ХНА, 


OCK) 一 二 全 [一 1 + «(К cos E)]K siñas 


— Kf [—1 + «(К cosg) ] НЕЕ, 
而 基于 被 积 函 数 为 奇 函 数 ， 
ECK) = Г ра соев) sin сова = 0, (9.36) 
BGT LICE TERRENT BA СКО) = 0， 而 自拔 


的 周期 ORAA ве? 阶 项 ) 则 与 振荡 右 振 落 回 路 的 加 有 振动 对 期 相 
ECR 一 0 时 )。 
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1. 软 状态 下 的 电子 管 振荡 器 ， L) ZO S N Kau rh TE 
特性 : 
fs = КЕ. + n) =: Sa tt Su Зән, (9.37) 
此 时 ,特性 的 互 导 则 为 : 
dia 


S(E, + и) = А = Sa 2518 一 3529, 
й 


z 


设 # 二 ио. 我 们 将 这 样 末 选取 电压 比例 尺 mm。 使得 а 的 系数 等 
FLE: a= Г. ЖЖ, ERATE О 即 可 化 为: 


ЗС) = 1 + Вх — x2, 
其 中 


в. = 全 йу. 

如 果 电 子 管 特性 是 对 称 的 , 并 以 多 项 式 i = int Sa 一 Si 

来 逼近 , 则 电压 mm 具有 特性 的 “饱和 电压 ”的 物理 意义: s= + r 

时 S= 0。 三 然 此 多 项 式 只 有 在 |z| < a, BU || < 1 时 ,才能 
近似 地 表示 实际 的 特性 . 


图 473 


AH optar Pn PI Аза, 则 电子 管 振荡 
器 ( 当 moRC «1 时 ) 之 方程 可 化 为 如 下 形式 : 


D 在 平衡 忧 坊 处 特性 曲线 的 互 导 so>0; 此 外 我 们 还 假设 8:>0。 后 者 可 保证 当 
ll 增加 时 Cel TBA TE SCE + s) 诚 小 ,这 正 基 实际 电子 管 所 具有 的 特 
点 ， 
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£ + >= = z=[—1 + all Вх — О, (9.38) 
ННОолОЯЮ ЕЕ, ЗААВ АЕА K M 
9, 好 可 化 为 


кк К] 49 _ | 
| i | 1 9. (9.39) 
在 平面 z, y БЕВ, ВСН 
ФСК) = Eja —1— £] -0 (9.40) 


确定 。 这 里 可 能 出 现 两 种 情况 ， 若 a< L, М $ < RC СЖМ 
足 振 荡 句 的 自 濑 条件 ), 则 方程 (9.40) 具 有 玲 一 的 实 根 K = 0, E 
对 忘 于 电子 管 振荡 器 的 平衡 状态 (40,0)， 此 平衡 状态 是 称 定 的 , 因 
为 当 a < 1 时 


P 一 — < 0, 


АЕ, АТАРА ЯКЕ К, НЧ :一 十 co НН 
УР УЖ. РЕЖ, EHEM <, y 上 我 们 将 得 出 
ВЕ (Ч 474, a) 一 一 无 论 初 始 条 件 如 何 , 振荡 
器 中 的 振动 祁 将 雇 减 ,并 建立 起 平衡 状态 ， 

当 a> ICMS > ЕС), ЊН, пСО ло) А. 
有 两 个 使 我 们 感 兴趣 的 模 : 


K=0 和 k=2 к, 
= 


р нок ори —k; Dl Atun E: 
[—1 + etl + В.КсозЕ 一 Кой Е] Кио, 
接 寺 取 平 均 信 求 得 , 即 ; 
ФСК) = Kila — 1D)sin"ë + аб, Коза? ~ awK'cosiesin?8] 
Сахан ЯП АЧ, ВЕ КИ ла Е S РАЕН). 
HT 
Е ЕЕ 1 1 


stun2Ë = -一 。 cossin ë == sn 大 cns 者 = 0, costËsintË = сома Е = 二， 


2 4 8 
A 


200) = E| = -i - 5 к). 
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其 中 第 一 个 根 对 应 于 不 稳定 平衡 状态 40,07)。 因 为 此 时 
P) 一 “二 1 — 0. 


第 二 个 根 对 应 于 半径 为 


до je—l_, [us—Rc 
K, = 2 a 2 MS, (9.41) 
的 极限 环 ,而 且 是 稳定 的 ,因为 | 
ФСК) = — eE <o. 


其 余 相 轨 线 可 分 为 两 类 :; 其 一 为 :> 十 co 时 由 让 部 统 向 极限 环 ， 
1— — 00 时 走向 无 眼 远 的 相 轨 线 ; 其 二 为 上 一 十 co HN Ei A BE 94 
向 极限 环 , :一 一 co 时 趋向 平衡 状态 的 相 轨 线 ， 我 们 得 出 最 简单 
的 软 状 态 下 的 和 良 振 系统 所 特有 的 相 图 {图 474, 6) 一 一 不 论 初 始 条 
件 如 合 , 相 点 都 渐 近 地 们 一 + oo 时 ) 趋 向 极限 环 , 这 相当 于 在 振荡 
器 中 似 正弦 周期 振动 自拔) 的 建立 过 程 , 


Я w боя 


图 474 
Вале TRR E Ко, 若 采 用 有 量 岗 单位 ， 则 显 


然 等 于 
U, = uK =? 1М 5 — КС. 
D geo 3M S, ` 
H RARES д’ 阶 项 ) 等 于 2x НВА), НХ СК» 
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= 0, 若 采用 普通 单位 , 则 为 
T = 2av LC. 

如果 从 革 一 参数 和信 «>: 开始 连续 三 小 此 大 数值 ( 例 如 碱 小 
反馈 系数 好 ), 则 极限 环 的 半径 也 将 连续 地 减 小 ,并 当 a 一 1 时 趋 
aF, 4 a = 1 时 ,极限 环 消 失 , 与 不 稳定 焦点 相 汇 合 , 并 把 自己 
的 稳定 性 传 给 焦点 ;我 们 看 到 ，e 一 1 DEAR a 的 分 枝 值 s， 如 
果 将 e 连 续 地 由 a < 1 ЖЖ] «> 1, Шо «一 1 时 出 现 自 
ў, ЕЕЗ Е НЕ 
ХӘ, ман ЕДЕ, 
振动 振幅 逐渐 连续 地 碱 小 ， 达 
到 零 , 自 振 消 失 , 于 是 振荡 虞 就 
ЗЕ ЕЕ ВИ (图 475), 
自 振 的 这 种 发 生 的 方式 称 为 月 
振 的 软 激 《〈 在 这 里 是 由 于 “的 
变化 引起 的 )， 它 与 硬 激 不 同 ，、 
在 后 一 情况 中 :尽管 我 们 连续 缓慢 改变 参数 ,但 自 振 总 是 突然 出 现 
的 ,而 且 共 振幅 也 立刻 就 达到 有 限 什 ， 

现在 我 们 应 用 短 方程 来 寻求 用 雇 拱 述 振动 建立 过 程 的 近似 解 
析 式 (我 们 将 假定 a > 1)， 将 方程 组 C93,39) 积 分 后 , 可 得 六 


К, 99 = Ж 


图 475 


《这 里 5 为 任意 常数 ， 决 定 于 关 的 初始 值 ， 例 如 , 当 = 0 ЕК 
值 ; 不 难看 出 ,一 1<C = + co), НИ, ЖНА х, y WAY: 


O 对 于 所 研究 之 情 识 的 分 技 值 理论 ,将 以 一 般 形 式 在 本 章 SAO Ш. 
2) КЕНЕН ЕЕ. 
3) 方程 组 (9.397 中 的 第 一 方程 ;, 作 变换 = = К", PH AEA Pa: 


š 
2а + нба — De = =E, 


нЕт 
K = Ке + Ce 


D т, нба — 1) = o CMS, — RC) Bh ИАТА Е ОТ, a НО se 
ЗУ. 
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Косов (a + So) 
xG) VI + crua? 
усу = — Kasil + 9з) 

可 以 说 , 这 就 是 方程 组 《9.38) 的 通 解 的 近似 表示 式 ， 因 为 这 
BANMER RSC CH a 《我 们 指出 ，C = 0 对 应 于 极限 环 ， 
C=% 平衡 状态 }。 МЕЕ Тіна: TRE 
ВАЗЕ BJ ЕАН (9.37) 中 含有 的 二 次 项 , 在 通 解 的 零 次 近似 的 表 
示 式 中 却 完 全 没有 出 项 ( 它 的 影响 只 表现 在 其 后 的 近似 中 7，、 这 是 
一 个 共 司 特点 , 它 不 仅 对 于 二 次 项 ,和 而且 对 于 特 线 中 的 性 意 偶 次 项 
П, ПЕРЕ Е 35 MARREN, MERER Ч 
ИОНЫ КАСА ИИ. ЕТЕД ОПН А2 iF52 814292 89 (2 
ЕН ЛЕ Неза, АЕ К Н 
ИЕ НСНУ). 

2. ЛАЗАТЬ. ”我 们 来 重新 
研究 上 壕 电 子 管 振荡 器 ， 查 取 另 外 一 种 更 加 准确 的 表示 式 来 通 近 
E ГЕЯ, В: 

£a = i L Su + Sa + бе + Sa — Su, (9.43) 
此 时 ,对 于 特性 的 互 导 我 们 将 有 : 


S(E, + s) = s = S, + 25, + 35? + 453и 一 55", 
£ 


(9.42) 


设 # = uor, BR m = Se, TA 


(х) = SCE, + иок) ` nor) = | + вх 十 Br: А В — tD 
$ 


MERITA ВЕНЕ TAR АЕН РЕ АП ERA: 
1) Sa 5.>0, 其 它 系数 的 符号 可 以 任意 。 条件 5,>0 可 保证 1#| ДНЕМ 
ACH lu EBAR, 下 面 我 们 将 会 看 到 , 这 对 于 稳定 自 振 的 存在 是 必要 的 。 当 
电 ТЕТЕНШЕ РЕ, 140» Sos Si, Si, 53 和 ay ш УЕ Е, 有 关 ， 


25 39:8 GEET 
Denie, пе й, рус ый, 
ü 


£ + z = ull tall + Вх + Bx + Вх? x )lz, (9.44) 
根据 (9.11) 和 {9.12), 短 方程 组 将 为 : 


dK dð 
— пФ(К), = = 0, 9.45) 
dt иФ(К) dt ( 


其 中 K 1 ЁК? кў 1} 
eo- fezi ee- E]. 
方程 ФСК = 0 永远 具有 有 根 K 一 0, 这 说 明 原 点 永远 是 平衡 状 
%. ЖТ 
vo) = 21, 


Кост 时 此 平衡 状态 稳定 ，w > 1 CMS > RC 时 , 此 时 振荡 
器 中 发 生 自 激 ) 时 则 不 稳定 ， 方 程 ФСК) = 0 ПКЕ 
示 极 限 环 半 径 的 根 , 显然 为 双 二 次 方程 
K ВК а—1..0 (9.46) 
8 4 = 
的 根 , 它 不 可 能 有 两 个 以 上 的 正 根 . 
为 了 图 解 此 方程 , 在 而 出 的 图 上 (图 476) 以 横 轴 表示 у = 


g 1 да p= КЪ (ЖИВ). ЧЕН КЛЕ 

Ш, b (9.462352 ER.: 

9—1. K' _ В, о _ Bo (9.462) 
x 8 4 8 4 


Y 


D ФСК) =КЦа 一 Ljin¥ + ов, Kcosësin + mBKicos'Esin'§ + 
TapaKeos Enni" 一 aK'costEsin2Ë] ， 
由 此 , 若 代 人 i 


sinřë == 5 собіла = зіһёсох Ё = 0, 


coreinis =L, GSE? = ПАБ сой = 0, 
совы = весов? = Гон + ingos] = 


= оян = Të 
则 可 得 出 C9.457， 
* ЖЖ ostisi ЕЕ, 
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为 一 抓 物 线 ,其 轴线 与 了 轴 平 行 。 由 于 系数 8 的 符号 的 不 同 (或 者 
RERA (9.43) 中 系数 5; 的 符号 不 同 ) 我 们 可 以 得 到 两 种 情况 . 
车 8 二 0 (图 476,2), у уо СН (ро 时 ), 方 程 (9.46) 
Æ y < 0 (В а 之 1) 时 没有 正 根 ，y > ú (BU a > 1) 时 具有 了 礁 
一 的 正 根 К. Жо 《图 476, б), МИ (9.462) 与 P 轴 交 


pal 


a ala 

图 478 
于 两 点 : 点 p 一 0 和 点 p 一 28; 在 点 р, r= ВШ 
物 线 具 有 铅 垂 的 切线 、 整 个 括 物 线 都 在 此 切线 的 右 方 .因此 ， 若 
e> 0, 则 方程 (9.46) 当 у < 一 £ (Ma < a = 时 没 


1 
1-+ в) 
AER -E < y < a < e СТОМ НЕА K 和 Ka 以 及 
在 y > 0fe > 1) НЕЗ, 

由 于 对 C9.46) 的 根 K; 有 : 

PK) = — (м-р, (9.47) 

# 8 二 0 了 时， 只 有 在 a > 1 条 件 下 才能 存在 的 唯一 的 极限 环 是 
稳定 的 。 这 样 一 来 , 当 8 < 0 时 我 们 所 得 出 的 相 平 面 xy АНЯ 
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线 划分 ,从 定性 方面 来 看 ,与 以 前 采用 三 次 多 项 式 来 通 近 电子 管 岁 
性 的 情况 (图 451) 完全 一 样 , 是 软 激 振 动 (参数 = 变化 时 ) 所 特有 
HER. 

# во 0 (Bl S,> 0), 则 得 出 另外 一 种 图 象 ， 在 这 里 ,只 有 
半径 为 


K, > М 
的 极限 环 才 是 稳定 的 ,这 就 是 说 ， 抛物线 (9.46a) 位 于 轴 о = Е 
方 的 部 分 (在 图 476, 5 中 用 小 加 图 表示 ) 对 应 于 稳定 极 卢 环 , 而 位 
于 抛物 线 轴 与 横 轴 之 间 的 抛物 钱 弧 则 对 应 于 不 稳定 极限 环 ， 这 样 


у ГТ y 
k g al L 
80 E а 
9 ka, | PERR TAERA 
-F т 
Зх 
9 
ЯНВ ИХ 
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一 来 , 当 8 > 0 时 ,由 于 参数 & 数值 的 不 同 ,我 们 将 在 相 平 画 *。》 
上 得 出 三 种 性 质 不 同 的 相 轨 线 划 分 (图 477). 

Я e < o, (И 477,а), 则 所有 相 轨 线 当 :> + co ВЕНЫ 
趋 近 于 平衡 状态 一 一 科 定 焦点 《0，07); Пр бна ЛКС ЙЕ Б), БТ 
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НЕЕ. а 1 (El 477, 0), 则 平衡 状态 不 稳定 ， 
АНЕ АЕ ВТА ЕС — 十 co 时 ) 唯 一 的 稳定 极限 环 ; 在 这 种 情 
况 下 出 现 软 状态 ， 无 沦 初 始 条 件 如 何 都 将 建立 起 自拔 . 

ЖЫП, % < =< 1 《图 477,8), 则 在 稳定 平衡 状态 C0,0) 和 
半径 为 ;的 稳定 极限 环 二 者 之 冶 存 在 有 半径 为 KK, 的 不 稳定 极限 
环 ， 因 此 ， 由 不 稳定 极限 环 内 部 + 
开始 的 相 轨 线 将 的 向 平衡 状态 ， 
只 有 从 不 稳定 极限 环 外 部 开始 的 
И 换 
名 话说 , 由 于 初始 条 件 不 同 ,在 振 
水 器 中 或 建立 起 平衡 状态 ， 或 建 
立 起 振幅 为 KK; 的 自 振 ， 这 就 是 
说 ， 我 们 康 研 究 的 是 硬 状 态 下 的 
自 振 系统 〈 为 了 在 振荡 器 中 建立 
自 振 ,必须 给 系统 以 某 种 “冲击 ”: 
使 得 在 初始 瞬时 有 ЗУКО, 2 

在 图 478 上 表示 出 被 划分 成 图 4s 
振荡 器 不 向 运 行 状 态 区 域 的 o, 8 参数 平面 . 

现在 我 们 来 看 一 看 , 如 果 8 之 0 且 当 a< << 1 HARR 
态 存在 ,那么 若 连 续 地 并 足够 缓慢 地 改变 参数 о, 自 振 的 振幅 将 如 
何 变化 ， 如 果 开 始 时 振荡 器 没有 被 激发 , 例如 c 取 某 一 小 于 o 的 
数值 ， 则 当 连 续 地 绥 慢 地 增加 « 时 ， 系 统 的 相 点 将 位 于 平衡 状态 
(更 准确 经 说 ,在 平衡 位 置 附近 ,而 且 参 数 e 变 化 越 慢 ,距离 越 近 )， 
直到 平衡 状态 失去 稳定 性 时 Ce 二 工时) 为 止 ， 但 当 a= 1 时 ,已 
存在 有 限 大 半径 为 K = M28 的 稳定 极限 环 ,因此 在 参数 a 一 
增加 过 程 中 , M ас 变 为 1 的 输 时 将 滞 发 记 有 限 振幅 的 自拔?， 着 a 
继续 增加 , 则 自 据 的 振幅 将 连续 地 单调 增 大 Ce 一 оо 时 、y 一 1 

1) ДВЕ И ну РВ НЕЕ, 它 只 基 称 定 自 振 状 态 


和 平衡 状态 二 老 的 “ 琢 引 区 ? 间 的 分 界线 。 
2) 当然 , 自 振 的 建立 不 会 是 朋 和 对 的 .下越 小 ,其 建立 过度 亦 越 小 。 
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m K — g: + x РВ). 

当 参 数 а 减 小 时 , 相 点 将 位 于 稳定 极限 环 上 (准确 些 说 ， 在 其 
附近 ,而 且 а иа, Я), 直到 о 等 于 ow PO E, PE 
分 枝 信 时 ,稳定 航 限 环 与 不 稳定 和 极限 环 合 而 为 一 ,不 复 存 在 ， 自 振 
突然 中 断 ( 派 幅 等 于 W 8 时 )。 于 是 系统 转 和 平衡 状态 。 


我 们 看 到 ,与 软 激情 帝 C8 < 0 时 ) 不 同 , 在 这 里 自 振 的 出 现 和 
消 尖 ,发 生 在 振荡 器 激 矶 系数 a 取 不 同 数 值 (a= 1 和 c 一 om) 


时 ,而 且 自 振 出 现 和 中 断 时 的 振幅 大 小 不 同 ,但 在 两 种 情况 下 都 是 
i 限 大 的 ， 一 般 来 说 ， 所 得 到 的 力 是 所 谓 自 振 的 硬 状 态 建 立 的 典 
RERA 479)?. 

这 样 一 来 ,如 果 用 五 次 多 项 式 来 肖 近 电子 管 的 特性 , 则 由 于 系 
数 S. 符号 的 不 同 ,在 振荡 器 中 或 得 到 自 振 的 软 激 (3 < 0 时 ?或 得 
到 硬 汶 (C5; > 0 ӘСЛ Н о УЗМИ). НР 
1 [25 


= 1125 
2 2 da, s =E,” 


D АПН. 8, 若 系 统 的 参数 值 是 给 
定 的 。 则 根据 是 否 对 于 所 穹 初 妨 条 件 都 能 建立 起 自 振 , 我 们 区 分 自 据 系 统 钓 软 
KERERE. 第 二 , 根据 系统 的 某 一 参数 组 悍 且 连续 地 变化 时 ， 自 据 振幅 的 
变化 性 质 的 不 同 ， 我 们 区 分 自拔 的 坎 激 或 硬 激 〔 建 实 )。 显 热 , 对 于 请 振 的 更 激 
来 说 ,必须 使 这 一 泰 数 取 某 一 数值 时 ,系统 处 于 硬 状 态 ， 
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H AU TA R HAE E, 分 成 不 同 区 间 , 使 它们 分 别 对 应 于 软 
ВЯ, ИНЫЕ г, 一 fxe) С 480 Jm HYEREE T 
Е S=F Cu) 与 tyg Е 1888, ЕЩЕ БЕКШ Ни ЖИ se, 


ар - H, 
i 软 激 т t 


ВЧ 430 
此 时 , 当 wa < E, < wss A(Z), «со, ЖАН 
压 ,我 们 将 有 自拔 的 软 激 ， 反 之 ,在 此 区 间 外 部 (Es<we 或 E> 
se DA(S) > ORERE ARYEN. 


PS 
иа) нЕ 
了 最 后 我 们 梁山, 方程 组 (9.457 可 以 进行 积分 , 这 和 采用 三 次 多 
项 式 带 近 电 子 管 特性 的 情况 相关 似 ， 得 出 的 解 将 定 明 地 表征 自 据 
的 建立 过 程 、 关 于 电子 管 振东 器 中 自 振 的 软 滞 和 硬 滞 《通过 其 参 
数 的 变化 ) 间 题 ， 在 以 后 (本 章 $ 10) 研 究 自 振 系 统 的 分 枝 理论 时 ， 
我 们 还 要 担 到 . 
3 具有 双环 RC БРАЧ ЕЕЕ В) АЕ. 从 双环 
RC 回路 电子 管 振荡 器 (图 481、 a) 的 振动 方程 ; 


tiga 


ce = и T 
34 . R 
Eam luto) днс. си +0) 
R, z dt 


СЕР ЕЕ 1208A S 5)rh, 消去 z, 得 出 一 个 二 阶 
微分 方程 ; 
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2 
R RCC, 2. + RC fi + (1 + <.) 
а в, с 
du 
+ RSD | + u= Е, 
d: 


АЕ орта Еа 


= 和 x 二 一 Es 
м R,R,CC, o 


Cm 为 电压 的 某 神 比例 凡 ), 则 得 方程 如 下 : 
. _ _ [R ic [. к, с, 
& += № R.C, | T К, u! + <) 
+ R,S(E, + к) |а, (9.48) 


其 由 500) = © 为 电子 管 组 特性 ;一 К) 的 互 导 . 四 于 电子 
管 组 的 特性 ;一 Ки) 是 下 降 的 (图 481,6), 故 有 S) < 0, MA 
ЕВО НЕ ЕНК САНЕ * = O, z 一 0 或 
м == Е. s= Ё, — E, 一 КСЕ КЕ), PAZ S 


u 
2) 


E 381 


R ( C 
Raso > 1 + (1 + —= 9,49 
a R, с ), < > 


其 中 S = — SC) 为 电子 管 组 特性 在 平衡 状态 上 之 互 导 的 绝对 
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Ша, НН. 为 了 确定 自 振 的 振幅 ,将 上 电 
子 管 组 的 特性 i = Ки) 以 三 次 多 项 式 来 通 近 ， 此 时 将 有 : 
S(E, + uw) = — S, + Sr + 550, 
振荡 器 的 振动 方程 (49.48) 可 写成 如 了 形式: 


. гс, 
хе JESA rs, — E + U + с.) 
一 Юл — К.б, 
Пя ГИР, mu Ba НОН ДЛ ЛЕ), E. 
此 时 必须 满足 条 性 : 
Rase 一 i + 2. (1 + <.) «1, RIS < 1, R,S, < 1, 
R, c 


邵 振 落 器 接近 自流 阀 ( 边 缘 ), 而 特性 非 线 姓 很 小 . 
引入 小 参数 


ЕЭ) 
(0 <= KILHAR 


Ю.С R 
J2 12 R.S, == na, JES R ,S, = Hoh 


а а 4 a 


Cm 和 а, EER 1 НЕЕ). EBRIE R C DET R Ў n 
振动 方程 则 可 化 为 便于 采用 范 德 疲 尔 法 的 形式 : 


K + x = pll ах or zt, (9.50) 
其 短 方程 显然 为 : 
aK, Kà ak) 4 _ 
dr ar (1 4 ), d: 9. 
若 令 函数 


Kj ok’ 
ФСК) = 801 А ), 
等 于 零 ,网 可 忆 得 到 ， 方 程 组 (9.30) 的 对 应 于 根 K = о 的 平衡 状 
1) 当 上 给 定时 ， 具 有 电阻 旦 岗 到 数 师 钢 的 系数 So S, 5: 与 E, 995. 由 于 电子 


管 组 的 特 姓 是 下 降 的 , 故 >l; 为 了 使 自 振 存 在 ;我 们 将 设 S0, 
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态 以 及 半径 为 
| R, Ca 
: об + —! 1! + — 
кА t аз) (9.51) 
Œ; Rad 
的 极限 环 ， 平 衡 状态 是 不 稳定 的 ,因为 
Ф(0) = > > 00, 
而 极限 环 则 是 稳定 的 , 因为 
而 (天 = -7 Ri= — 1 =< 0. 


这 样 , 将 出 现 软 钛 态 : 不 论 初 始 条 件 如 何 ， 痢 将 建立 起 振幅 为 KK。 
的 似 正 弦 自 所 ?， 其 周期 ( 深 用 普通 单位 并 准确 到 yi 阶 项 ) 显 然 等 
于 


Т = Xx RRCC,. 


$5. № + Ж 法 


ХНА pti Fo BE OS k 77 ЗЕ Я РЕ [184, 
185] 中 提出 的 非 线 性 方程 的 积分 方法 。 这 一 方法 虽然 对 方程 的 选 
择 以 及 研究 的 问题 加 上 了 很 天 的 限制 ， 但 仍 能 包括 大 量 的 重要 情 
况 , 并 能 戏 一 悉 列 极 有 意义 的 实际 问题 给 出 解答 ， 

我 们 将 假设 ， 所 研究 的 徘 线性 方程 ( 环 方 程 组 ) 与 其- 一 参数 
有 有关, 并 当 和 参数 到 一 定数 秆 ы = 名 【例如 в == О, ВГУ 
知 其 解法 的 方程 (或 方程 组 )， 作 如 ， 变 成 线性 方程 (或 线性 方程 
EB). 

下 面 我 们 将 研究 上 < 值 与 内 НЗ ЕЕ, Mow, 我 


1) ЖА ВНЕ ЛА РБК ВЕЧЕН, ВПЧ 
к, с; 
К. > + = + <=). 
2) 加 果 将 电子 管 组 的 特性 ， == Ga) ВХ ХА, НН в] = В 
PRA. ПУ ен, РРР АИ Е 
те. 
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们 将 只 研究 非 线 性 方程 的 周期 解 【 这 一 限制 也 构成 些 方法 的 实 
В. 为 了 确定 起 见 , 设 所 研究 之 系统 在 & 一 0 时 变 成 常 系数 线 
性 系统 ， 但 排 理 的 过 程 是 很 一 般 的 ， 亦 适用 于 采取 其 它 急 设 的 情 
m 


RE, АЛ Ep AERE Уря ЕЕ. 
4х 2. ак + by + ах, y, a); 
dr 
(9.523 


d 
2 = сх + dy + вх, y, н), 


其 中 а, b, с, 4 SE 393 н АИА. 其 次 ， 我 们 将 假定 
р =, y 和 站 的 解析 函数 , 即 它 们 可 以 展开 为 x, y, 4 的 收 
ARAE EDET НЕЕ). 

如 果 将 非 线性 项 看 作 吓 多 = 0 时 所 得 线性 方程 组 的 微小 变现 
的 结果 , 则 我 们 的 任务 将 在 于 研究 以 下 间 题 ,对 应 于 线性 方程 组 的 
哪些 原始 周期 解 存在 有 非 线性 方程 组 (此 方程 组 在 и = 0 时 变 为 
原始 方程 组 ) 的 周期 解 《 周 期 其 至 可 以 不 同 )， 凡 及 满足 什么 条 件 
《 即 五 及 无 应 为 何 种 函数 ) 非 线性 方程 组 的 这 些 周期 将 是 稳定 的 . 

首先 我 们 来 研究 z = 0 W. FERREA 


dx dy 


— = ax + by, — = cz + Чу. (9.53) 
d: dr 
WE y 后 可 化 为 方程 
£ — (a + djs + Саа — зем = 0), (9.534) 


继续 进行 研究 的 必要 前 提 在 于 所 得 线性 方程 组 (9.53) 或 方 
程 (9.53a) 本 身 必须 有 周期 解 . 
这 就 是 说 ,特征 方程 
42 — (а + 4)2 + (ad — be) = 0 


ЖАА 10018, В 
(а + 4) = 0, |“ fí > 0. (9.54) 
此 时 则 有 f 
a= + jad Бс, А — iVad— bc, 


如 引信 符号 |А = [u] = o = + ad Бс, МОДЫ, У 
C9.534) 具 有 完全 确定 的 闫 率 в, 它 由 方程 本 身 确定 。 相 位 和 振幅 
则 不 由 方程 组 给 定 ， 而 由 初始 条 件 决 定 ， 相 位 的 任意 性 是 显 而 易 
МАУ: (9.53а) RESAH 因此 计算 时 间 可 以 从 任意 朋 时 w 开始 
《但 z, у 的 租 位 差 和 х, ”的 振幅 比 ， 则 完全 由 方程 组 确定 : 将 = 
值 代 人 (9.53) 的 第 二 方程 中 即 可 求 出 它们 )， 

这 样 ,我 们 就 证 实 了 : 如 时 满足 条 件 C9.54), 则 所 研究 之 方程 
组 (9.53) 将 有 无 限 多 个 周期 解 , 它们 有 不 同 的 振 贴 和 相位 ， 这 些 
解 具有 如 下 形式 : 

= Keostint KY): y= KsinCont ХХ, 
其 中 下 和 XX В УЖ (9.53) 的 系数 确定 , 而 天 和 XX ЕЕ. 
车 写成 一 般 形 式 , 则 为 : 
х = polt X, К); у = htt, Х, К», 


其 中 ро 和 Ф, BD £ ПН, 周期 为 =, хк 98 


Rk. 如 果 当 pg = 0 Ж, Же ЕНЕВО, (ЕА T US TS 
ВАРА, М] z = 0 АЧА ААО АЕ KE BE, 
н РЕА а БОЯ НЕ, О — 0, ХЕ РНР — 
RHE БА, ВТК ВЕ НАЈ АРЕ РУ: 
х = x (z, К) = К 608 0.1: 
у = y (2, К) = АК sin (в + X), } 
1, 庞 卡 莱 法 的 思想 .在 没有 转 人 系统 一 阐述 席 卡 芋 理 论 之 
前 ,我 们 先 简 单 地 图 述 一 下 主要 思想 ， 同 时 严格 地 提出 数学 问题 . 
这 种 户 述 将 有 助 于 我 们 向 所 世 后 所 讲 的 内 容 ， 设 1 = 0 时 方程 组 
(9.52) 的 解 , УЗЛЕ, 也 就 是 方程 组 C9.53) 的 解 , 是 已 知 的 ， 设 
此 和 解 为 x == (а, К); у = уб, К). £= 0 时 我 们 有 : x = x, 
(0, K), у 一 у, К), ERK Ху”. “а 
引号 ,是 因为 и = 0 时 所 得 之 方程 ,一 般 来 说 , 可 能 是 非 线 性 保 补 
系统 (但 在 以 后 的 叙述 中 ， 我 们 却 将 假定 = = 0 于 方程 组 是 线 峰 
的 ). 现在 我 们 来 研究 æ 0 时 方程 组 (9.52) 的 解 。 令 其 为 : < 一 
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(9.55) 


(вв, К), y = yG, в, К), £ = 0 时 ,其 信 为 z===/(0,K3+A,, 
у = y (0, К) + В»; В. М В. ЕЛИ. EREDJ A 在 于 
ЖЗ р, в. 和 六 展开 的 震级 数 形式 的 解 :并 证 明 当 ва, p, fü = Е 
小 时 ,它们 在 任意 给 定 的 有 限时 间 间 辽 0 < с < z, РЧ, 都 一 致 收 做 
《 羔 干 这 一 收 钱 性 的 证 明 我 们 不 准备 进行 )， 这 些 帘 级 数 的 系数 为 
КА, 将 上 述 寡 级 数 代 人 方程 组 (9.52), 并 在 所 得 方程 中 , Ф 
P. 8 和 上 & 的 同 次 项 的 勾 数 相等 , 即 可 求 出 这 些 函 数 ， 在 计算 这 些 
洋 数 时 ,将 得 出 具有 一 定 初始 条 件 的 线性 方程 组 ， 这 样 ,我 们 就 得 
到 x 和 3 的 某 种 表示 式 : 

ttt, и, Bis В, К), у = уб, tz, 8 б К). (9.56) 

现在 我 们 来 研究 ， 在 什么 条 件 下 这 些 解 将 是 周期 的 ， 设 零 次 

近似 方程 组 (根据 我 们 采用 的 候 没 这 些 方程 是 强 性 方程 ) 的 解 具有 
周期 TT， 非 线 柱 方 程 组 的 解 ,其 疝 期 一 般 来 说 与 此 不 同 ,但 由 于 我 
们 导 求 的 是 与 线性 方程 组 的 解 相 荆 无 几 的 解 ， 政 和 而 特 求解 的 周 大 
必 接 近 于 TT、 因此 ,我 们 可 以 设 新 的 周期 为 了 十 r+, 其 中 为 基 一 
ARKI APRES” TA, 为 使 解 C9.56) 为 周期 等 于 T + z 的 
НЫ, KATE УТЕ = 0 Ш: Т + r 时 具有 相同 的 
(9. ЗАП, ДИМЕ = T + r НН z, y КЕ: = 0 И 
相同 , Wapu pa kE м ЕЕ АВЕ, TLA ЕН = T +r 
解 时 开始 的 过 程 ,将 是 由 :一 0 瞬时 开始 之 过 程 的 重复 , 即 记得 购 
解 确 为 半期 等 于 T + < КИ. ДЕ, НВА 
将 归结 为 如 下 关系 式 : 

LT т, н, Bis Bz K) — z(0, н, Bis В» К) = 0, 

УСТ + r, д» Ё В К) 一 yO, в, В, В, К) = 0, 
Утв, aE: f 

PCr, в, В, В, К) = 0, (т, и, в, 0, К) 一 0. (9.57) 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 两 个 方程 ,它们 包含 有 三 个 未 知 量 +, fo fn 
但 下 于 方程 是 自治 的 , 旦 相位 可 任意 选择 , 故 可 将 站 由 的 一 个 加 以 
EHE, ац, 设 访 等于零 ， 这 样 我 们 就 能 得 到 一 个 完全 确定 的 周 
期 解 ; 得 出 此 解 以 后 ,再 补充 以 任意 相位 ， 则 又 重新 恢复 普 经 失去 
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的 任意 性 . 

ВЕРЕ p = 0 时 我 们 应 当 得 到 局 期 为 了 的 周期 解 ,如 再 期 校 
Е, р = 0, r = 0 时 ,显然 同期 任 条 件 是 满足 的 ,函数 多 
Бра. 因此 上 必 为 公 因 子 。 于 是 方程 组 (9.57) 可 改写 成 如 
下 形式 : 


uD, (= Hs В» В» к) = 0, ие (т, я. Bi Вл K) = 0, 
而 方程 组 C9.52) 之 周期 能 的 存在 条 件 将 有 如 下 形式 ; 


- i т 
Ф. (z, нь Ë Ёа к) = 0, F, (=. to Ва» Po K) = 0, 


为 使 z = 0 д =г=о, WEEDE ФН 
HASTE, MEAE да ВЕ K 和 频率 的 一 次 近似 校 


ER(Z) ”因此 ,在 所 研究 情况 中 , 可 能 存在 周期 解 ,但 其 振 由 


K 不 是 任 总 的 ,而 只 能 是 完全 确定 的 。 根 据 这 一 性 质 ,可 将 主要 间 
题 之 一 表述 如 下 : М p= 0 时 我 们 有 死 限 多 个 任意 插 幅 的 周期 
解 , 但 在 w = 0 时 。 仅 在 某 些 完全 确定 的 振幅 附近 才 存 在 有 局 其 
解 。 我 们 的 任务 就 在 于 求 出 这 些 振幅 的 数值 ， 同 时 ， 在 解决 自 振 
波形 这 一 问题 时 ,常常 可 以 局 限于 线性 近似 ,而 知道 非 线性 只 是 为 
了 确定 这 些 振动 的 振幅 值 ， 若 运动 方程 中 含有 某 些 参数 ， 则 可 由 
决定 振幅 的 条 件 ， 确 立 周期 解 之 品 以 及 周期 解 与 平衡 状态 之 间 的 
分 核 条 件 ，、 问 题 的 第 二 部 分 在 于 确定 周期 校正 景 r。 在 许多 有 实 
际 意义 的 情况 中 ,此 校正 量 的 第 一 次 近似 信和 常 等 于 零 , M (Z) 
一 0， 在 这 种 情况 下 , 若 仍 然 需 要 确定 周期 校 正 量 , 则 必须 研究 下 
一 次 近似 ， 鉴 于 此 问题 在 振动 理论 中 相当 重要 ， 今 后 我 们 还 将 研 
RE. 

2. 似 线性 系统 的 庞 卡 药 法 ，。 现在 我 们 对 席 卡 莱 法 进行 系统 
的 并 述 。 我 们 研究 一 个 特殊 形式 的 二 阶 油 分 方程 ， 从 振动 理论 必 
其 实际 应 用 的 观点 梁 看 , 它 其 有 特别 下 要 的 意义 ,这 就 是 似 谐振 子 
系统 的 方程: 
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š + y = ајбу, 9), (9.2) 
Ete AEREA, 可 选择 得 足够 小 ; Ку, я) 为 可 展开 为 了 和 
> 的 宕 级 数 的 函数 ， 当 в — 0 时 ,方程 (9.2) 的 解 为 ; 
y = K cos; (9.58) 
方程 (9.2) 当 и = 0 时 的 通 解 ,当然 应 当 是 y = K cos (z + 5), {8 
由 于 所 研究 之 这 一 系统 的 自治 性 ， 我 们 可 以 给 5 以 完全 确定 的 数 
值 , 例如 , SESTE. FRIERE = == 0 时 与 其 相近 的 解 
以 后 , 即 可 重新 今 此 解 中 之 入 位 到 性 意 值 ， 上 面 已 经 讲 过 , 并非 对 
于 所 有 痰 佣 ， 方 程 (9.2) 都 具有 与 (9.583) 相 近 的 大 期 解 ， 我 们 的 性 
务 就 在 于 确定 出 ,对 应 于 哪些 外 值 ,存在 有 方程 (9.2) 的 周期 解 . 
我 们 将 用 相 平 面 的 观点 来 贸 明 所 提出 的 间 题 , 由 于 方程 (9.2》 
中 不 显 含 时 间 , 因此 在 y, yy 平面 上 之 相 扫 线 将 构成 彼此 不 息 交 的 
曲线 族 ， 当 # = 0 时 ,方程 (9.2) 的 解 为 ; 

у = Keos — pili), (9.59) 
ЯС ОТ Е ВОЯ BiA E НВУ, 
但 相位 也 同样 是 任意 的 )。 当 & 一 0 时 的 解 ,如 果 拒 它们 放 在 y, y 
的 相 平 面 上 去 研究 ,将 是 同心 图 族 。 

解 (9.59) 我 们 称 其 为 派生 解 。 当 = = 0 时 , 我 们 将 寻求 这 样 
的 周期 解 , 尖 и — 0 时 它们 应 趋 近 于 派生 解 y 一 фо). ВНЕ 
到 ,并 非 对 所 有 的 K 秆 都 存在 此 种 周期 解 。 我 们 的 任务 在 地 状 出 
ЕВЕ АЕ рог) 的 玉 值 ,在 其 邻 域 内 应 存在 有 н = 0 时 方 
程 (9.2) 的 周期 解 , 并 确定 其 局 期 与 派生 解 之 周期 的 差 值 ， 这 样 一 
Ж, МАН у, у 的 观点 出 发 ,可 将 所 研究 | 问题 的 第 一 部 分 内 容 震 
ЖТ: & 一 0 Ff, 积分 曲线 为 同心 贺 族 ; = >= 0 НА 
钱 , 仅 其 些 个 积分 曲线 仍 保 持 是 闭 的 , 即 变 成 豚 限 环 . 需要 确定 出 
在 其 附近 出 现 极 硼 还 的 那些 回 的 天 值 。 

前 面 我 们 曾经 提 到 过 , 方程 (9.2) 的 解 可 以 写成 由 上 六 的 等 次 项 
和 初始 条 件 的 差 值 В, = y(0)— фо) 及 8, = 900) — (0) 所 
组 成 的 震级 数 形式 ,此 级 数 当 =a, fo В, REEDER, CER 
给 定 的 时 间 间 隔 10, г, ] Ч, 都 将 绝对 一 致 收 敏 ,甘于 这 一 点 是 有 证 
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明 的 .因此 可 以 号; 

у == фр) + 48, + ВВ, + Cu + Deu 

+ ЕВ t Ем + 5, (9.60) 

其 中 A. В, C, D, E, FF， 为 暂时 尚未 知 的 一 些 时 间 阔 数 。 我 
们 将 膝 用 如 下 方法 寻求 这 些 函 数 ， 将 级 数 09.60) 对 时 间 微 分 , 先 
取 一 阶 , 再 取 二 阶 导 数 , 则 可 得 出 ”和 了 ERA, CARRA 
RREA: 

у = (2) + AB, + ВВ, + Cu + Бан 


+ Вы + бий -.., (9.61) 
9 = рр + Ав, + ВВ, + Cu + Du 
+ Яве 十 Вы? P + (9.62) 


ВРП y ЖЕНИ ФС) 和 q (2) 值 ,因此 可 
在 фос) 和 pG) 的 附近 将 函数 O, 四 展开 为 泰勒 级 数 ， 若 仍 然 
采用 级 数 (9.60) ЖП (9.61) 的 形式 表示 自 变 量 y 和 s, MEH AS 
Ку, НУЖЕН Г: 
Ку, >) = Нес, фо) 
+f, ро), Ф020) ЛВ, BR Cn + DB ЕВЕ Fate] 
+f; [Фь, qO ИВ, 88, + Cu D+ Ë B, + Ёр? -+*] 
tHE po Гав, + вв, + Cu + ep 


+fysl ро ФА ВН Саъ ИА BAH Ср] 
+214 ФИ АВ, + ВВ Са ро (9.63) 


将 y,9 Ж Ку, 的 表示 式 代 人 原始 方程 (9.2), 并 令 其 中 记 , В, 和 
в ОЗЕРЕ АВ Е РЭР, ЛИЗА АЖ ЗЕ 
次 常 系数 二 阶 线 性 微分 方程 组 ， 方 程 的 数目 与 我 们 在 展开 级 数 时 
所 取 的 量 阶 有 关 ， 如 果 在 展开 和 代入 时 只 限于 不 超过 二 阶 小 量 的 
项 ,网 得 出 六 个 方程 ,可 以 确定 六 个 函数 4, B. C. D, E, Е, Bl: 
A+A=0, P+ D = (фр, PA + Сф ФА, 
Ë+ B= 0, Ë + E = (фо, ФВ 4 БСф, о. 9.64) 
ё + C = (фо, фа). ËA F = fp Po bo) C + iC pa, PE 
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Н (9.64), МЕ Л, В, C, D, E, Е 应 满足 的 
初始 人 条件 。 将 表示 式 

Ви = y(0) — e (0) 和 в: = 500) — $ (0) (9.65) 
H y H > ЕС 9.606 НЫЕ, 可 以 求 出 4, В, С, D, 
E, ЕЖА, В, С, D, É, F 在 1 二 0 时 的 数值 ,我们 得 到 : 

АСО) = 1, A(G05= 5, BD) = D, B(0)=1 
C0) = С(0) = DO) = 2(0) = ECO) | (9.66) 
= Е(0) = F(0) = Ё(0) = 0, 
方程 给 (9.64) 中 新 两 个 方程 ,采取 初始 条 件 (9.66) 以 后 ,其 解 为 : 
A == cosi, В == sint, 
为 了 求 出 由 方程 组 59.64) 和 和 初始 条 件 (9.65) 确 定 的 函数 5, D, E, 
F, 必须 知道 方程 š + zx 一 下 的 满足 初始 条 件 : “一 0 时 x= 
£ = 0 的 解 的 一 般 形式 .我 们 知道 ,此 解 有 如 下 形式 : 
х = (P) sa а 一 ман, # = | Dla) cos; — uddu, 


因此 ， 
AG = cosi, AGO = — sini, 
B(¿) = sini, ВС) = eos¿, 


cG = (ча Guddu, C= [ленивы 

DC) = | (2| вози [St] sins} sin (z — uddu, 

DG) = | Le = aje 一 udu, в) 
EG) = Í 2] sin «+9 cosu} sin (z — мам, | 

ве) = E > Е [21] сози cos (e — аи, 

в = |, 11 ссо ЕО lsin G ыы, 

TORS | [сс EC вов — udu, 
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在 这 里 以 及 后 面 的 叙述 中 , 方 括号 中 的 表示 式 91, TERRE 
HAI y FI y МИС 
polu) = Kcosa 和 pola) = —K sin w, 
AFTREE ERARE ¿= 2x КУК, НОЕ. 
АОя)= 1, 40а) = 0, 
BOr) = 0, B(2z=) = 1, 


CO) = 一 i Кози, —K sin н) sinudu, 

C (2) = | HK сози, —Кыпи) соѕийи, 

pa ла 

D(2=) = 人 {124 сон 021 sin Za аи, (9.68) 
ECx) = N 全 = вы [2L] sin 2а 4, 

Ел) = N H ЕЯ sin +127 couldn, 


F(2xz) = — F ЕЗ Сш) 十 FAGO lain ийи, 
вл) 一 r (2 Clu) + ЕЗ } созийи, 
其 中 Dir), DOr), Ен), ВОт) BRERA нр Пај. FA 


y 


恒等式 : 
ИИ сои = — HET — A £] sin 2 一 [Е cosu, 
14 даһа} = Н cosu 一 ЕЗ sin? 一 > [2] sin 2н, 


可 将 其 化 为 如 下 形式 : 


1) ATEU RE НЕЗА, OHER I ER- жанна), Jt ri T ЮЖ 


AMAAN. 因此 ,我 们 所 采用 的 已 经 是 无 量 岗 时 则 每 一 振动 周期 的 长 度 
BERRE 21 ЖЖ, 
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Dlr) = | | _. Ст), 


92 K . 
、 far — С(2я) 
DZ) Г ЕЗС 2, (9.68a) 
E(x) = 一 SG), (а) = = С(2я), 


等 别 是 , 妆 Ca) = 0 时, 有: 


ро |” [Ean о" [9112-6090 
ECx) —_ Lea, w. о 《9.68b) 


最 后 ,车 Cr) == (2л) — 0, MJ 
0029) 一 | 22 Ра») = | [BE ax, | (9.68c) 
E(2x) = 0, Е(2т) = 0. 
需要 指出 .在 公式 (9.85c) 中 、 可 以 给 0025) 和 DC2w) КАЛЕ 
以 简单 的 解释 : 它们 分 别 是 函数 | 3 явав | уния 
天 式 的 常数 项 和 2x НОЗЕ Ч. — СОз)* Ст) Жал 
数 fqpo, fo 的 富 氏 展开 式 中 sin £ 和 cos: 项 的 系数 和 2x 的 乘积 ， 
FAR Koo фа) 为 多 项 式 , 则 这 两 个 量 可 直接 按 三 角 公 式 进 行 计 
算 《 参 着 附录 Ш), 
下 面 我 们 来 着 手 从 方程 (9.2) 在 === 0 时 的 解 (9.69) 中 寻求 
其 周期 解 . 设 某 一 周期 解 的 周期 为 2x + x, 其 中 为 微小 的 周期 
ВОЕЕ( и —> 0 т 0). ШЕТ, 2% yr + z) ApC т) 
别 等 于 yO) = фь(0) + 8, Ж (0) = (0) + 8， 则 可 得 出 确 
EE ARRI ЖЕ: 
其 2 + r) 一 y(0) == Ф.Ф, 6, T, e) == 1 
(29 + r) — y(0) == palis В, г, н) = 0, 
БОЛЕРО АМН 8,, в, 和 Tt УЕ, m B. в. st 8; 25 


* ВЯ Сл), 0-5 FAE, 


п 


(9.69) 


研究 问题 的 任意 常数 。 我 们 所 关心 的 是 周期 解 、 但 只 要 求 出 其 一 
个 局 期 解 ,它们 就 将 存在 无 限 多 个 ， 咎 此 的 差别 仅仅 是 相位 不 同 ， 
因此 ,正和 象 上 上 而 已 经 指出 过 的 ， 根 据 问 题 的 实质 , 6 中 之 一 应 该 是 
完全 任意 和 的。 例如 , 可 令 其 中 之 一 等 于 零 , 而 不 致 玻 坏 一 般 和 性， 如 
果 从 方程 (9.69) 中 解 出 + 和 另 一 个 中 后 , 且 使 得 н = 0 时 有 z 一 
8 一 0， 风 问题 就 算 解 决 了 ， 如 果 这 一 点 无 法 做 到 , 则 还 有 一 个 办 
法 ， 这 就 是 设 另 一 个 等 于 孝 ， 下 面 我 们 将 证 实 ， 在 我 们 的 问题 
中 , 设 8, = 0 将 导 圣 正确 的 结果 ， 恨 若 我 们 从 解 фо = K sin: H 
发 , 即 设 派生 解 的 5 一 一 = “而 不 是 零 )， 那 么 我 们 斌 不 得 不 采 几 


第 二 个 办 尘 , 即 设 в: = 0. 

我 们 来 列 出 方程 组 (9.69), 先 采用 一 般 形式 ,不 设 В. 一 0. 为 
此 首先 必须 列 唱 yr +z) 和 站 2x + т) МАЛ. BF ee 
25 小 得 很 多 , 故 可 在 2x 的 附 过 将 yY 和 3 展开 为 级 数 . 

若 只 限于 一 阶 和 二 附小 党 , 则 可 得 出 : 


2 
y(2= + z) = у(2а) + rpl) + 790") + ---, 


IOa + т) = pOr) + TIC) + 25а») +... 


利用 级 数 (9.60) 一 《9.62), 在 表示 式 у(2я), 3022), yK2=) 等 中 ， 
AR 4, В, С, GRZEJE += 2x 时 的 数值 ， 即 AC), 
В(2х) З, BIERE УС”), POr), POr), 等 的 数值 . 
Е АРА ЕВА СИЕ т 的 量 级 不 抵 于 z) 则 
得 : 
у» + т} = фт) + АСВ, + ВСВ, 
+ Cimu + D(2z)8, + E(2z)8;8 
+ РО)? + тф(2л) + т), 


. . a 
+ =8(2п)в, + rlu + = ФОяу + ETEN 


Hr т) = plr) + Alde 十 ÈC) 
+ СОли + ЭОлувь + Е (2а) ви 
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+ É (2mp + тфк2я) + rä), -+ 
+ ВОВ, + r (2) 十 Eel) te 


将 po 4 ЖЕНИЯ 3 z& AJH A ih ЯН 
(9.69), Па, 


У2я-т)—у(0)=—ФК ств, Clr) C Отдти 


十 站 (2r)8 + Е(2а)ён + Е) = 0,1 (9.70) 
У(2ж-т)—7(0)==-—Кт-—18,+ СОл)ы + СОл)ти 
+ Р(2л)н + Е (л) + F (22202 = 0, 
ВЭА, PE u HARARE ABRES т 和 两 个 了 中 
的 一 个 (在 所 研究 情况 中 为 6), WRA 8 АВЕ СЯ 
如 , 夫 )。 将 此 二 量 的 每 级 数 展 开 忒 ? 


T == нту + р, + 29) (9.71) 
Ё = pn + 
КА (0.70), о и КАН; 
C(x) = 0, —Ка + Or) = 0, 
Apri 
cO = 一 N 1(Ксози, —K sin u)sinudu = 0, (9.72) 
或 根据 (9.12》 | 


pK) == 0, 
Пн в МЕКЕ КИРА ЕЛЕНА КЮ ЗЕЕ 4246 K;, 第 二 
方程 确定 第 一 阶 近 似 的 周期 校正 量 : 
= С (2т) _1 
К; К; 
或 根据 (9.12》 


2r 
| КК cosu, —K sinu) созии, (9.73) 
s 


т, = — rliK D). 
需要 指出 , 令 СОл) 等 于 零 ， 等 价 于 在 函数 KK cos, —K sini) 
的 展开 式 中 , 令 sim: 项 的 富 氏 系数 等 FË. 


1) 在 Tü 8, RHA РЗ, ДЕЕ AA Ч o h] r>0 和 下 
я g | FO, ЩТ ЫДА) И, 
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令 方 程 组 (9.70) 中 量 级 为 w АНА Га: 


ri, OBa + FOr) 一 
KH + рО Ува + FOr) = 0, lom 


— Кт, + C(2=)z, + [D(2x) — TB + F C2=z) = 0, 
Я Dl(2x) зе 0, 此 方程 即 可 确定 В, 和 第 二 次 近似 的 周期 校正 
量 . 

FARII 详细 研究 一 种 极 有 实际 意义 的 情况 : 

Ся) = 0, 
此 时 т, = 0， 周 期 校正 最 r ЗЕТЕ ЕСА РЕ. 在 这 一 
特例 中 ,方程 组 (9.74) 可 写成 如 下 形式 : . 
РОВ + F(2z) = 0, 
— Кт, + DO )88 + FOr) = 0, 
从 中 可 得 出 ( 当 PPk2za) = 0 hH) 


(а) 

Ё DG? | 

r, = DODÉ (a) — DOr) F Or) (9.75) 
° ВОК 


若 将 得 出 的 函数 44), BG), CG) № В = Във + КЛУМ 
表示 式 (9.60), УЗКИЕ. ДЕС я z EA r + 5 
RZ) Ma REJOD ЕТ F АСЕ] Е): 


y = K cos (¿+ {| Fpl), фоб) | 
{9.76) 


X sin (еви) да EE cosi +5) |002), 


Eh K (72). 

关于 解 (9.60) 的 近似 形 示 式 (9.76), 有 一 点 需要 指出 ， 第 一 次 
近似 49.76) 和 和 零 次 近似 49.59) 一 翌 , 具有 周期 2x, 但 解 (959) 的 局 
期 却 应 当 与 2 稍 有 差别 (并 等 于 2а + wrr), 后 者 是 因为 ， 


12 ЖЕ, ВТ В. 的 系数 
т, + EC2m) ==0 和 Ér = 0 
СЕК Я EC 9.725891 ВОК ЖЕ В. 
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表示 式 (9.60) ЯР РЕЗИНЕ A НОЕ, 


GA ВАНЬ 5 # 425. 


kie, 我 们 研究 富 氏 级 数 
у = EREA соз ġelat + B,sinkal(n):], 
й=0 


ЖН в HRR, БЕН РР, 
у = О + BCO) sin kolod] 


+ в УГ (0) eos ko(0: + B,(0)sin (0: 
#=0 
一 Аб’ CO Risin RotO)# + В.С’) 
x 41505 К02(09#] + Ni У,--- 


其 
Нин = С у 


ЖАХ 


2л 
(0) 


的 周期 函数 ,如 果 = 关 0, ЖКХ Я У ВИ НА, ЛЕНЕ Е 


ПАННА ЯА, ЖАДИ А : 的 项 . 


在 解 


(9.76) 中 也 是 如 此 ,从 下 一 次 近似 就 开始 出 现 久 期 项 , 后 着 不 破坏 
B$: y 的 周期 性 , 仅 使 其 周期 稍 有 政变 "， 也 可 也 写 出 周期 解 而 不 
包含 入 期 项 ,如 有 果 直 接 写 出 共有 正确 周期 的 三 角 国 数 ,为 此 必须 在 
所 有 三 角 贸 数 的 自 变 量 中 加 上 频率 校正 量 ， 侯 于 它 的 值 很 小 ， 可 


忆 假 定 它 等 于 周期 校正 量 除 忆 2x, 并 政变 符号 .这 样 做 以 后 
程 的 解 形 式 如 下 : 


2 ` 
y = Keos| (1 — EÈ +...) о 
2я f 


+= Де СФ» фо) sin [€ 一 +. -.) : 


b 


D PERE- ГПА Om = D, ПВ, 这 时 CC 是 周 


ах. 


， 方 


期 为 2r 


如 果 Cmn, 则 尽管 满足 条 人 媳 C(2m) = 0, 8 С) 也 将 不 再 是 周 
HAR, 在 了 的 第 一 次 近 慨 中 在 ров Г, пет 


ВЫД В yt 如 的 周期 性 ,但 使 鞭 阐 期 改变 一 量 级 为 上 的 妈 . 
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аи |279 воз [ (1 ии...) зна] +... (9.77) 


最 后 ,我 们 指出 ,根据 一 般 理 论 ( 参 看 第 五 章 $8), 所 研究 之 局 
ЯН УС 的 稳定 条 件 为 : 


F рум < o, 
О 按 & 之 展开 式 中 的 第 一 项 , 则 为 ; 
WPK) 一 | МФК, Ф914: < 0. (9.78) 


ЯРА а Н К, Ар АЗ S E ЈИЕ: CERAM 
fC Kicosr, —K, sin Р) 

КУ РЕЛЕ РАННЯЯ Е HHB (ELI 22), HER K, 为 方程 (9.72) 

的 租 应 很. 


$6. ВРЗ ЈР 


1. НИ УРН ЕЕ, УЖИНЕ, R 
TPS qS Е В НА ГЕ aa (图 4653092548. 前面 已 经 证 
实 过 ,对 于 这 种 情况 ， 可 以 挫 限 于 研究 电子 管 的 三 次 等 性 《9.37) . 
为 了 多 样 化 起 风 , 在 这 里 我 们 将 不 假定 振动 回路 的 衰减 系数 o, R C 


很 小 (与 以 前 一 样 ,o。 В). ЖЖ, ЖЕЛЕ 
VLC 
将 为 : 


& + x= {wo MS — RC) + ZooM Sito — 3 M Sax), 
其 中 * = 一 (mm 为 某 一 电压 比例 尺 ), 字 和 母 上 方 标 出 的 点 表示 对 天 
ЕН] zz = оо 的 微分 ， 此 方程 接近 于 谐振 子 方程 时 所 必 级 
满足 的 条 件 是 : 

e | М5, — RC| E 1,2M |5] 1 和 3onMS < y, R 
ER А ЕИ, H ti J E EAER PEA ZW Л. 

ја 
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wo MS, — RC) = ма, 20 M Sie = пб’ 
和 
ЗМ Smt = вт’, (9.79) 


Ни и РВВ <u 1), а, В ту 是 量 级 为 1 的 量 、 可 将 
振荡 器 振动 方程 化 为 如 下 形式 : 
k + x = (а Ву, (9.80) 

此 方程 的 类 型 恰好 就 是 我 们 建立 席 卡 莱 法 时 所 采用 的 . 因此， 我 
们 以 后 就 可 以 按照 已 有 的 方式 去 进行 分 析 ， AEO. R НАЕ 
的 零 次 近 亿 形式 如 下 : 

Polt) = K cosz, qO (z) = —K sinz, €9.81) 
其 中 天 决定 于 方程 


(25) = 一 全 (а + #'K coss 


~y К'соѕн)(-- K sin u) sin udu=rK (= P K)= D, 
EH 


К? = 40, (9.812) 
т 


很 容易 证 实 Or) = 0, MERKENE RA ВЕ E Е. 
Е, 


OF = (6 — 2х), ôt = g 十 вх 一 y zz, 
Ox 9х 


因此 
| = { в’ 一 2y'K cosuil — К sin ч), 
| | = м + РК сози — YKicosin. 


桨 于 述 二 式 在 0 到 2 上 进行 积分 . 则 有 ( 苍 看 (9.68c]): 


Di 2y} = 2a (“- ск) 一 一 2ro，Df2r) = 0, 
因此 ,周期 校正 量 ( 参 看 (9.75)) 为 : 
= в — ВОт 
HTa к 
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为 了 寻求 周期 校正 量 , ЗЕД А РАНЕ ABE 5 h Ч ЛА, 2 
IEAS С(о ДА Е (2а) 和 FL2x)。 计 算 后 可 得 : 


С) = | Са HE K cosu— у К?соѕи)( — K ати) sin (r—z#) du = 
a 


一 全 《2sin : 一 sin 21) + Z KG sin: 一 sin 34), 


PCr) = | 112 | сео + [a] CGO созй 


ra 1 . 
一 二 ВК + 一 = za K (£ + =), 
12 128 Зу 8 


Е(25) == |” 3 Clu) + Ë= | C Ge) sin udu = 0, 


АА ЖИ ВНЕ АНЯ НЕА СЖ 2r) 的 原因 得 出 
#3. 
ЗЕ, НЕЕ: 
и [EE a AP 
т = ито (2 + >) 5 (9.82) 


Ma (9.761823 BJ ДНЕ, ВИКА ВИА В ИЕН р SRE, =] 
2. 


rí) = 2 КЕ [ë 一 =): + ò] 
Y 2л 
+u 11-2 + w f2) sin [€ — 2), + ?| 
Зу 4 Y . 2т 
+ 22.0 sin 2] (1 一 2), + a| 一 /sa 人 一 三 ) =e]} 
3 ~ 2л 4 7 2=. 


+ Ole). C9.82a) 
ЕАН, Ен Т УКУ VI E: gz E =É Я а 
D РЖ, РЕ 户 二 9 的 对 称 三 次 特 狂 来 说 ,局 期 校正 县 为 
r= real = 2. fo MSo — вор. 


2) 我 们 看 到 : 当 我 们 低 限 于 考虑 零 次 近 做 时 , 圭 性 的 企 次 项 不 起 作用 , BABAE 
ARR EE Ы АЈНА Сг) 的 第 一 次 近似 人 9.82a2 中 ， 
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(9.812). 我 们 计算 了 第 二 次 近似 ,其 目的 一 方面 在 于 指出 如 何 进 
行 计 算 ， 另 一 方面 则 是 为 了 着 重 指 出 ， 解 中 原则 上 必 仗 有 高 次 清 
斌 ,旧作 线性 研究 时 总 将 其 忽略 不 计 . 

现在 我 们 来 探讨 抽 得 周期 解 是 否 稳 定 的 问题 ， 为 了 使 运动 稳 
宝 , 必 须 有 方程 (49.80) 右 端的 二 的 系数 这 一 函数 , 当代 人 正弦 解 局 


展开 为 富 氏 级 数 时 ,所 得 之 当 数 项 小 于 零 , 亦 即 ,必须 使 e — 


一 0 或 K: > а 但 是 正如 我 们 已 经 求 出 过 的 ， 零 次 近似 振幅 


的 平方 Ki = z, 因而 ,稳定 条 件 永 远 满足 (因为 o>, 之 0)， 
也 就 是 说 所 得 周期 解 永远 是 稳定 的 . 

2.1089 р. ”任何 一 个 动力 学 系统 的 方程 , 都 含有 一 

系列 有 一 定 物理 意义 的 参数 〔 例 如: Г, R, C, S 等 等 )， 通 常 认 

合适 的 处 理 方法 是 引信 新 的 所 谓 CER AR, WA HA 物 
理 参数 的 某 种 一 定 的 组 合 , 来 代 营 这 些 参 数 (同样 也 常常 引 人 无 景 
Яра). 为 了 简化 数学 研究 ， 总 是 希望 将 这 些 无 量 岗 参数 的 数 
县 降低 至 最 少 个 【独立 参数 )。 如 果 这 些 参 数 中 有 一 个 可 以 这 样 
米 选择 ， 使 其 值 等 于 零 时 系统 化 为 线性 谐振 子 ， 那 么 这 一 参数 从 
数学 观点 来 看 就 是 小 参数 в, EEFE H A CKHT REE 
开 ， 而 在 建 这 范 德 玻 尔 守 的 基础 时 则 必须 议 它 的 微小 程度 作为 依 
Ja. 

庞 卡 莱 证 明了 ， 表 示 局 期 解 的 级 数 在 他 的 理论 中 具有 异 于 零 
的 收 仇 半径 ро, 从 而 对 所 有 = до, СВЕ ЖЕНЕ ВОСК 
的 ， 这 说 明 对 于 所 有 的 z < до, 都 存在 以 相应 级 数 之 和 表示 的 周 
KY. 

ЧЕН ВЕРАН HER Ван S ERARE E E a, E 
АВО ЕЕ НН; RRE, 我 们 只 能 肯定 ， 在 这 种 情况 


1) 应 当 指 出 :由 игр 时 接 上 展开 的 级 数 的 发 散 性 ,一 般 来 说 ,还 不 能 给 出 > us 
时 不 存在 局 期 解 的 结论 . 
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于 ,我 们 总 是 能 够 选 出 任意 小 的 z, 使 得 方程 的 解 任 意 地 接近 于 正 
Е, 

通常 在 研究 物理 问题 时 ， 我 们 采用 零 次 近似 (x = К eor, 
PK) 一 0)3 有 时 除 堆 次 近似 外 ,我 们 还 关心 所 谓 频 率 的 第 一 校正 
E (5e R e pk E tt.) 以 及 周期 解 展开 式 中 第 二 项 《与 吉成 正比 ) 
的 表示 臣 。 因此, 我们 首先 关心 的 将 是 下 面 这 样 一 些 问题 , 即 : 零 
次 近似 振幅 与 准确 解 之 主 谐 荡 的 振 福 相关 多 少 (р АЕ), 频率 的 
第 一 校正 量 与 真实 矣 率 校正 量 相差 多 少 ， 真 实 非 正弦 度 ( 例 如 , 由 
非 线性 和 失 喜 系数 定义 的 ) 与 一 次 近似 所 具有 的 非 正弦 度 相 竹 多 少 
等 等 、 如 采 从 问题 的 物理 本 质 出 发 ,给 出 容许 误差 (例如 以 百分率 
表示 )， 和 那么 这 就 将 使 我 们 有 可 能 从 理论 上 箭 据 零 次 近似 、 一 次 近 
伺 、……… 的 物理 适用 程度 ,确定 出 上 的 上 界 。 另 一 方面 ， 由 于 是 
PEERU- EDAS, AERAR, м 具有 完全 诡 定 的 数 
值 ,因此 要 想 使 问题 不 失去 其 物理 意义 ,我 们 就 不 能 随意 地 假设 它 
基 任 意 的 小 量 。 例 如 , 若 根 据 所 研究 问题 的 物理 意义 ,有 = = n. 
则 必 出 现 两 个 间 题 ， 第 一 , р 的 数值 是 否 能 保证 斋 卡 汪 级 数 收 
化， 第 二 ,， 甸 的 数值 是 否 能 保证 零 次 或 一 次 近似 能 给 出 需要 的 准 
Им. 第 一 个 问题 的 答案 如 果 是 否定 的 ， 我 们 就 不 能 应 用 施 卡 菜 
法 ;如 果 第 二 问题 的 答案 是 否定 的 ,而 第 一 向 题 的 答案 是 肯定 的 ， 
就 必需 采用 更 商 次 的 近似 。 就 自前 理论 发 展 状况 看 来 ， 回 答 这 些 
问题 是 有 困难 的 ,因此 理论 研究 所 面临 的 一 项 任务 ,就 在 于 建立 足 
侠 有 效 的 方法 来 回答 这 些 问题 ", 


1) TARRE KEN po 进行 粗 的 信 值 ,但 这 种 信 信 往往 过 于 粗 赂 ,以致 没 
AMARRE. 

0222 38 H f F PNET НЫ r EILE DOE DADANA ПН 
Биа: MAE TERZ AARIS S iü RR 41526 ONPI DUAN Ki, 
няла cos, Kinl 的 数值 4. 如 果 此 数值 ,举例 来 说 ,等 


于 4A0、 则 可 认为 寄 次 近似 振幅 将 以 109 的 准确 度 给 出 主 谐 流 的 报 幅 ,和 如 此 等 
等 ， 很 容易 看 出 ,这 种 蔡 往 对 于 很 庆 情 况 是 没 冯 实际 意义 的 。 ЕН 
参看 А. Н. 克 塘 洛 夫 CKphur08) 的 著作 177] ,第 44. 

* МЕЖ рак Кон, -Kiinni BAE, 


„702, 


5 7. 有 折线 型 特性 的 电子 管 振荡 器 


在 研究 电子 管 振 玉器 时 ,我 们 曾 以 多 项 式 表示 电子 管 的 特 人 性. 
给 多 项 式 外 ,有 时 最 好 将 特性 用 其 他 解析 式 来 表示 ， 研 究 这 种 更 
一 般 类 型 的 特性 之 所 忆 使 我 们 惑 到 兴趣 ,是 因为 它 至 少 能 检验 出 ， 
得 到 的 自 振 系 统 的 性 质 中 ,哪些 是 多 项 式 所 特有 的 , 岂 些 是 问题 之 
本 磋 所 决定 的 ， 

HK, ERLER, RIE e, t) 29 * а КИНУ 
že DARRAREN ERR ECA A, FEBRE, PAR 
РЕА: ДЕГ, MAATA ERTER. 在 这 种 情 沈 
To RERA FAA: 将 非 解 析 瘟 数 看 作 是 某 一 解析 函数 的 极 
限 ; 计 算出 所 有 需要 的 积分 (确定 振幅 、 稳 定性 等 等 的 积分 ， 并 在 
计 咎 前 先 芭 极限 (这 往往 能 够 简化 运算 )。 记 得 结果 不 应 理解 为 折 
线 型 特性 的 性 质 ( 一 盘 来 讲 , 这 是 错误 的 ) ,而 应 理解 为 与 其 相近 的 
解 折 等 性 的 性 质 . 

1. 有 -特性 的 电子 管 振 荡 器 .作为 第 一 个 例 于 ， 我 们 来 研 
究 屏 极 电 路 中 含有 振荡 回路 的 电子 管 振荡 器 中 的 自控、 并 将 电子 
管 的 链 性 以 特性 来 带 泊 ‘可 参看 上 册 第 三 章 33). 9 ЛЕ 
ЕЕ 


і 
* = — Жан = ор 
to 


Е МИНЫ, o 一 一 上 一 ), 则 此 种 振荡 器 的 振动 方程 


LC 
《3.45) 将 有 如 下 形式 : 
1, А 
一 ЗА д > 0 有 时， 
+r = юсб + 35 
0 мазо. 


ЖТТ EHRE: 


e RC < 1 和 Le < 1, 
Н 
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967 . : 

THR 138 2 ЕЯ ЕВ). EIA z = a RC < 1 和 
H 

8 = £ 


2 Cio 


RIRA RRR ARA E T Pt RERET NED CF 


量 级 为 1 的 量 , 则 振动 方程 可 化 为 如 下 形式 

ў r= alt +В. 10), 

ПР DARE КН. 
由 于 


(9.83) 
ФСК) == 一 2. r [HK sins + 86 (-К sinn) ] sin udu 
= 一 < 一 多” sin udu = 一 至 十 之 
2 Злая 2 п’ 
而 x 
ШОК) = — = f [K sinu + 8- 1(— віп н) | соиби = 0 
ОЛАИ ERRE 
I, 
2.282 h 
= 一 (9.84) 
В лр 2x?， 这 些 自 振 是 稳定 的 ,因为 
ФСК) = — — < 0. 
2. 具有 无 饱和 之 折线 型 特性 的 电子 管 振 荡 器 现在 我 们 再 
采用 小 参数 法 来 研究 一 种 电子 管 振 荡 器 的 自白， 其 电子 管 的 特 柱 
没有 和 饱和， 并 由 两 条 直线 线段 构成 : АЖ, А С 
482), 即 其 互 导 为 
1) 与 以 前 一 样 


_ so, 
102 = А =<0 时 。 
t фа? W EE, 
2) ВЕ 


普通 单位 , 则 周期 等 于 2xV LE, ПНВ 
-p 2 
E= ik = 


和 电流 的 振幅 则 等 于 
н ЕС 

与 上 册 第 三 从 53 中 所 得 结果 完全 易 合 (对 于 р = o RC <1 的 情况 > 
+703 ' 


$ и, up Fj, 
50.) = b ие < wz М. 
(aa 为 电子管 的 截流 电压 )， 在 第 八 章 3 中 我 们 已 经 看 到 ， 由 于 
特性 曲线 在 一 个 方向 上 该 限 
定 。 在 一 定 条 件 下 可 能 发 生 j" 
ЖЕНУ А. | 

E РЕН Е СТА, Hi 
极 中 含有 振荡 回路 (图 465, 
ау), 如 其 电子 管 上 其 有 此 种 分 ра 
段 线性 特性 ， 则 只 有 在 振 范 А 
а E ТАЛУ ut Um 
很 弱 时 ,才能 接近 于 谐振 于 ， 
电容 器 电压 方程 (“无量 纲 ” 
方程 ) 将 有 如 下 形式 { 参 看 本 章 31): 

k + x= al-l + в], (9.3) 


Up 


дин 


+ s= Es (ua на ЕО АО, 
# 一 rp R C 0 = Ё < 1), 
M Š 


Е -= РС (а 与 1 АЕ), 


ir> tj, 


= SLE; + нух) = x 一 = 
560) 5 к b) L x < Ф Ff, 


p = Ба Ва iW PE kiki ВЕ, 式 中 之 微分 都 是 
1 
一 一 一 | 所 取 的 . 
Z) 
У, 4 02-0, № E, Зин 村 ,无 自 激 , 而 当 b < 0 (E > 
НЯ e < 1; 
на) 85, 0 l am, E æ> 1. 
周期 解 ( 零 次 近似 ) 可 取 作 ; 


对 无 景 岗 时 间 г 一 сом (в = 


a 705» 


z = фоб) = K сови, 
ВОЖУ к E FI: 由 于 相位 是 任意 的 ,因此 这 并 不 破 二 一 般 性 . 
ЕН K НА СО») = 0 或 
Cil) = N [—1 + е - I(E cosu — 5%] sinindw = 
= К 一 上 + ze sinuda] == 0, (9.85) 
ухе, Ни & ХИ Ксози — b = 0 Мн (Е, Fl 


£ = arccos 0 (0 =< £ < п) 


ВУЗЕ K ADS (9.85) IB R 3 IB Ra Е АЈ, 而 决定 
于 关系 式 


b 


K = p (9.853) 
其 中 本 身 决 定 于 方程 (9.85)。， 后 者 经 积分 后 具有 如 下 形式 : 
—2x + а(2Е — sin 2E) = 0 (9.85Ъ) 
R 2 
e Y наз (9.850) 


关系 式 (9.85) M (9.850) 以 参数 形式 给 出 振 旺 与 参数 «的 依赖 
关系 (通过 连 助 参数 8:5 之 0 时 9 三 之 > < 0 М-и), 
НЕРЖ. ЗЕ £ РАВ КО Н. 0 — z < 


之 时 有 0 —< 2E — sin2Ë < x, 和 L <t <= 时 £ x < 2£ — 


sin 28 < 2m, 因此 根据 (9.85c), #0 22 0 (яр << z) 8 


> 2, # b < 0, WD < s < =, 则 有 1 <о<2. 这 样 一 来 


1) REH -daui 时 , 才 有 Keos 一 2>0 和 1KKcoss — = ЕЯ 
于 к». ВРК ХЕ. 20 时 occi, pO 时 F< <. 


2) 的 确 ， 22-08 — sin28) = І — соз25) 20, 
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参数 а 的 每 一 个 数值; 
аз # b> os] 
1<a<2 39 p< 0 

By Е CBM FOP (9.85)), AME ARREK. ЖЖ 
等 式 (9.86) 不 成 立 , 则 方程 (9.85b) 无 解 ， 原始 方程 (9.3) 匹 周期 解 . 
这 说 明 , 只 有 条 件 49.86) 满 足 时 。 才 存在 极 趴 环 , 而 且 是 唯一 的 . 

下 面 我 们 转 人 研究 所 得 周期 解 的 稳定 性 ， 我 们 知道 ， 稳 定 的 
Жет ТРОА 

FÉ (K cost, —K sinz)=—1 — z 1(K соз — 6) 

В СЕР IK HR S l h T S>, PE ë 


£ 
—2x + 20 | di0, 
ü 


(9.86) 


或 利用 (9.85b): 
258 — Je = sin 2Ë =<: 0, (9.87) 


ERKI < £ <=, BJ ó<0 时 满足 ,而 当 >o, M o <s < 


时 则 不 满足 ， 
这 样 一 来 : 当 5 < 0, BH E, > up 时 , 出 于 参数 a 一 СИ 


483 图 484 


睛 数值 的 不 同 ,我 们 将 得 出 四 种 * 不 同 珍 式 的 相 平 通 的 相 轨 线 划 分 
《图 483—486): Ж z< 1, ВРАНЯ Ц :一 ро 时 , 独 趋 向 稳 
定 平衡 状态 (图 483); Ж 1 过 之 2, 则 存在 稳定 极限 环 ,所 有 要 
轨 线 当 一 +o 时 向 它 趋 近 ( 图 485); 当 a 一 2 时 , 此 极限 环 之 
半径 К 一 to 〈 即 极限 环 当 о = 2 时 走 到 无 限 远 ), 车 a > 2, 


а «2 
[RE су С 


图 485 РА 486 


MPTA PAPLER S ЈЕ зд E 486). КНР, 并 于 
应 于 5 = я (BI e = E), МА, М авы e = 1 时 ,立刻 出 
ВАНА ТНК, Н ДЕУ СВ a = 1 M S= R C 
时 > 可 能 发 生 和 任意 振幅 K < fl 的 周期 扰动 。 亦 则 , 在 这 种 情况 
下 :振荡 器 具有 中 心 型 平衡 状态 4 图 4842. 

当 b > OCE, < и) 时 平衡 状态 永远 稳定 【稳定 焦点 )， 沙 
а < 2, ДЕГН УЧТАН ЗРАК ЖЕН: СР 487). 车 a > 2, 
则 存在 不 稳定 极限 环 (a 越 大 , НИ) ЧЕРВНЯ, 
线 均 走向 无 限 远 ( 图 488). 

НЫ в > MS > 2RC) 时 走向 无 限 远 ,这 显然 说 明了 


+ 原 书 为 “三 种 * 一 一 详 书 注 ， 
O 不 礁 丹 入, 所 有 得 到 的 靖 采 者 与 第 八 罕 如 中 之 В, т 的 情况 , BDE ЕЧ 
WEGERE ATIRAR E. 
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图 487 


Эна FS kpi E ЕН GEAR РЯ 


MIRRE, ПОЗ e p Ki, Ена РА ЕО УЕН, 
Be, АЕ Е W ea s) u aE Bufi В). 


5— х>2. 
,  (45>290 


488 


* 709. 


$ 8. HERETER ARLEN 


ERRA ha Sa] BJ ПЕНИ, gape uka TA Hp lk 
电路 中 没有 电流 。， 这 种 假设 可 使 问题 得 到 显 落 简化 ,与 此 癌 时 , 常 
常 可 以 认为 它 以 足够 的 准确 度 为 实验 所 证 实 ， 但 在 男人 外 一 些 问 样 
具有 实际 意义 的 情况 中 ,振荡 器 工作 时 ,其 栅 极 电路 中 通过 和 相当 大 
вое. БАДЕ, ЗЕ Ку, Е ПЕРИ, ЛАЯ 
ЖЕУ НО. ДЖ, ЗЕЕ ЗЕ НАС FE, Е 
述 给 定 电子 管线 路 的 微分 方程 的 阶 次 提高 。 因 此， 如 果 将 我 们 的 
任务 只 限于 研究 以 一 个 二 阶 微 
分 方程 所 描述 的 线路 ， 我 们 就 
不 可 能 以 一 般 形 式 提 出游 虑 得 
流 的 问题 (例如 ,在 袜 极 电路 中 
采用 自动 癸 压 的 振荡 器 中 )， 
但 在 基 些 特 俩 中 ， 却 可 以 研究 
Ни, ПАЛАУ 
程 的 阶 次 。 例如、 在 栅 极 电路 
Ш ТЕКУН ТК ЕТ СЕ 489), НИНЫ 
是 可 能 的 ， 

研究 讨 我 们 将 扰 路 屏 极 到 应 ， 并 对 敌 流 及 构 洲 特性 曲线 的 形 
HERBER. KEE, GbR kki, aie AWE 
ws 的 三 次 多 项 式 的 形式 来 给 定 , 

采用 留 489 所 示 之 符 各 ,由 克 希 荷 夫 定律 ,可 得 ; 

сбн ра, 0, LŽ + Ric u м 4, 
. dt dz dt 
АННЕ ИРИ СВ Ку И MWA: 


LC due + pete мба + Lie oa, L Ri, = 0 (9.88) 
йг? dt dt dt 


图 15 


TR АЖЕ -的 平衡 状态 н, = 悦 ， 它 可 由 方程 
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мї 十 Ким) == 0 


确定 4 此 方程 之 图 解 表示 在 图 490 Б), 


BAERE 
# 


н = zu, — wŠ. 


ia = іа + S. + Зи" — бий, 
eT } (9.89) 
tg = frt + ри + Р? + ГАТЫН 
刚 振 蓝 器 之 振动 方程 可 写成 如 下 形式 : 

Фи | ЕЗ М5, + Pujde + LERA, 

di? L Ci d LC 
[м5 _ Е + s. + s. |200 

LC С dt LC С dt 


pEb y + RP: = 0. 
LC LEC 


引入 如 下 记号 : 


[мя + E] в: М вв: 

L LC С LG С 

М $, Рз 1 2 2 А 
十 一 一 = оё; 1 + Rp) = ot 

LC C Yı LC Q aC P) Г 


Rp — ,. Ep — 


LC ` LC 
Ayas SA BU JE ЖЕНЫ, ИН D ЕАН У: 
+ х = не, K Даа, АЛЕ), eA ER] 
7. 


WH ЯЗОК В F aap НЕЮ, RRE 
ЈОЛА АУ-- 20. 

但 在 这 里 我 们 不 准备 应 用 这 些 一 般 公式 ,而 将 疯 明 ,如 何在 这 
种 情况 下 月 最 少 的 运算 得 到 需要 的 结果 ;当然 ,同样 的 结果 也 可 以 
从 一 般 公 式 中 得 出 ,这 是 显而易见 的 。 引 入 “ 失 凋 ”a, 凤 真实 频率 
的 平方 09 9 Е: 


а? = 0 — 1, 
设 ол, fi ть: m, п, а? ЖАН o НЕА. ИВ 
程 将 到 形式 : 
— дм? — mu аи, (9.883) 
为 了 确定 振幅 和 频率 校正 量 , RE s = K sin О: УЕ 
共 据 项 .将 得 出 两 个 用 以 确定 天 和 а ИРУ: 
као Ke, 


—т 2 К? + 2R = 0, 


由 此 可 得 : 


Ка = L, д Р Kim* = S (9.90) 


Ak, Жат: 
0? 一 1 + КР + mMin 
LC LC y | 
RME E, ЕТА ВЕЦ, ЗБЕН, MEA 
НБ ША АО, ME = = К зіп 0; ВЕ А, У 
D ПАТКА, ВЕ ИР ОНЧА КЕ, НО о, 
Bi, Yi m СЕА п), PUIS ТИБЕТЕ ЖС Ж) m M 
RHN ka E: У ЗЕ 79 АМ. 


mR PUE ER BE R ЛО woRC МР, ДЕ ВЕН 33 8: 
НН РЕ ивы. 


* 原 书 为 “3. Кта 译 者 注 ， 
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程 (9.882) 有 端 对 # 的 导数 的 窜 氏 级 数 之 常数 项 小 于 零 、 即 表示 式 
m 十 28 一 37Yst 的 富 氏 展开 式 的 常数 项 小 于 零 。 由 此 条 件 中 
可 得 : 


e, — — yK =< ü 
或 
Kam 1 6 
2 3 7 
— Yi 
4 


也 《9.90) 可 知 , 此 条 告 永远 满足 ; 因此 所 得 周期 解 永 远 是 稳定 的 ， 
最 后 ,线路 的 由 广 条 件 为 = > 0 或 


КЕР MS «о, 
L С ЕС 


ІНА, M ВЗ РЕН аж, МНН НЫНЕ 3924 
于 在 回路 中 附加 以 茶 种 恶化 自流 条 件 的 负载 . 


S 9, 亿 线性 保守 自 振 系统 的 分 枝 理论 


我 们 们 研究 具有 一 个 和 卢 四 度 的 位 线 性 保守 当 振 系统 ， 并 设 此 
ВОВА ИНАЯ, РАК 
PARE E TIRT, Я ВЕНЕ D Pta Sik РЕ: 

k + xz = (х, z; А), (9.91) 
其 中 * 为 系统 的 坐标 (例如 , FE, ЕЕ), в 为 小 参数 。 它 表示 
所 研究 自 所 系统 与 线性 保守 系统 的 接近 程度 , 2 为 参数 (例如 ， 互 
感 系 数 等 等 )， 其 变化 对 所 研究 之 系统 的 影响 正 蚌 我 们 可 研究 的 ， 
Кх, #; А) ХАРЕ А, НАСЕЛЕНИ ЕНЕВ ЕАУ 物理 性 质 决 
定 。 下 而 我 们 就 转 入 对 方程 (9.91) 的 研究 , 设 上 足 通 小 . 

我 们 曾 用 小 参数 法 (范德法 尔 法 或 座 卡 药 法 ) 指 出 过 , 当 пао 
但 足够 小 时 ,在 平面 上 ,一 般 来 讲 ， 只 保留 一 些 接近 于 图 的 孤立 财 
曲线 ,其 半径 久 决 定子 方程 : 

QK K; 4) = 0, (9.92) 
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甚 中 
Ir 
К: А) = 一 > | ЖК cosu, —K sin нА) sin udu, 
wI 


ВАЛУТНА ВЛ НА ERR, H> z EÉ 
БЕ. RNA У РАКА e 
极限 环 一 一 的 周期 运动 是 稳定 的 《既是 轨道 稳定 的 又 是 按 李 亚 普 
庄 夫 稳定 的 》, ИАА 
Ф,0К: 1) < 0. (9.93) 

这 样 一 溢 , 条 件 (9.92) 和 (9.3?3) 就 与 我 们 对 保守 系统 的 平衡 状 
态 所 得 出 的 条 件 5 上 由 第 二 章 S 5) 完全 类 亿 ， 不 过 这 时 应 该 研究 
КІ, Kas nry КЕ, BI T ANR RAR 
K = 0, 来 代替 对 育 点 坐标 Fn tacto, 的 研究 . 

这 样 , 我 们 就 对 定 态 运动 与 参数 的 关系 得 出 与 上 册 第 二 章 $5 
中 对 平衡 状态 与 参数 的 关系 完全 相同 的 鱼 果 。 在 这 里 我 们 重新 得 
到 "线性 点 列 ” ,但 已 不 是 平衡 状态 的 ,而 是 定 态 运动 的 ， 后 者 保持 
稳定 性 或 不 稳定 性 ,直到 与 其 他 线性 点 列 和 重合, 即 达 到 分 枝 点 为 
目 。 定 态 运 动 的 “线性 点 列 ” 由 方程 (9.92) 给 出 ， 它 们 的 稳定 性 的 
确定 方法 与 上 期 第 二 章 S5 相同 : 车 在 AK EEEH ФК: 
>0 的 区 域 ; ЯА, tr TEKIS F 30520 42E S ЯБУ ЛУ T REN х 
运动 ,而 位 于 区 域 OK) > 0 下 方 的 线性 点 列 则 对 应 于 不 稳定 
的 定 访 返 动 ( 周 期 运动 或 平衡 状态 ), 

以 后 我 们 将 会 看 到 ， 分 棱 点 具有 重要 的 物理 意 久 : мА 
数 取 这 种 数值 时 ,系统 中 的 过 程 将 发 生 质 变 ， 如 振动 的 产生 ,消失 
等 等 , 

ВЕРНЕЕ КЕ, БИРЖИ ERREZ ре 
НАЯ» іо Гарар “ЕЕ”, 

以 分 村 理论 的 观点 出 发 着 手 研 究 具 体 信子 之 前 ， 首 党 应 当 指 


”此 处 系统 为 定 杰 运动 ( 即 苑 素 : 平 系 钛 态 及 自 振 ,包括 稳定 的 及 不 稳定 的 ) 和 的 售 
合 .“ 封 闭 的 ?语义 为 ， 当 参 铬 改变 时 ,动力 党 系统 中 可 能 出 现 的 区 素 冯 能 变化 . 
但 证 有 其 他 类 型 出 现 一 一 诺 者 广 ， 
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出 ,研究 系统 运动 性 质 与 参数 的 关系 时 , ЗЕ ФСК: А) 
而 研究 函数 
Фо А) = 24/ p Фр; 
一 一 一 N С В сови, — о sinut А) P sinudu, (9.94) 


那么 不 在 2, К 平面 而 在 4, о 平面 上 进行 是 比较 方便 的 。 此 时 , 定 
态 运 动 的 线性 点 烈 由 方程 


Plo; А) = 0 
确定 ,其 稳定 性 则 次 定 于 条 件 
Palos A) < 05. (9.933) 


510. ЗЕЕ 
工作 获 态 中 的 应 用 [5 


作为 例子 我 们 来 研究 电子 管 振 落 器 的 软 激 和 硬 激 情况 .为 了 
ЖА PK ,我 们 选 取 屏 被 电路 中 具有 振动 回路 的 电子 管 振 水 暴 (图 
465,6; 参看 646 页 ) ,并 采用 通常 的 简化 假设 , 即 忽 酷 山 流 和 屏 祖 
反应 ,振荡 回路 的 电流 方程 可 写成 如 下 形式 : 

di d -Lo 
LC 3⁄2 + RC L Hr fa. (9.95) 
这 里 i = plu) УИ, АБР н = Eta 有关， Еф 
имо дна. 
НУ ЕЕ ESE Saa B i; На АВС ГІНУ 
研究 巨 的 已 足够 ), 则 可 以 设 ( 参 看 本 章 54): 

1. = ФСЕ, ау = in + S, + Su + Su бай — 52, 

引入 新 的 无 量 纲 变量 


D 用 这 种 在 4, о 318 Е Е, 研究 定 赤 运动 与 磊 数 入 的 关系 ,在 
ile, FA 等 情 滴 中 特别 方便 ,其 中 
Ех, 2), FE АУ Я х Ма. 

D HER $4 中 一 样 ， 我 们 将 候 设 : 在 此 多 项 式 中 Jo>0, НЕО 
Е, НН Ее, ЕЕ. 
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2 М;. . 
ёв ГЕ 和 х = ФС Z), 
其 中 血 , ХРЕН ХИ E, АНУС Ф/М 
ЕИ Р). 着 选择 и MS, 为 小 参数 , 则 振动 方程 (9.95) 
可 人 成 所 需 之 形式 : 

£ + z = ulat + ВСУ + уж) + 6(2>'— eled], (9.953) 
共 中 


М5 ВС go Фә p AS 


М, Sp Š 


= 


б = Ss ‚== 204354 
均 评 为 无量 岗 量 , 但 已 经 不 是 小 量 ,而 是 量 级 为 1 Е. 
根据 (9.92a) 和 (C9.93a) 可 得 振 吧 及 稳定 性 条 件 如 下 < 准确 到 正 
AT): 


Dlo, 1) = (MS,— Ср +2. Мз? —2-М 500—0, 


а 3 15 (9.96) 

Ф,(р,4) = CMS RC) tMSro Мер" = D, 
设 互感 系数 邓 为 参数 ,这 个 参数 的 变化 对 所 研究 的 系统 的 影响 ,使 
我 们 感到 兴趣 。 因 蕴 我 们 必须 为 振动 的 软 激 和 而 激 撞 碗 画 出 好,o 
的 分 枝 图 ， 我 们 只 限于 研究 м ром, хата 
中 反馈 线圈 采取 正规 的 绕 癌 ， 不 应 忘记 ,只 有 р> 0 的 数值 才 具 
有 物理 意义 ,因为 只 有 这 些 数 值 才 对 应 于 定 悉 解 的 真实 振 司 . 

为 了 简化 推导 过 程 , 每 次 我 们 都 将 尽量 选择 管 单 的 数学 模型 ， 
对 表示 电子 管 特性 的 级 数 中 的 系数 提出 这 样 或 那 梓 的 候 设 ” 


D ТЕНЕ, SAR 54 不 同 ,在 这 里 我 们 远 取 了 与 振 落 回 咯 电 访 强 度 的 交 
ЕЕ, ПАБЕ, БЕН х. ХАННЩ, 系数 
В, т, 6 或 #8 中 有 一 个 可 以 遂 过 进取 比例 尺 $ 的 方法 使 之 等 于 性 意 给 定数 们 
Cn 1), 

2) RPH ARKAE EATE ТЕНОР, R YS UMIRI Аа 
售 在 式 (3.2 中 。 其 它 夭 数 在 党 一 次 近 创 中 并 太 形 只 定 访 的 振幅 和 稳定 性 ， 担 
ЖЕНЕ А РСЯ, ЕЕ, в ЕЕ НЕЕ. 
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1, 振动 的 软 激 .。 RADE, МИХ 激 出 现在 S, < 0 时 
(3 54), 而且 在 这 种 情况 下 ,五 次 党 的 存在 并 不 能 使 系统 
的 性 状 中 ,出 现 某 些 性 质 上 完全 新 的 煌 点 ， 因 此 , 设 呈 < 0, S.=0 
(ED y < p, Е = 0), kuqa aO САУН, 而 
мБ IR ИВО ЕН, JAIS: £ S 一 -一 = 4805 
一 一 上 fs > 0), Cp,，M 写成 形式 : 

Ф(р, М) == {МЗ — RC — «Мою. (9.97) 
НЕСЛА Е M, о Е, Н (0, M) = 0 分 和 解 为 直线 
e= 0 ЖЖ: 


М5, — ЕС — «Мр = 0, 
ФЕ M. o 平面 上 分 出 多 (p，M) >o HR, MESAER 
E 55 扬 所 述 的 -一 般 法 区 标 出 线性 点 列 的 稳定 《小 圆 图 ) 和 不 稳定 
УС 491). 

Эмин м, 一 z€, 在 这 一 点 上 ,对 应 于 上 述 直 线 
和 双 曲 线 的 线 狂 点 列 相交 。 HREAN M = 对 ， 以 前 是 稳定 


图 491 


的 ,然后 在 分 枝 点 上 发 生 稳 定性 的 交 找 , 双 曲线 变 为 稳定 的 . 


下 面 我 们 由 分 核 图 M,p 转 入 相 平 面 z, +, ЕМ 取 不 同 数值 
的 条 件 二 是 究 此 相 平 耐 ， 在 对 应 于 M < M ИРИ, НЕ 
只 有 一 个 礁 定 的 定常 状态 一 一 稳定 焦点 《< 诡 4925. ЕЮ 
发 , 相 点 泊 某 一 蝶 线 运动 的 结果 必 将 进入 稳定 奇 点 的 邻 域 . 
HMHE м = 好 时 ,由 奇 点 中 必然 分 出 一 稳定 极限 
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КС +93). 原来 位 于 平衡 状态 的 相 点 ,此 时 必 转 向 极限 环 , 因 为 
M > M, 时 平衡 状态 不 稳定 "， 用 物理 的 语言 来 说 ,就 是 在 系统 中 
发 生 振 动 ， 好 增 大 时 极限 环 半 径 增 天 并 趋向 渐 近 


值 , 后 者 等 于 р = 22, 


十 、 


图 192 图 493 


当 对 藏 小 时 ,条 统 的 性 状 变化 是 可 送 的 ， 和 极限 环 缩 小 , 相 点 治 
极限 环 运动 , 并 在 М = 太 Yi; 即 极限 环 收缩 为 一 点 时 , 由 点 重新 返 
间 原 点 ， 后 者 在 此 瞬时 已 变 成 稳定 
р URAT. 

= 利用 测量 振 落 器 振幅 天 的 仪 

器 ， 可 以 郑 出 由 平 衔 状 态 向 定 态 振 

СНЕ, НИЕ 

СЕРВЕ. НЫ 
图 104 ЖСР 494), 

2. RANEA. ”前面 已 经 看 到 ，3: > 03 S 0 HEA 
KAREM TEE, AAWE: 

Ss = ala > 0), Z 5 = в 0), 


D 1 i e Sk Mg It L se io. ETERRA Ese sh apas BEF yE 恋 送 
др. Р, E ЗЕ В ОНЛА ХАНА РОВ, 
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则 得 : f 
lp, M) = {MS — RC + аМр — МР}. (9.98) 
ЕМ, оза Е, А p= 0 和 三 次 曲线 
MS, — RC + аМо – Мо = 0, 
在 图 495 上 表示 出 上 述 曲线 分 布 的 例子 ,划分 田 @(o, M 2-0 
ВБ, ЗЕ ГРЕЯ ОЛ ОБЕ СВ Ву. 
车 М > 0, 则 参数 的 分 息 值 有 了 两 个 : 


ЕС 
М, = —— 和 м, = ŠE, 
So 十 2 ° 
45 


M, ЗРЯ, М, 为 两 线性 点 列 的 交点 ， 

现在 我 们 再 转 到 棚 平 面 上 去 . 0 < M < Мо 时 ,在 我 们 的 
相 平 面 上 ,和 前 一 种 情 部 一 样 ,只 有 一 个 定 态 运动 一 一 位 于 原点 的 
稳定 焦点 (图 492)， 当 对 通过 参数 的 分 枝 值 WM。 时 ,立即 出 现 两 个 
有 限 半 径 的 极限 环 (图 496)， 其 中 较 关 的 稳定 , 较 小 的 不 稳定 ; 位 
于 原点 的 坷 成 ,其 性 质 并 不 随 之 发 全 变化 ,而 仍然 是 稳定 的 . 


495 


若林 继续 增 大 ， 则 稳定 极限 环 增 大 ， 不 称 定 极限 环 城 小 《图 
49725 址 到 M =M, 时 不 稳定 极限 环 消 失 , Нада. т 


1) ЖМ. o 平面 上 与 之 相对 应 的 分 定点 相当 于 所 谓 . BR EAR 
” 原 书 为 对 一 一 译 者 注 ， 
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M = М, 时 变 为 不 稳定 的 {图 


增 大 ,其 半径 浙 近 地 趋向 对 应 于 


а + 
е = т 


那么 ， 测 量 振荡 器 振动 振 


498)， 稳 定投 限 环 当 邮 增加 时 单 油 


a? 十 455, 
24 


KRR mEnE АТ 
HA КПМ 
时 位 于 平衡 状态 附近 之 相 点 的 
И. 188990, НЕЕ 
是 稳定 的 ， 辑 一 直到 М = М, 
时 为 止 ， 丰 点 都 将 位 于 平衡 状 
态 的 附近 ;至 于 M = M, ВН! 
现 一 对 极限 环 《 其 中 之 一 是 稳 
定 的 ), 这 对 于 我 们 所 观察 的 相 
AH, НЕ”, 
这 并 不 能 使 平衡 状态 的 稳定 性 
质 发 生 改 变 ， 


当 对 > M, 时 奇 点 已 变 为 不 稳定 ;在 M 通 过 M = M, 时 相 


点 被 逼 走 ”, 然 后 则 按照 积分 出 线 的 "指令 "发 生 运动 , 曼 后 到 达 稳 


定 极限 环 ,其 后 无 论 M 加 何 增 加 都 不 再 庙 开 该 极限 坏 。 若 对 减 小 ， 
册 出 现 另外 一 种 情况 ， 对 三 小 时 ， 相 点 停留 在 极限 环 上 ， 宣 到 
М = M, 时 为 止 , 即 稳定 极限 环 与 不 稳定 极限 相 汇 人 台 并 消失 后 为 
止 ; М = M, 时 平衡 状态 变 为 不 稳定 , 这 对 相 点 的 性 闫 将 不 发 生 


任何 影响 ， 次 为 这 并 不 改变 作 


为 它 的 运行 轨道 的 那 条 家 限 环 的 性 


对 继续 减 小 时 永远 停留 在 那里 . 


测量 振荡 回路 电 六 (或 栅 压 ?振幅 的 仪器 将 发 现 突变 现象 一 一 
在 增加 过 程 中 M 一 M， 时 和 在 减 小 过 程 中 М == М, НМ 


ЕЕ”); 我 们 所 看 到 
E 1499). 


a 220 • 


的 这 种 过 程 共 有 不 可 逆 的 "滞后 "性 


图 497 
图 458 


иж ERAT ан А, Зент E 
感 系数 民 为 参数 ， 正 是 这 个 参数 之 改变 对 所 研究 系统 的 影响 是 我 
们 所 关心 的 。 对 束 征 系统 特性 的 其 他 参数 ， 我 们 亦 可 以 得 出 类 似 
的 图 形 来 . 

在 图 500 和 501 上 表示 出 R, o 的 分 校 图 ,这 二 个 图 是 分 别 对 
应 于 软 激 和 硬 激情 况 的 ,其 中 R 为 纯 电 阻 ; 相 应 的 关系 式 可 以 从 表 
示 式 (9.97) 和 9.98) 中 很 容易 得 出 ， 


=. 


第 本章 “不 连续 振动 ” 
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MEERE- RH Э, ENA E 97 — З рт 90У, IR 
们 部 不 得 不 将 该 系统 加 以 理想 化 , ДАН р ЕНУ Н, HY HB 
些 对 所 研究 的 一 类 问题 是 主要 人 的、 决定 性 的 .重要 的 性 质 ， 从 而 候 
立 简 化 动力 学 (数学 ) 模 型 ， 其 运动 方程 能 够 在 一 定 的 精确 度 上 反 
映 出 实际 妆 统 的 性 闫 、 但 是 ,在 弃 去 系统 的 蘑 些 性质 ,并 对 系统 作 
AREH, ВИ З 8 АРУ, р, ИКИ 
能 恰好 对 所 研究 的 问题 具有 重要 意义 。 所 作 的 简化 假设 亦 可 能 使 
我 们 对 提出 的 问题 作 不 出 正确 的 回答 .一 方面 ， 对 所 研究 的 系统 
的 狂 质 不 加 以 理想 化 ,就 不 可 能 建立 任何 理论 ,但 另 -一 方面 ， 如 果 
不 从 理 兴 研究 中 得 出 结果 ,不 将 这 些 结果 与 实验 资料 机 比较 ,我们 
亦 不 能 解决 历 作 理想 化 是 否 合法 "的 问题 . 

建立 实际 系统 的 简化 ( 理 息 化 > 
动力 学 模型 诉 一 贯 采用 的 方法 之 一 
是 :忽略 所 谓 系 统 的 “小 参数 或 R 
759. п, 用 方程 


ка + = 0, (10.1) 


研究 RC ER 502 ВЕЕ, 图 502 
我 们 忽略 了 小 的 寄生 电感 Lo ХЕ ЗРЯ, Н 


D EATE AARS Y H 32 ph. 32,6435, 57 第 4 小 节 ,58 6890—11 
第 2 小 节 , $12, 513, 并 对 556, 3, Таки. 


"72$ + 


ВНЕ ig EC 10.12, 则 此 方程 将 满意 地 ,正确 地 反映 出 
RC 回路 中 的 电流 与 电压 的 整个 变化 过 程 ,而 且 演 不 小 参数 时， 
ВЕРЕ 0: Ири Буар 2. 


Lağ + ка + Ç = 0, (10.1=) 


并 得 不 到 什么 新 的 东西 ， 只 不 过 对 方程 C10.1) 的 解 给 出 短小 的 校 
正 量 ,而 且 Риск? 越 小 ,此 校正 茵 也 越 小 ” 
与 此 祖 类 似 , 忽 路 小 的 寄生 参数 以 后 ,可 机 用 方 稳 


г +R = 0, (10.23 
dè 


OEE EA E h B IB. R S: rh. ро h BJ Bà R, 
但 这 些 寡 生 参 数 必须 是 微小 的 。 考虑 某 些 参数 ,例如 ,感应 线圈 的 

微小 固有 电容 С, С 503), 我 们 得 到 二 阶 微 分 方程 
di +L Ф. + Ri = р, (10.2а) 

dt 

这 样 并 不 显著 改变 研究 结果 。 只 要 
电容 Cn 是 够 外 (必须 使 C < L/R?) 
闻 样 地 ， 在 研究 有 电感 反馈 的 
电子 管 振荡 器 时 ， 我 们 曾 忽略 所有 
的 寄生 参数 ， 其 中 包括 安装 寄生 电 
m 503 容 和 和 电感、 电子 管 极 间 电容 等 ， 考 


T] 


C RL 


dt 


1) 在 这 里 世 及 全 二 中 ， 我 们 将 只 研究 这 样 一些 运 动 ， 其 初始 状态 汶 足 碘 取 动力 学 


们 在 描述 RC 回路 效 态 的 各 量 中 。 只 能 任意 给 定 一 个 《车 给 定 go MERJE 
ас. (фа = е. o = Rey 如 果 在 不 入 足 方程 (0.1 
的 初始 条 忻 下 研究 RC 回路 中 的 过 程 C 例 如 gu 坏 0， 加 = 的, 则 对 此 秘 过程 的 研 
ЗЕЕ РО ЫСО) ,而 必须 采用 考虑 寄生 电感 Lo 的 方程 (10.1a). 
在 第 一 之 $5 中 ,我 们 已 经 看 到 过 ,在 开始 阶段 (其 延续 时 间 的 县 级 为 :Lo/R), В+ 
gC AH Lo 者 不 是 小 最 ;从 而 当 Fe 其 小 时 ， 将 引起 电流 # 的 迅速 变化 ,直到 
捧 近 一 4ofRC 的 数 亿 为 止 ， 以 后 的 现 伪 , 苦 至 在 这 种 铺 况 于 ,也 可 下 方程 (10.17 
ЖМЖ. JEON ld RARA ЗЕНОН НЕЕ, 只 在 研 
ЕЕ OERA RRS BODRE PARS ERAN. 
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虑 这 样 或 那样 的 小 害 生 参数 ， 只 能 使 ( 除 使 问题 显著 复杂 化 以 外 ) 
自诉 条 和 侍 以 及 站 振 振幅 和 上 疝 期 的 表示 式 等 等 发 生 微小 的 变化 ， 

在 这 以 前 ,每 当 建 立 物 班 振动 系统 的 动力 学 模型 时 ,我 们 都 是 
这 样 进行 的 ,忽略 小 的 寄生 参数 ， 并 认为 被 忽 酷 的 参数 值 越 小 , 它 
所 起 的 作用 也 越 小 ， 我 们 之 所 以 不 得 不 这 样 做 ， 人 至 少 是 因为 不 可 
ВЯ. 

在 上 面 护 举 的 例子 以 玉 折 有 以前 分 析 过 的 问题 中 ", 对 小 寄生 
参数 进行 这 神 和 忽略, 并 配合 其 他 一 些 简化 假 进 , 使 我 们 得 以 建立 起 
这 样 一 些 动力 学 模型 (微分 方程 组 )， 借 肪 
于 这 些 模 型 , RAUA Г 0с ос БНЯ 
动 系统 的 性 状 《 当 然 是 在 初始 状态 CG 二 0 
时 》 不 与 所 取 动 力学 模型 的 方程 相 了 矛盾 的 
RET) 而且 ,所 得 的 研究 结果 ， 在 定性 
方面 和 比较 满意 的 定量 方面 ， 都 与 实验 资 
料 相 符合 , 

但 是 。， 远 不 是 一 芒 精 况 都 容许 痉 去 所 
有 的 小 参数 ， 因 为 其 中 有 些 参 数 可 能 对 振 
动 系 统 中 的 过 程 起 重要 作用 ， 例如， 在 研 
究 如 图 504 所 示 的 电子 管 振荡 器 时 ， 就 不 
允许 忽略 所 谓 电 子 管 的 屏 椰 电容 Cy, 这 一 504 
J 9, АТГ ВЕУ ВЕНЕ ВЕРУ БНТУ 
之 闻 的 反馈 ,而 后 者 却 是 激励 自 振 所 不 可 缺少 的 ， 因 此 ,忽略 小 电 
F C,,, 就 会 使 我 们 黄 至 无 靶 解 释 电 路 的 自 激 现象 。 

做 为 第 二 个 例子 ,我 们 来 研究 电阻 К НГ БАНЯ С 
联 电路 (图 505》 与 直流 电势 接 通 后 的 过 程 ， 车 令 电 容 忆 的 初始 
G=0 DER gq 一 3， 风 回 路 中 电 沪 强度 的 方程 可 沪 成 如 下 形 
Аа 


+ 
LŽ + рі +f ¿dt == E, (10.3) 
dt сл 


D 具有 一 个 ии В УКСА рО 58). 
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我 们 来 看 一 看 ， 根据 二 “很 小 《由 于 СЧА”), ДАНА 
表示 电容 右 电 庄 的 项 


奔 去 这 一 项 以 后 ,将 得 到 方程 
L + R; = E, (10.33) 
| dt 
НЕ А ВЕЛЕ И EL CERRAH RC ARAE EAER ` 
а РЕНО ЗЕЕ. ЗИ, 根据 简化 方程 (10.3a)， 在 
z— 十 ee kf, 回路 中 应 建立 超 电流 
强度 E/R, METE, Wi J f 
Е i с (10.3), 开始 《在 量 级 为 L/R 的 时 
| И | 间 间 陋 内 ) 时 电流 强度 达到 接近 
E/R 的 数 信 , 然后 随 电 容器 电压 的 
, 增加 开始 减 小 ,并 当 :一 十 co К 
慢 地 ( 象 e вс 那样 ) 趋 近 于 零 ( 图 506). BHH, ERM 
A+ |a 
C Јо 


505 


的 系数 二 "很 小 "， 号 其 数值 在 开始 时 较 方 程 610.3) 中 各 项 都 小 , 但 
是 ,如 于 我 们 去 研究 回路 中 电流 的 整个 建立 过 程 ,就 不 人 允许 将 它 忽 
изя, АЖ ZERI RC 量 级 的 时 | 曾 闻 隔 后 ,必定 进入 这 
样 的 状态 ,在 这 些 状 态 中 , 这 一 项 按 量 级 已 可 与 接 人 回路 的 电势 相 
ЕТ. 

RA, F fe ERRER 90, ЗЕНИТ, Жар 
能 不 考虑 某 些 小 4 寄生) 参数， 因为 后 老 对 此 类 系统 中 的 过 程 起 重 
要 的 作用 。 作为 这 种 系统 的 例 闻 ， 可 以 举 出 具有 一 个 RC 回路 的 


1) АПН Аа EO. 2) 6 Gh = 0, (E 


° L. 
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的 振动 ,在 其 过 程 中 ， 系 绕 状 态 的 缓慢 变化 与 异常 迅速 的 .“ 跳 路 
式 的 "变化 交替 地 进行 车 (多 谐振 注 如 就 是 此 种 不 过 续 振 落 崔 的 典 
型 例子 》. 


.. PENALE 


Dim 


RE >$ вас. 


с 


在 第 四 章 $ 8 中 研究 PL 
有 一 个 RC 回路 的 多 谐振 荡 
ЕН, RITSAR ГРУ 
生 参 浆 《 包 括 害 生 电容 在 
рч). 在 此 基础 上 得 出 的 一 
阶 动 力学 模型 【其 相 直 钱 表 
示 在 图 508 b) 结果 是 一 个 
“Неа” ЗЕЕ” ВЕ, 


РЯ, FI ix sh akan, gt m 507 

们 不 可 能 在 给 定 初始 状态 | 

(当然 满足 此 模型 的 方程 ) д0 и р 
后 ， 研 究 在 整个 时 间 内 系统 WAPARE 

的 性 次 ， 一 阶 动 力学 模型 的 a so 

方程 ,在 任何 初始 条 件 下 ,者 


将 系统 “ 引 向 ”图 508 所 未 的 相 轨 线 的 " 止 点 "4 和 4° 所 对 应 的 两 
个 状态 之 一 ,它们 并 不 是 平衡 状态 ,但 从 这 两 点 没有 向 外 运动 的 相 
轨 线 . | 

既然 多 谐振 荡 串 的 所 有 “大 参 数 都 已 被 计 人 ， 那 么 出 现 这 种 
不 成 功 的 、 有 缺陷 的 "模型 ,其 原因 显然 是 这 样 的 , 那 就 是 , 当 我 们 
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Ен НОВА ЗЕЕ), ВИТА Hu ГИ 
振动 过 程 起 重要 作用 的 一 些 寄 生 参 数 (虽然 它们 很 小 )， 在 这 些 
对 多 谐振 荡 器 的 振动 规 律 起 决定 作用 的 寄生 参数 (与 电容 6, 电阻 
R, 和 Ri 以 及 电 于 管 组 的 特性 一 起) 中 , 可 以 举 出 小 寄生 电容 Cas 
С, В Ci CER 507 小 以 左 线 表示 出 的 ?， 它 们 在 电路 中 总 是 存在 
的 ， 这 些 电容 在 贺 压 “ 的 迅速 的 “跳跃 式 ” 的 变化 过 程 中 ， 起 着 决 
定性 作用 ,而 这 样 的 变化 ,我 们 知道 , 妨 是 多 谐振 荡 回 所 特有 的 ， 计 
人 寄生 电容 Cas, Ce 或 C I 以 后 【这些 电容 在 实际 的 多 港 振荡 器 中 
通常 远 小 于 C), 我 们 将 得 出 相当 “完善 的 守 阶 模型 ， 采 用 此 种 模 
型 ,我 们 就 有 可 能 在 时 间 无 限 兽 长 的 过 程 中 , 研究 多 谐振 荣 器 前 性 
МК РЕ АИО ВЕ =< REN AREER HE GARAR 5 5 0 
PAE 512), НН АЕР, АЕА, AERA 
周期 地 进入 这 样 一 些 状 态 , 在 这 些 状态 中 , 徽 分 方程 的 含有 小 寄生 
电容 ‘作为 它们 的 系数 ) 的 备 项 , 与 方程 的 其 他 项 相 比 并 不 小 (虽然 
ЗЕЕ Эн C Far ih s). JEF422 30k, A f WS B 38 A mk 
的 振动 而 建立 动力 学 模型 时 ,忽略 害 乞 电容 是 不 容许 的 ? 

上 面 关于 具有 一 个 RC 回路 的 多 谐振 萝 澡 所 说 的 一 切 ， 对 所 
有 其 他 不 连续 振动 的 系统 都 是 适用 的 .在 这 些 系统 中 ， 与 多 谐振 
荡 器 一 桩 ,振动 性 质 市 身 , 在 振动 过 程 的 一 定 阶段 上 上， 是 由 某 些 小 
深 生 参数 所 起 的 重要 作用 所 决定 的 ， 因 此 ， 在 研究 不 连续 振动 系 
统 时 (这 也 正 是 本 章 的 上 且 的 所 在 )， 斌 不 能 不 以 一 定 的 形式 考虑 这 
些 系 统 的 寄生 套数 , 至 少 是 某 些 重要 的 寄生 戎 数 . 

在 阐述 不 连续 振动 系统 的 近 亿 研究 方法 (在 $3 中 ) 和 研究 此 


D 并 不 是 所 有 寡 生 参数 对 于 多 谐振 落 器 的 据 动 过 程 部 足 重要 的 ， 举 例 来 说 ,如 果 
ЗАП 307 中 月 鸣 线 所 示 鸭 任何 一 个 寄生 电感 ， 但 不 壮 典 寄生 电容 ， 则 将 
得 出 二 稚 动 力学 模型 ,但 它 仍 将 是 “有 缺陷 的 ”, “退化 的 ”， 内 为 借助 这 种 概 斑 
EEPE EER Е NRA RL SEEE 68), 

2) 在 第 四 章 58 h, ИН A phien". tab JP E, БУДЕ HS 089 

AR, ЗАС E e ERRI, ВЕЗТИ Е tb k= НОТ 2 EE ЖАН 

MIRER ЗЕН РР ЛАН BCE yr ИЕН, 甚至 可 以 

НБ Бен фу ТЕ, 以 及 第 八 章 55) 的 动力 学 推论 . 
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种 系统 的 县 体例 子 (在 其 后 的 几 节 里 ) 以 前 ,我 们 先 提出 较 特 殊 的 
问题 : 设法 曾 明 小 参数 (微分 方程 中 具有 小 系数 的 各 项 ) 对 平和 奖状 
态 稳定 性 所 起 的 影响 . 


$2. 小 参数 和 平衡 状态 的 稳定 性 5 


由 于 我 们 现在 只 限于 研究 平衡 状态 的 稳定 性 问题 ， 因 向 可 以 
有 用 线性 近似. 设 在 平衡 状态 附近 系统 的 性 状 《 小 寄生 参数 忽 路 
不 计 ) 可 用 如 下 的 二 阶 线性 化 方程 描述 : 
zo atr 
+ 


T; а; — + :: + + ах = Ü, (10.4) 
п dr” l 
将 特 解 x = 40 代 人 后 ,可 得 出 14 的 = 次 特征 方程 : 

ао” аА +. + a, = 0. (10.53 


RADA, У ВАО E Е ОЕ Fi p ZIRRI СК S; 75 
即 , 若 4 个 根 均 为 负 值 或 具有 人 负 的 实 部, 则 平衡 状态 是 稳定 的 . 

设 引 人 新 的 小 参数 (例如 ,寄生 参数 ) 以 后 ,使 系统 的 微分 方程 
提高 一 险 ( 使 方程 一 下 提高 一 阶 以 上 的 其 它 情况 ,可 用 类 似 方 法 进 
行 研究 )?， 线 性 化 方程 (10. o SARRAR, 可 能 在 两 种 情况 下 


出 现 一 一 或 附加 一 个 小 项 “3 或 小 项 р | de, 其 中 必 为 足 


D 引入 不 提高 系统 六 程 阶 数 的 小 参数 ， 无 于 我 们 六 没有 什么 研究 价值 【《 它 并 不 下 
ZTRRGIEZED, ЗАА ВЕ RARER ЕДЕ АИ ЕДУ 


”应 当 指出 ， 自治 系 绕 C 例 和 如， 其 运动 可 由 责 个 一 阶 微分 方程 描述 ?的 " 粗 性 ” 
概念 ， 很 自然 地 下 以 推广 到 小 附加 项 含有 一 阶 导 数 的 情况 ,此 时 * 变 更 "方程 组 


将 具有 如 下 形式 : 
“= G, y) + р(х, у; =. ЕА 
dy = ах dy 


+ Q (x=, y) + g, (=, У; 


зл АМА ti BH Sk, ДТ EEF ERATARA AE APREA 
RLI AARTEEN ERK, RIMASE AMARME 
ЧЕН Ч За Се TARA A E DES R EBE, 
甚至 我 们 对 它们 亦 提 不 出 并 委 限制 , 司 其 不 致 形 响 平衡 捧 态 的 稳定 性 。 


* 729 + 


够 小 的 系数 *， ЛЕТО, FEE J 25823: 


НА ад" ай Г ++ + ар == U, (10.6) 
ТЕ Au DU А 
А ад” оста + z = 0, (10.7) 


ARR Ули ЕН, Я, BRI Pb a 代替 系数 a, Ч 
ду АЛАА, A ME BBM ЗТАЧІД, По Н.Е Е ОКУ 
И, 2, а 0 HF, в; 一 a;， 这 两 个 方程 各 有 w 十 1 РЖ. 
由 于 二 很 小 ,其 中 w AR L. A... А, BERETA RHEN л 
个 根 , 特 别 地 其 实 部 具有 同样 的 符号 ?。 因 此 这 +* 个 根 所 发 生 的 次 
尼 不 可 能 改变 平衡 状态 的 稳定 性 。 起 到 这 种 作用 的 只 能 是 新 的 根 
hm 为 了 解决 此 根 的 还 响 问 题 ,我 们 分 别 研究 两 种 博 况 . 

先 俯 第 一 种 情况 开始 ， 我 们 知道 , М jg 0 FF, Ara ос, 
В, t e 足够 小 , 则 汗 算 ban 时 ,可 在 方程 (10.6) 中 弃 去 所 有 低 
于 ”次 的 项 ; 击 此 可 得 出 上 很 小 时 tan 的 渐 近 表达 式 : 

lan = — 20. (10.8) 
н 
在 第 二 种 情况 中 ,可 将 特征 方程 (10.7) 改 写成 形式 ; 
ALa 二 aA +в = 0**, 
当 и № ды > 05 ВД, 24 РА Lan WAA A 
次 项 , ИЕН an 的 新 近 表 达 式 如 下 : 
hen = — £, (10.9) 
ВА, AA, SARELA FERA 
的 稳定 性 会 发 生 什 么 影响 、 系 绕 在 平衡 状态 附近 的 性 钛 决定 于 方 
程 : 


х = Речи crest слей" 4 6 ЧЕ села, (10.10) 


tp TE ЖЕНА E EJ. uE илыме 


ат 


译 


1) и ЕЕ ha TY. 
= 原 书 中 aa, 上 无 搬 号 一 一 译 者 注 。 
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如 果 在 * 个 “ 旧 ” A, 2, 5, А, ГЭЕ B 大 于 
零 , 则 系统 不 稳定 ， 此 时 新 的 根 1 将 毕 毫 不 能 政变 此 状态 的 性 
统 将 始终 是 不 稳定 的 。 如 果 所 有 z 个 根 ( 或 其 实 部 ) 均 为 
负 值 ， 则 平衡 长 态 的 稳定 性 将 最 决 于 Mn 的 符号 ， 如 果 它 是 负 
的 ,网 不 引入 任何 新 的 东西 。 如 果 它 是 正 的 ,就 会 使 平衡 状态 变 为 
不 稳定 ， 这 说 明 由 原始 系统 过 渡 到 补足 系统 后 ， 系 统 将 夫 失 稳定 
EE. На, 的 符号 一 方面 决定 于 疡 的 符号 , 另 一 方面 又 决定 于 诛 
始 方 程 的 系数 w 或 a, 的 符号 ， 若 选择 a > 0, Ша, АЕ, 
才能 使 厌 始 系统 的 平衡 状态 稳定 ?， 因 此 ,在 重新 引信 的 小 项 的 系 
数 冯 为 负 值 的 情况 下 ,可 能 变 失 稳定 性 .以 后 我 们 将 会 膨 到 ,实际 
系统 中 完全 有 可 能 出 现 这 种 情况 ， 这 说 明 ， 不 考 虞 寄生 参数 时 秦 
起 来 是 稳定 的 平衡 状态 ， 让 于 此 参数 的 存在 ， 实 际 上 却 是 不 稳定 
的 , 基 黄 实际 系统 不 可 能 保持 在 这 种 状态 中 。 十 分 明显 ,能 否 区 分 
这 种 着 起 来 是 稳定 的 平衡 状态 和 真正 的 稳定 平衡 状态 《〈 即 实际 系 
统 可 以 存在 任意 长 时 闻 的 状态 ), 是 何等 的 重要 . 
遇 然 还 不 存在 某 种 一 般 的 方法 ， 但 我 们 总 还 可 以 指出 一 种 举 
由 ,借助 于 这 种 法 则 ， 在 许多 情况 下 可 以 “ 指 霞 "这些 君 想来 稳定 ， 
但 实际 上 并 不 稳定 的 平衡 基态 .这 一 法 则 的 实质 在 于 ， 在 方程 中 
依次 引 人 各 种 不 同 的 小 寄生 参数 ， 然 后 确定 它们 在 方程 中 所 具有 
的 符号 ， 如 果 发 现 即便 有 一 个 参数 带鱼 号 ， 则 我 们 就 有 根据 担心 
平衡 状态 实际 上 将 是 不 稳定 的 ， 我 们 仅仅 说 "有 根据 ”， 是 因为 为 
一 个 寄生 人 参数 在 方程 的 同一 项 中 可 能 希 有 正 号 ， 从 侧 系 数 的 符号 
就 取决 于 寄生 参数 问 的 数值 关系 ， 而 寄生 参数 的 数 信 我 们 通常 并 
不 知道 。 些 外， 我 们 总 未 能 毫 无 例外 地 去 研究 一 切 寄 生 参 数 的 娟 
嘛 。 因 此 ,严格 屯 说 ,我 们 在 任何 时 候 都 不 能 确 售 ， 根 据 我 们 的 理 
论 看 起 来 是 稳定 的 平衡 状态 ， 实 际 .上 一 定 会 是 稳定 的 .任何 一 种 
理论 都 无 法 最 后 解决 这 一 问题 ， 能 够 给 出 答案 的 只 能 是 实验 、 尽 
管 如 此 ,在 进行 理论 研究 时 ,总 应 当 考虑 到 有 把 不 稳定 平衡 状态 看 


D 此 变 求 可 直接 由 所 调 路 斯 - 伐 维 智 CRonth-Hurwits) 条 件 中 导出 例如, TEE 
[95,991, 
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REEERE EREHE, 
为 了 指出 此 各 危险 性 的 程度 ,以 及 在 某 些 情况 中 ,各 免 危 聊 而 
“ 揭 器 " 邢 些 看 超 来 是 稳定 的 平衡 状态 是 否 容易 ， 我 们 来 研究 几 个 
具体 的 例子 ， 在 这 些 例子 里 ， 我 们 将 只 限于 那些 在 二 阶 非 线 性 方 
程 理论 范 围 内 可 以 研究 到 底 的 情况 。 因 此 ， 我 们 将 只 研究 这 样 一 
些 系 统 , 在 考虑 到 小 项 时 ,这 些 系统 是 以 二 阶 微分 方程 描述 的 ， 而 
заре, 将 归结 为 一 阶 方程 。 方法 是 先 从 研究 二 阶 方程 
开始 ,假定 参数 之 一 为 小 参数 , 并 弃 去 租 应 的 项 , 然后 再 研究 相应 
的 一 阶 方程 . 
1. 4805. 做 为 第 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 已 为 我 们 所 娄 
知 的 电弧 电路 ， 令 其 由 直流 电 
源 供电 (图 509)。 除 电池 和 电 
А |} М, наре, HAEE 


=. = V R. ARLI 2£ c CA P IB 

| | | 上 喻 ,在 这 种 形式 下 ,所 研究 的 电 

路 已 经 是 理想 化 的 结果 )。 和 

图 509 以 前 一 样 , на, д ВНА: , RIR 

MEHE o 与 电流 强度 i 之 间 的 关系 , 以 ФР 表示 之 (图 510). 

下 面 我 们 先 对 以 前 (参看 第 五 章 $ 5) 研究 此 种 电路 时 所 得 的 
结论 ; 笋 一 些 重复 和 补充 ; | 
对 于 这 种 电路 ,我 们 将 得 出 方程 组 : 


р = и (р, | 


cu Еи, (10.117 
d: R . 
ФС) = Е — Ri 


确定 , 它 对 应 于 电弧 特性 曲线 а 一 ФС) БОЕ e= E— Ri 
的 交点 ; 这 种 交点 可 能 有 一 个 或 三 个 {图 511)， 下 面 我 们 将 研究 
具有 三 个 平衡 状态 的 这 种 最 有 兴趣 的 情况 ， 在 平衡 状态 (i, UA 


+732, 


图 510 Я 511 
小 邻 域内 ,将 方程 (10.11) 线性 化 , ЭЗЕ Яа а En E 
压 的 交 变 分 量 В 1 fl n u U Bihar FPE EH 


LŽ = р ФСЕ, СК = — n — RẸ, 
d: dz 
其 特征 方程 为 : 
Не — j| 
K СБА + 1 


LCR: + [L СВОИ + R + Jp'(1) = 0. (10.12) 
TA FARSU, ОАО Е oO) 的 符号 和 大 小 , 即 电 
流 强度 取 平衡 值 ; = 7 时 电弧 的 “微分 电阻 ”* 的 大 小 和 符号 ， 令 
图 sil 中 的 平衡 状态 1 位 于 电弧 特性 曲线 的 上 开展 上 。 它 是 稳定 
的 (因为 (1)>>0, 且 方 程 (10.12) 的 两 个 根 或 者 它们 的 实 部 沟 为 
RED: 或 为 稳定 焦点 ,或 为 稳定 结 点 ,这 决定 于 工 , C,R 和 p'O) 
之 闻 的 关系 。 在 点 2 上 (1s) 取 负 值 ， 从 图 中 可 以 看 出 。 其 绝对 
值 大 于 R。 因此 R + ФС) < 0。 吞 点 2 为 鞍点 。 与 其 相对 应 
的 平衡 状态 恒 不 稳定 。， 景 后 , 在 点 3 上 虽然 pO) < 0， 但 从 图 
中 可 以 看 出 ,其 绝对 值 小 于 R Am R + ФС) > 0, Шар 3 可 


能 是 焦点 或 是 结 点 0， 如 果 | 人 | > 此 奇 点 不 稳定 ; 反之 


* Ве В.Н Е. 

1) итал ANRE Бенни Тю. НН, RE R AT 
АМН Е HAR, 永远 有 СР) 0. ЗЫ ГЫ ЕН Е, 
Hü 007920, Рл REEE. . 
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则 稳定 ， 由 于 Ya) 的 数值 很 小 (特性 曲线 虽然 下 降 , 但 比较 平 》， 
因而 当 工 很 小 时 平衡 状态 3 永 不 稳定 ;友之 , 当 很 小 时 此 平衡 状 
态 永 远 稳定 。 一 般 来 讲 ,在 这 一 冰点 上 ,平衡 状态 由 稳定 向 不 稳定 
的 过 渡 发 生 在 变化 参数 (此 变化 参数 可 为 任意 参数 ，R, 工 或 C) 
取 基 一 确定 的 “临界 ” 值 时 。 册 此 可 网, 当 有 三 个 平衡 状态 时 ,从 稳 
定性 的 意义 上 来 看 ， 我 们 可 以 得 出 图 512 和 513 所 示 的 两 种 组 合 
中 的 一 个 


Е 512 513 


现在 我 们 来 看 一 看 , URRAS, L ik, С, ЖАР 1 
些 平 衔 状 态 的 性 质 是 否 会 发 生变 化 以 及 如 何 变化 。 车 忽略 电容 出 
得 出 如 图 514 所 示 的 电路 ; ЖИ, ИЕН ЖИР 515 所 未 的 电 
路 。 我 们 设法 用 相应 的 一 阶 方 程 来 反映 每 一 种 电路 的 性 类“ 第 一 
种 电路 我 们 已 在 第 四 章 $6 中 研究 过 ?， 在 所 有 三 种 情况 中 , 即 一 
般 情 况 L = 0, C = 0 和 特殊 请 况 C = 0, БРОДИ C == 0, 
L = 0, 对 应 于 平衡 状态 的 i s КОЧЕ, TADE т Е. 

HA C = 0 лы, ХЕХ 3 
讲 , 并 不 发 生 任 何 变化 : ЗК 1 和 3 仍 保 持 稳 定 ,而 状态 2 则 仍 保 
持 不 稳定 CC 很 小 ; НК ЖЕНЫ ЛЕНИ). БАЯНА, Л С ФЕ 


D 在 图 上 ,点 1 和 点 3 被 亚 示 为 站 点 、 这 两 个 点 也 可 能 是 起 点 ;但 其 稳定 心 ， 并 不 
ВИНТ ЕЛЬ. 
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z 


Ima гт 
ГЕТЕ 


图 514 图 515 


路 中 对 于 所 有 三 个 平衡 状态 的 稳定 姓 并 不 是 重要 的 。 确实 如 此 ， 
当 C— + 0 时 ,特征 方程 (19.12) 的 根 


R +p 1 
À, 一 一 一 一 一 一 4, = — — — 00, 
1 r 和 2, ZR 


亦 即 ,由 于 电路 中 有 小 忠 容 而 蜡 现 的 概 2, EARE, ВОЗЕ rik 
访 的 莉 定 性 完全 取决 王 六 的 符号 ,其 中 и 为 不 考虑 电容 时 电路 特 
征 方程 : L) + R + = 0 的 根 . 

FARRE L (即便 是 任意 小 ), 则 情况 完全 不 同 。 不 著 虑 电 
感 时 (L = 02, 对 应 于 平衡 状态 的 特征 方程 


Скок = 0 (10.12a) 
只 有 一 个 根 
АО ` 
“ CR > 


在 平衡 状态 1 和 2 (Н, TERRE ЗЕ". АЗИЯ 
说 , FHER 一 ОЖ 1 和 2 稳定 ,状态 3 不 稳定 。 

但 着 学 虚 很 小 的 电感 《更 正 峭 些 应 当 是 L-* + 0) 则 特征 方 
程 (10.12) 的 根 将 为 


和 


= — 9 о, 


D 在 平衡 次 态 2 上 ,有 4750, ка 40, МД А0, 
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其 中 第 一 个 根 与 特征 方程 C10.12s) 的 根 相 重 合 。 在 第 一 个 平衡 状 
ЖЕН ФС) > 0, >o M А < 0; 当 工 很 小 时 此 平衡 关 
访 仍旧 是 稳定 的 ， 因 此 ， 对 于 它 来 说 小 电感 工 不 是 重复 参数 ， 但 
在 第 二 和 第 三 个 平衡 状态 下 则 有 v aa 和 加 一 十 co， 到 系统 
将 已 “迅速 "的 运动 脱离 这 两 个 平衡 状态 ,; 故 对 于 任意 小 的 L , 它们 
， 都 将 是 不 稳定 的 、 因 此 ,在 平衡 状态 2 和 3 (在 电 匠 特性 曲线 的 下 
PER PRIIT В, ME RENERE, HAA aR 工 ， 汇 论 它 
ZAR. P ЗЕК 2 Æ L. = ОС ЕЕ”, 
但 由 于 电路 中 有 小 寡 生 电感 存在 ， 它 实际 上 并 不 稳定 。 在 特征 方 
FE 22° + bk, e = 0 (ЕН ¿> 0) «АКНЕ e, НЫ 
次 项 的 系数 上 5 ЖАН, 则 每 当 二 次 项 的 系数 消失 (za — 0) 时 ,都 
将 发 生 此 种 稳定 性 的 形 失 此 情况 可 简称 为 * 负 贰 点 "”。 峻 区别 于 
“EER”, РААН ЕД < < 6， 而 系数 8 > 6， 因此 ,车 
a 变 为 堆 , 则 " 正 苇 点 "保持 原来 的 不 稳定 性 ,和 而“ 负 苇 点 " 则 变 为 稳 

不 难 证 实 , 上 面 所 新 究 过 的 情况 , 即 平衡 状态 在 补足 系统 中 变 
为 蔷 点 的 情况 ， 力 是 由 于 考虑 小 参数 而 引起 稳定 性 况 失 的 唯一 可 
能 情况 (对 于 所 研究 这 一 类 问题 来 说 )。 和 确实 如 此 ， 在 原始 系统 中 
КВЧ айу, ВНЕ АЦ АЕ. Таи 
ПЕЕ, Еа а, Ш СЕН, ВЕКА 
КИТ АОК ЕН ГАЯ. 

БЯЛА ТЕНЬ, Дзе, ЕАО, RARA 
AFATET ET уалы. ЕЯ РЯ A EAR 
BAR MEXA., МНН ООН, a 
由 十 退化 的 结果 ,在 坐标 和 速度 之 间 上 出 现 一 种 联系 ,使 得 相 点 只 能 
汕 趋 向 鞍点 的 唯一 的 分 界线 运动 *， 很 明显 , 妆 我 们 只 研究 此 种 运 


"RREH, RERA RE, АЛИЕН, ARRE ИН 
ЗАЕС EB], T AERE, ERAR ARN i ERE ANI, TE 
BEREH, еВ РР, HARS Анч TARA ЕДЕ 
ЛАВУ ЗЕЕ. MERRE, ЕЕ, ПЕН 
ПЕ, СОЖ. 这 就 是 本 眉 所 论 的 直观 几 但 解释 一 一 译 者 注 ， 
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动 时 ,鞍点 就 "似乎 是 "稳定 奇 点 . ос ота 
有 任何 小 的 偏离 ， 剖 是 以 使 相 点 终 将 永远 离开 平衡 状态 附近 

域 。 在 实际 系统 中 永 不 能 绝对 准确 更 给 出 初始 条 党 ， 例 总 ， м 
КРЕАЛ. AAA, ЕРЕН Наа: 
的 不 可 避免 的 仿 移 、 真 实 的 系统 不 可 能 在 此 平衡 状 坊 中 保持 任意 
长 时 间 ，、 只 有 这 两 个 因素 一 起 《电感 和 初始 条 件 的 不 可 如 免 的 个 
É), 才 使 系统 离开 这 种 看 起 来 似 笃 是 稳定 的 平衡 状态 . 

我 们 所 研究 过 的 ,恰好 就 是 未 经 过 适当 校 验 的 , 很 容易 看 成 是 
稳定 的 那 种 平衡 状态 ， 弗 里 德 伦 德尔 (Friedländer) "7 pi R A E 
ЕДЕ, ЕВЕ ROLIEK ХР, НЕНИЯ Е тве 
Рае FARAR, ПОВ ОЕ EOE aE Bu a 
成 了 其 中 的 一 个 稳定 状态 . 

2. 多 谐振 荡 器 的 自流 ,作为 说 明 小 寄生 参数 对 平 衔 状态 的 
影响 的 第 二 个 例子 。 我 们 来 研究 普通 的 其 有 一 个 RC Иж 
振荡 器。 并 考虑 两 个 小 寄生 电感 L 和 工 ( 图 516). НЯНЯ, 
УВЕ УЕ Е г. НА Е u 的 函数 ; г. = 
?tax)s 则 可 得 由 电路 的 振动 方程 : 


Sitit =c 2 8, 
dt Ra 
LS + Ri = E— |u + L E +r], 
或 经 过 简单 的 变换 后 ,得 : 
L, y 
Ба + L, + 
5 Ф'(и) + 
‚ Ra 
= E, — Корб) — (1+ е) а р, (10.13) 
R, 
CR; u, 
di 


ШЕЕ ЯНА: 
му = 0. VÍ = E, — R.g (0), 
将 电子 管 特性 展开 为 * ВУ: 
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i = pla) = ф(0) — Su + r, 
其 中 s= — (0) 之 0, МХ, 我们 知道 ， 电 子 管 组 的 特性 曲线 
i, = Фи) REFERA ADAG). ERA BREH, 则 我 们 
ВЕЛО КЕ УЕ; 


и-— = — ри — Rer, 
dt 
à (10.13a) 
CR, z = и, 
dt 
其 中 
o =R, + R,(1— SR), n = L + L — SR) 
和 
s = 一下。 
线性 方程 组 (10.13a) 的 特征 方程 显然 有 如 下 形式 : 
på о Re = 0 
—1 скл 
或 
ні + ph + — = 0, (10.14) 


Мни Е САН МОЕТ; 
KZU, 020. 


Жоро 0, АРСО, WARA 229, MERARI А 
或 为 焦点 ,并 在 p < 0 RRE. ЗЕ 517 上 表示 出 参数 Ap P 
将 旭 分 成 各 种 奇 点 (平衡 杖 入) 的 存在 区 域 的 完整 图 形 . 

党 若 我 们 怨 咯 寄生 电感 La 和 工 , Ha 上 一 0, 则 必 将 得 出 ( 线 


性 化 后 ?如 下 一 阶 方程 : 
du 


pe -2 L s = 0 
дг ú 


于 是 平衡 状态 x = 0 的 稳定 性 将 只 取决 于 参数 "的 符号 ; 那 就 是 ， 
ос» ОН, РЕКЕ. НЕЖИН Е, 一 阶 系统 平衡 
状态 所 具有 的 “稳定 性 ”tp > 0 时 )， 也 只 是 由 于 ”我们 的 幼稚 ”. 
但 是 ,下 面 我 们 将 会 看 到 , 在 这 种 情况 下 ,要 想 做 到 "不 幼稚 ”, 将 比 


前 一 种 情况 更 加 困难 . 


pitt ! 
А nyn НЫНЕ 


Г 
ВЕ 
省 


SSS 
_ 


Fr 


Р 不 稳定 焦点 


ТЕК 


72 
2 


= 


ар 517 


ый 


首先 我 们 假设 ， 在 屏 极 电路 中 有 寄生 距 感 Lo 但 在 电容 电路 


Ш, ВИ £ = 0. Ш, i 1< SR; < 1 + =, Поз R. 
此 时 ， 当 L. = 0 时 从 我 们 通常 的 关 据 出 发 被 认为 是 稳定 的 平衡 
状态 , 当 出 现任 意 小 的 L, BJ, 将 立即 朗 失 其 稳定 性 , ЖА. 
只 芝 相 点 对 散 点 的 稳定 胡须 有 尾音 小 的 仿 离 《这 种 小 偏离 在 实际 
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ЖЕНИ), ИРЕНА ОМ. 
因此 ,在 实际 系统 中 此 平衡 状态 是 不 稳定 的 。 

但 是 ,电容 电路 应 该 具有 自 感 ,即便 是 很 小 的 , 亦 即 ,实际 系统 
中 L= 0。 然 而， 考虑 工 不 但 不 会 破坏 L, 0 和 p> 0 时 退 
化 系统 平衡 状态 所 满足 的 稳定 条 件 ， 而 旦 能 使 那 种 由 于 寄生 自 感 
L, 的 存在 而 成 为 不 稳定 的 平衡 状态 获得 “稳定 性 "。 事 实 上 , 如果 
L E k ТЯ SR, > 1 但 天 一 工 十 工区 1 — SR) 22 0, 
2,0 L = 0 时 匣 是 不 稳定 的 平衡 状态 (鞍点 )。 当 出 现 
足够 大 的 工时 ,将 变 成 稳定 的 。 这 样 ,我 们 就 从 实例 中 看 到 ， 不 仅 
某 一 寄生 参数 的 存在 本 身 能 影响 平衡 状态 的 稳定 性 ， 而 且 宕 生 参 
数 之 间 的 关系 ,对 给 定 平衡 状态 稳定 性 的 研究 结果 ,也 能 起 到 决定 
性 的 影响 ， 但 是 ,如 果 对 寄生 参数 的 存在 本 身 我 们 还 能 确 知 的 话 ， 
那么 对 于 它们 的 大 小 ,特别 是 它们 之 间 的 关系 ,我 们 往往 就 完全 不 
知道 了 ， 因 此 ,从 上 面 关于 L. 和 工 的 影响 所 得 出 的 结果 中 实质 
上 我 们 应 该 得 出 这 样 的 结论 存在 有 这 栏 的 区 域 , 在 此 区 域内 , 关 
于 退化 系统 的 移 定 性 我 们 不 能 作出 任何 结论 ， 在 我 们 所 研究 的 例 
子 里 ， 这 就 是 以 r> p > 0 为 界 的 p 的 值 域 。 由 于 在 此 区 域内 
5Re > 1， 所 以 关于 平衡 状态 稳定 性 问题 的 解决 ,将 歌 决 于 无 法 洲 
ВВ — 寄生 参数 的 大 小 ， 因 此 ， 左 研究 退化 系统 并 指 
出 其 自流 条件 ( 即 不 稳定 条 件 p < 0) 时 ,我 们 必须 注意 测 , FER 
一 个 由 p = r 到 о 0 的 “不 确定 ”的 平衡 状态 区 域 ， 完 全 有 可 
ЕЕ REE 
著 地 改变 电路 的 参数 ) 在 很 多 情况 下 ， 是 由 于 小 参数 值 在 这 种 “不 
确定 ”的 平衡 状态 区 域 中 所 发 生 微小 变化 而 引起 的 

在 考虑 到 屏 极 电路 中 的 小 老生 电感 L MEF C, (电容 CGE 
图 516 中 以 虎 线 表示 ) 时 ， 也 将 获得 类 位 的 结果 。 在 这 种 情况 下 ， 
特征 方程 将 是 三 次 方程 ,并 具有 形式 ， | 

PCL R, + FIUL, — SR + C,R,R,] 


S ALR 一 SR + R) + = 0 


„740. 


СНВ c, < C)， 当 工 。 和 .< 很 小 时 ， 其 平衡 状态 的 稳定 . 
RETER: 
R.(1 — SR) + R, > 0 


和 
L,C — SR) + C.,R,R, > 0, 


因此 , 当 1 < SR, < 1 + = 时 , 即 如 果 寄 生 电 感 L 足 能 大 : 


L, > овд, > С.Е? 

HPP, АЧА ВАЕ АРЕН, ЛА, Z Не А-В 
BRECA КРЕ, RL ~ 101 КДН, СМК 103 
毫 亭 , 即 远大 于 常 遇 到 的 屏 路 害 生 电感 ， 因此 ,这 种 多 谱 振 荡 器 只 


能 在 5К, 工 十 k NAE IBN. 


在 本 节 的 结 SERN ] 指 出 ， 当 由 于 小 参数 的 影响 而 使 系统 的 平 
衡 状态 变 为 不 稳定 了 时， 系统 离 开 这 种 看 起 来 似乎 是 稳定 的 状态 所 
具有 的 速度 在 两 促 可 能 情况 下 完全 不 同 ， 具体 地 说 ， 在 第 一 种 情 
况 ( 实 际 上 最 有 意义 的 情况 ) 中 ， 当 小 参数 包含 在 最 高 阶 导数 的 系 
数 中 时 ,特征 方程 的 新 根 hn 一 一 fro XH, AR e л, 很 的 


BRA, Amt ТВТ СЕУ РАКА О Е MERKE 上 -> +0 
的 慨 限 情 况 中 , ДИА КЕСУ A ERRA). 

与 此 相反 ， 在 第 二 种 情况 中 ， 当 小 参数 包含 在 积分 的 系数 中 
时 ,系统 将 以 缓慢 的 ” ЛАЗА РАНС ВИ, 离开 
ЫЛ), 


$3. 小 寄生 参数 与 不 连续 振动 


关于 小 参数 ( 寡 生 参数 ) 在 振动 系统 中 所 起 的 作用 ， 我 们 前 面 
谈 到 的 一 急 邦 可 以 用 相 概 念 来 表述 。 在 任何 实际 系统 由。 考虑 越 
来 越 多 的 新 寄生 参数 , 我 们 就 为 该 系统 引 人 了 越 来 越 多 的 自由 度 . 
与 此 同时 ,用 以 反映 所 研究 系统 (更 确切 地 说 ， 其 简化 的 动力 学 模 
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型 ) 性 闫 的 相 空 闻 , 亦 将 具有 越 来 越 多 的 维 数 。 但 由 于 这 样 一 来 对 
志 提 出 问题 的 数学 研究 ,其 繁杂 程度 必 将 迅速 增 大 ,因而 研究 任何 
振动 系统 我 们 部 不 能 无 限制 地 引入 这 些 新 的 自由 度 ， 而 应 当 将 找 
Я АННА ЗЕ В.Р ИВ Т МА ДНУ ЕН, 
ЕЕ НЕЕ НН СОЖ В), МЕ СВЕ БСВ ЕЖЕ E 
和 一 定 程度 的 定量 上 ?7 系统 中 的 振动 过 程 。 于 是 ,将 振动 系统 做 为 
离散 系统 进行 研究 时 ,我 们 认为 它 且 有 有 限 个 ,通常 不 太 多 个 自由 
度 , 因而 ,其 状态 可 以 在 维 数 不 多 的 相 空 间 中 反映 出 来 
设 考 谍 某 些小 ( 寡 生 ) 参 数 后 得 出 之 动力 学 模型 ， 共 运动 由 如 

下 的 ” 阶 党 分 方程 描述 : 

на, = 王八 05) 

J = Сутту Rs, усу), 


G =], т j=l, 2, n, n = m + ;), 或 写 成 简化 
ууна 
ых == Fx; y), ў = Gú(x; у), (10.15) 


Epe ДЕЛУ, БА ОЕ О. A 
令 站 一 1， 即 忽 略 这 些 寄 生 参 数 ， 则 得 出 更 加 简化 的 动力 学 模型 
(п' 80): 


Fl; у) = 0, у = Сбх; >, (10.16) 
其 状态 集合 构成 维 数 较 小 (2 < в) УЖ, ЕН y 
中 ,对 应 于 某 一 子 空间 Ре: 
Fle; y) = 0, 
TR, зе ГОГА НО АЕ penis НИЕ ЛЬ 
和 否 重要 的 问题 , 鬼 铝 话说 ,研究 系统 中 的 过 程 时 是 否 可 以 忽略 这 些 
参数 的 问题 ,用 相 概 念 的 语言 可 叙述 如 下 ， 


D 我们 研究 最 有 兴趣 的 一 种 情况 。 即 考虑 新 的 小 参数 (寄生 和 参数) 全 ,这些 参 数 以 
EBR FREMI RARER ANE ЗВЕНО ЗЕЯ УЖЕ, ТЕНК Е ВЕ zb 
AAR RIPARA ТЕЛЕК РЕНИ, 

FERIERE, ВА FCx; у) 和 Gtx; y) 在 整个 使 我 们 域内 趣 的 变量 <, y 的 
变化 区 域 入 ,部 是 有 宪 可 微 的， 一般 米 讲 , РС: МСС: y) 出 可 能 与 二 
AA ERRIN >to ii, DOERR HHA RRR, 


‚742 + 


在 那 基 情况 下 , HEA а, ПБК ЖЕ 
EED, ERENER RERA СН 0 < £ < +оо), 
9010.15) AZAR (ZE z "ДНЕ х, у 内) 将 发 生 在 
TAr МАО, АО PIPIS SA ETEN F СВ) 
的 流 形 ) 本 身 的 范围 内 的 相 点 之 运动 来 代替? 

1 全" 相 空间 的 雪线 划分 。， 为 了 回答 上 面 提出 的 疝 题 ， 我 
们 粗略 地 来 研究 一 下 , 当 正 参数 上 取 足 能 小 值 时 ,“ 爹 ” 相 空 间 如 何 
划分 成 方程 组 (10.15) HRR, 首先 来 研究 相 空 间 中 位 于 子 
空间 王 的 小 ОС") АВЕ (0 < a < 1) 外 部 的 区 域 ， 这 一 小 邻 域 
54 一 +0 БИДЕ ЙО. ЕО 
| {F(x; y)| 22 Оби) 和 lal > 0(и ), 
因此 , 5 в P ЈАКЕ, ERR RERAN IRR” E п (Ë Rë 
CORES E ЕЯ), 其 运动 越 快 (rx 一 十 0 时 £00); 时 区 
域 今后 将 称 之 为 “迅速 "运动 区 域 ?。 由 于 在 “迅速 ”运动 区 域 中 
у= Gler; у) М и + 0 时 为 有 限 值 ,而 
dy: | 一 
йк; в, Рау) |< 
ВЕЧЕ x 迅速 变化 一 在 限 最 时 【经 过 微小 时 间 闻 隔 д: = O 
(ate), ЖЕ У КЕ СН ee НУС, ARN, RR E 
AIK НН В” EmA aT + 维 子 空间 

у = 一 常数 
的 近 旁 。 因 此 , 当 上 是 够 小 时 ,可 以 一 定 的 举 确 讲 把 相 点 在 此 区 咸 
中 的 运动 (在 微小 的 时 间 间 隔 A; < О) ру) КЕК, 
.在 此 过 程 中 次 量 x КАКИЕ, ПОЕ У 见 保 持 不 变 ， 与 
D 所 谓 子 空间 的 аСт ЗВЕНЕ ЖЕ L ЕА RBI ПЗ 


FAAATA Г ЕЕ Соу: ЗЕ ЕСН На gC 一 
(бат). 


D “ария В JE th T. Te F BS BR] O[ u 1n 2.) BBA, ЖЕ 


= DOp °) 0 а» +0 FJ2, 


此 邻 成 外 部 的 区 域内 ， 当 u> 二 0 时 有 [fCx; > oem 本) 和 jèl > 
о (2) о, 
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此 相对 应 ,在 此 “迅速 "运动 区 域内 ,系统 运动 的 近 侯 微分 方程 可 写 
成 如 下 形式 : 


y = у? = К, в = ЕО у"). (10.17) 


Вог, РРА ЛАНТ А ОАА Sl E (10.16), 
ЧЕХ ЕН ВА АЕ Д АИА, HE (10.16) 只 能 在 x 维 
TEEF АЈ ОС) MRAM СЕНЕ и ЛЕ МЕНДИК) 
系统 的 运动 规律 ,在 此 邻 域内 |F (z; y)| < ОС), Nm ЖЕ 
АС э +0), 系统 状态 在 此 邻 域内 的 变化 速度 ( 即 + 和 3) 都 
将 保持 有 限 值 ， 

2. 小 (寄生 ) 参 数 的 可 忽略 条 人 忻 .。 和 根据 “迅速 ”运动 的 相 轴 线 
È т 维 子 空间 F 近 旁 的 羡 疝 不 同 ,可 能 出 现 两 种 基本 情况 . 

A) 首先 ,可 能 所 有 "迅速 "运动 轨 线 都 走向 (1 增加 时 ) 子 空间 
了 的 其 一 微小 邻 域 内 部 ， 些 对， 在 初始 瞬时 位 于 此 邻 域内 部 的 杠 
点 ,将 在 此 邻 域 范 围 内 , 即 и’ 维 子 空间 的 附近 继续 运动 , 这 是 因 
为 并 不 存在 出 此 邻 域 向 外 运 赴 的 雪线 ， 同 时 ，。 租 点 的 运动 将 比较 
lE- 十 9 时 ,速度 * 和 3 为 有 限 值 )， 并 满足 (以 一 定 的 准确 
度 ， 且 5 越 小 越 准 确 ) 方程 (10.16)"> 钼 ， 租 点 的 这 种 运动 ， 即 当 
p — 0 ДЕН РАБЛАННИЯ (不 扑 于 零 ) 内 和 yy 保持 有 限 数 值 的 运 
动 , 下面 我 们 简称 为 "缓慢 "运动 ,而 发 生 此 种 运动 的 子 空间 下 的 微 
Ах O( a) ЧУВ 8 НХ GERE ЗЕНА). 由 
Жар, 建立 Е” СТО RAA a НЕЕ, ЛЕНИН Oe 
下 , ЖЕНЯ RAIRA REREN ECLI ORS E 3518, УЖ 
дО, ЧЕ ВАЗЕ ЛЕН МВО. 

f ЗЕНА ЖЕ T AE F BJP, ДЕЗ EAE FZ НУ В 
ПОЗЕ ЛЕВИ ЕАН. 模 名 话说， 
忽略 系统 寄生 参数 后 所 建立 的 简 必 方程 组 (10.156)， 只 有 经 过 微小 时 间 邮 隔 
РА. 显然: НЕТ ЕНОТ ЕВЕ Д М 695 в Л 
( 即 系 统 的 寄生 参数 越 小 ) EHAR a 也 越 小 ,而 且 当 ро A> 


+ 0 (TUER asco (us =). 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 不 必 利 用 广 
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程 组 (10.15) 或 近似 方程 组 (10.17) 去 详细 研究 系统 在 初始 阶段 的 “迅速 ” 运 
ду, НОЕ: ААН АЕ ЈЕУ ТА КЕК ВО з Н Е] =° 维 子 空间 F 的 相应 
ЖЕ. їп х НЕЕ y 的 不 变 条 年, 使 我 们 有 可 能 单 值 地 确定 出 胱 路 后 
相 点 所 应 到 过 的 位 置 ， 则 此 种 处 理 方 法 就 特别 人 台 适 ， 如 果 这 一 要 求 不 能 满 
是 , 则 确定 姨 路 终点 时 ! 按 给 定 的 初始 点 }，。 至 少 必 须 定性 地 研究 “ 汛 速 ? 运 动 
相 摇 强 的 路 径 i 例 各 ;可惜 助 于 近 仍 微分 方程 {10.17)) ;或 引信 补充 假设 ， 


为 了 对 建立 方程 组 (10.15) 时 考虑 到 的 小 (寄生) 参数 建立 可 
忽略 条 件 的 解 机 表达 式 , 应 指出 , w 维 子 空间 Fx; y) = 0 上 的 
点 都 是 “迅速 “和 运动 近似 方程 组 (10.17) 的 平衡 状态 ， 因 此 ,在 子 空 
ЕТӘ u, 与 比 子 空间 之 距离 的 量 阶 为 perf0 < a < a 
“迅速 "运动 轨 线 的 走向 ,就 完全 取决 于 这 些 平 衡 状 态 的 性 质 ( 稳 定 
性 ]。 若 引信 新 的“ 迅速 "是 闻 


£ = 


> 
| в 
《再 提示 一 次 , 参数 в > 0)， 则 “迅速 ”运动 近似 方程 (10.17) 可 等 
成 形式 ; 
ах 


— = Е(жз y), у = 常数， 
dt 


在 子 空间 下 的 点 (x; y) ZRA REEERE, 则 得 一 次 近 
fl p ЕЕ 

йт; _ а DF, = ... 

р > д, £, G 1, 2, , 5), 


其 中 Ё = x; — Fis 其 特征 方程 为 


BF Әв, Әр, 
Ох, х, Эк, | 
а, ӘБ... ӘР; 
| 
д», Әх, 9 É (10.18) 
Bf, Әр. OF. ， 
Эх, Эх _ @х, | 
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如果 对 于 任 伍 满足 方程 F(z;y)= 0 的 х, y, 特征 方程 


(10.18) 的 所 有 ЛАЯ, MTA РИНЕ 
“迅速 "运动 近似 方程 组 (10.17) 的 稳定 平衡 状态 , 所 有 位 于 子 空间 
附近 的 “迅速 运动 的 轨 线 亦 都 将 随 着 时 间 + 的 增长 进入 前 者 的 微 


ЛУ, РА, Ri СВА 有 在 这 种 ) tie F, 建立 方程 组 


њо во Фоа кср а еа 


БН, 举例 来 说 ， Pria 
亿 维 智 条 件 的 形式 加 以 表述 . 

下 面 指 出 今后 我 们 将 用 到 的 丙 个 特殊 情 沈 : 

D 如 果 在 "全 ”方程 组 (10.15) 中 只 有 一 个 方程 在 导数 项 中 含 
有 小 系数 ( 即 : = 引 , 风 方程 (10.18) 将 为 一 次 方程 

Fle y) — А = 0, 

于 是 小 参数 的 可 忽略 条 件 可 归结 为 在 子 空间 F(x, у) 一 0 上 所 有 
点 都 应 成 立 的 不 等 式 


Кох: y> < Q; (10.15) 
2) 名 果 在 方程 组 (C19.15) 中 有 两 个 方程 的 导数 项 含有 小 系数 
САН (= 2), 则 特征 方程 (10.18) 上 其 有 形式 : 


де, ôE, 

Ох; Эх. 

9. BF | 
Bx dr, | 


或 


г (2E + rz OCF, FY 0, 
Ox Ох, OC, хз) 


Tu ВА Ар НА Е АЕ А ДЕ РКА, ЕЕ] F 的 所 
有 点 上 ); 


D 对 方程 组 C10.15) 中 鸭 小 佑 数 所 提出 的 可 拔 略 条 性 ,其 严 裙 证 明 读者 可 在 И.С. 
ЗЕН СГрадлитейн) 和 А. И. ЗЕ Tuos iE [49, 50, 119] 
中 找到 ， 
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дЕ, ÖF, 


aF | ACF, RO 9х, Ör 
— 8 + 9 F; — 2 UJ ; Ü = = = 8. 
Эх, Әх, M ЭС, EFD) дЕ; дЕ 
Эх, Bx; 
(10.198) 


ЖЖЖ, БАНТА ВРЕ ИОГ ВЕ SEE, ХР ТЕ З 
二 个 特例 RC 和 RL 回路 中 {图 502 和 503) 的 寄生 电感 L, CE RC 回路 ) 197. 
ERR (ТЕ RL 回路 ) 是 成 立 的 .作为 例子 ,我 们 再 研究 一 次 其 有 寡 生 电感 L, 


后 :可 将 方程 (10.1a) 归 结 为 方程 


(10.155. 


其 中 SCR -因此 ,小 寄生 电感 Lo 


ан F, <0 ATERS Ce = 0) 的 相 直线 9 十: = 0 上 的 所 
有 点 都 成 立 ; 因 为 F, = 一 1<0. 


图 518 


当 Lo 很 小 《 即 гск) 时 :在 直线 9 + 一 0 外 部 发 生 电 流 强 度 :的 
КЕ „т, а 则 几乎 保持 不 变 , EFH а, г 上 的 所 有 "迅速 “运动 的 康 
线 都 走向 直线 2 + = 0 的 微小 邻 域 : НЕ 4 + 一 0 为 起 上 略 小 寄生 电感 
后 RC 同 路 (在 平面 97 上 ) 的 相 直 线 (图 5182, 


Б) 也 可 能 出 现 另 一 种 情况 , 即 最 惰 限 麻 在 ” 维 子 空间 了 的 某 
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一 部 分 上 不 满足 小 寄生 参数 的 可 忽 咯 条 件 ;为 简 合 起见 , ЕЕРЕЕ 
F- 表 示 这 一 部 分 空间 ， 此 时 ， 与 子 空间 F- 上 的 点 相对 应 的 特征 
方程 C10.18) 的 诸 根 中 有 些 具 有 正 的 实 部 , 而 于 空间 FREA 
本 身 就 是 “迅速 ”运动 近 们 方程 (10.17) 的 不 稳定 平衡 状态 , 因而 在 
“全 ” 相 空 间 х: y 中 必 有 有 从 于 空间 下- 的 微小 邻 域 ( 例 如 ，O(a 邻 
域 ,其 中 0 < а < 走出 的 “迅速 "运动 的 轨 线 。 此 时 , 相 点 不 能 保 
持 在 子 空间 FF 的 fF- 这 一 部 分 中 , 而 将 进入 “迅速 "运动 区 域 (变量 
HRR ә, 我们 已 经 指出 过 ,在 这 里 由 忽略 寄生 少数 而 建 
立 的 方程 (10.16) 完 全 不 反映 系统 的 运动 规律 ， 因 此 , 在 这 种 情况 
下 就 存在 有 这 样 的 运动 ， 它 们 虽然 由 满足 方程 (10.16) 的 状态 , ВП 
ET r РАНА, НАЛ СВК 
生 参 数 ? 进 行 研究 ,不 论 这 些 寄 生 套 数 如 何 小 。 由 此 可 见 ， 在 所 研 
帘 的 情况 中 , 建立 “全 ”方程 组 (10.15) 时 所 考虑 到 的 任意 小 寄生 参 
数 ,对 于 所 研究 的 狗 理 系统 的 过 程 来 说 , 力 是 重要 的 ,不 可 忽略 的 . 


图 519 


作为 例子 ,我 们 再 一 次 研究 具有 微小 的 < 或 微小 的 工 的 电弧 电路 【图 
509)， 若 同时 考虑 电容 C 和 电感 工 则 其 振动 是 以 方程 组 110.117 所 拱 述 的 
(参看 本 章 $ 2， 第 1 工 小 节 )。 小 电容 上 在 电路 中 完全 大 重要 ， 因 为 在 < = o 
的 电路 的 整个 相 线 上 , 郧 直 线 


上 ; 神 满 足 小 电容 的 可 忽略 条 件 : 


ÖF L 
— =— —< N. 
& 


对 应 于 极限 情况 C— + 的 扯 平面 bn, НН ВИ ЧЕ 519,2 E: 
FAE ES (7 = РВ EA ВАР” Y Sh Rap Ei Я Rata ЖЕ АЕ 
НАН ú = Е — В. 

但 小 电感 对 于 电路 中 的 过 程 来 说 , 却 是 重要 的 套数 。 АЗИИ, К 
电感 的 系统 ,其 相 线 { 在 x, i 平面 上 ) 就 是 电弧 的 特性 曲线 一 -二 (说 ,此 
特性 曲线 的 整个 下 降 段 ,对 于 任意 小 的 电感 部 不 满足 可 忽略 条 件 ， 因 为 在 这 
思 有 


Eiu Оу) = (>. 


jX—Bk ER. Е Р'В EL o 时 电压 # 保 竺 不 变 ,电流 i 发 
EBREA ER. PR, АЗАА АВ ЕСА BILA ER T 
ЕВЕ 519,6). EH 05] РА rh Б R на sk L (206 
AW ETRS TEBE RTA RSRESS 3. Ai: 电弧 放电 的 
ЕЕ НЯ Зс RAER, ARARA ХЕ ГБ AEH S Bl 58 
я. 


3. REER и 忽略 所 有 考生 参数 记 建 立 的 
SBER У, НА), В = 维 流 形 FiFi = 0, 有 了 时 可 分 为 
两 部 分 : 一 部 分 为 FE, 其 各 点 满足 其 些小 (寄生 ) 参 数 的 可 忽略 条 
件 ( 特 征 方程 (10.18) 的 所 有 根 痢 具有 负 的 实 部 ); 另 一 部 分 为 fF-， 
其 上 的 点 却 不 满足 此 和 条件。 特 喇 是 对 于 人 入 连续 振动 系统 理论 来 
i 在 这 情况 下 ,及 UTEN Ft w 


二 


op 具有 在 这 里 ， ао (ip < ту) pass: 
时 ,才能 在 有 限时 间 间 晤 内 保持 有 限 值 。 因 此 ,如 果 所 研究 的 寄生 
参数 足够 小 ( 即 如 果 x < 1)， 则 可 利用 系统 “缓慢 "运动 的 近似 方 
程 一 方程 组 (10.16)( 此 方程 与 “退化 ”系统 方程 重合 ), НБ 
点 在 FURS RB AZ), 而 送 动 本 身 则 可 以 略 成 是 (同样 是 近 
似 地 ) 发 生 在 子 空 间 FG; y) = 0 的 F+ 这 一 部 分 上 的 . 

在 善 手 研究 不 连续 振动 以 前 ,我 们 先 对 子 空间 F+ 和 F- 的 边 
界 (我 们 将 以 7 表示 它 ) 作 一 个 注 记 .于 空间 F 上 的 点 的 坐标 r, y 
为 特征 方程 (10.18) 的 参数 ， 因 而 此 方程 的 根 必 与 坐标 +, y 有 关 
(而 且 是 连续 地 》， 由 于 在 子 空间 РУ 的 各 点 上 ， 方 程 (10.18) 没 有 
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АННЕ, ВАЗА R (s y) 通 过 边界 7 从 子 空间 Ft 向 子 
空间 F- 过 沪 上 时， 特征 方程 (10.18) 的 根 中 必 出 现 一 个 正 根 或 一 对 
ВЕЗИ АВ (出现 两 个 以 上 具有 正 实 部 的 根 属 于 特 狐 
的 “ 非 粗 ”情况 ,只 有 对 函数 FCx; у) 做 特殊 选择 时 方 能 实现 )， 

下 面 我 们 只 研究 第 一 种 情况 ， 此 时 , 特征 方程 (10.18) 对 于 边 
界面 БОХАНОВ г 1 个 根 具 有 负 实 部 )， 因 
而 此 方程 的 自由 项 


D(x; у) = 


блы Eo) 
Әбу, а, tta м, 
等 于 零 , 即 子 空 间 Е 与 РАЈН Y ETEA п — 1 RhE: 
Fx; y) = 0 G = 1, 2,77, s), Dlx; y) = 0. (10.20) 
将 方程 Fily = 0 对 上 微分 之 并 应 用 方程 《10.16)， 将 得 
出 (对 于 ВБ): 


aF + ӘР _n 
ї=1 95; кс Оу 
或 解 出 я» 
a = ЭК: 
Dlr; y) 


= 


юв pn авчи, ро) авжи — 2 


= Ре G, 代替 后 所 构成 的 行列 式 、 由 此 可 见 ,使 D(x; y) 变 为 零 的 
边界 面 у, 其 上 诸 点 对 于 “退化 ”模型 的 方程 组 力 是 变量 x 的 无 限 
КЕ д, ПЕНЗЕ А, МЕН У 时 
Р(х; у), 因而 所 有 =, VERRETE”. 


D 如 果 当 点 Cr; уун FU IJ Р 过 渡 时 , ЕЛЕ РЕВА rh НЕЕ СВУ 
ЗЕ СОХНЕ 2 时 才 是 可 能 的 )。 ТЕ Fr Я Е 之 间 的 边界 上 、 汶 程 
(1L0.182) 必 有 一 对 席 根 ,彼此 符号 不 同 ;在 这 种 情 说 下 ,我 们 知道 ,由 方程 上 0.187 
URRE ERIRE A Нм Лот, На, 在 这 
种 情况 下 , 子 空间 Ft AF 之 间 的 边界 将 属于 另 一 个 # — 1 Е: 

Fixi = 0, A =D, 

EER EREA T AL REAC ECLI EH, TR. ERRER * 的 
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HERES HE БАК” вузе, МЕНЯ 
(10.16). НАТЕ 1А] Ff р), ЧАН. ЩЕ, 相 点 
将 不 能 继续 在 子 空间 F ОВР Е lB, м ЛЕНЕ F УЕН 
近 ), 一 一 它 将 “ 恕 到 ”迅速 "运动 区 域 、 在 这 里 变量 * 当 上 很 小 时 
“迅速 ”变化 《> 十 0 为 无 限 快 )， 其 变化 规律 将 近 亿 地 由 方程 组 
(10.17), ША ЕЕ (1016 РА. 

IREE у == К s 维 于 空间 中 , 包括 无 限 远 点 在 内 ， 除 我 们 
已 活 到 的 属于 子 空间 FT 的 稳定 平衡 状态 外 , ЖЕЕ ЕТ п. 
RCo 极限 轨 线 )， 此 时 “ 沁 速 "运动 雪线 必 将 重新 “迅速 地 ” 即 经 
过 时 间 闻 隔 At < oma +) — 十 0, 当 p +0 NRD RE” 
运动 区 域 一 一 子 空 闻 FT МИЯ ОСа) 邻 域 ， 于 是 在 “全 ” 相 空 间 
rH, ЕЖЕ Е А НН. ТЕ, 
Е + 0 T, Е AS FFR3J Ph АЕ 26 ЧАЯ Ва ВН 
成 ， 其 一 为 位 于 w' 维 子 空间 FT РАЈАНА БАБАЈЕВ, АН 
点 根据 方程 组 《10.16) 在 有 限时 间 和 间隔 内 走 过 这 些 线 段 ; 另 一 为 

“ 讯 速 "? 运 动 轨 线 的 线段 ,其 中 每 一 条 都 位 于 у = 常数 的 s 维 空间 
РЧ, 并 根据 方程 组 C10.17) БЕС В. “Е” 运动 
ELAH у: 


Е(х; у) = 0, Р(х; y) = 0 
Бе онгар, ИНН. ЕОР А, На ВНТ БАВЕ 
ARAME АИ НУ ЕН СТОЛА (具有 相应 的 变量 
y ft), ВВ РЯ, РОНЕ А-0, НВ 
右 可 能 供 助 于 较 简 单 的 还 似 方程 (10.16) 和 (10.17), E 2” TE 2 [E] 
ГРЕЯ Е ААО АЕ, ПО Н АТЛАН, ЗАТЕЯ e pai 
ЛУАН, ЗЗА С10,15) 的 轴线 ， 只 能 通过 异 助 于 近似 方程 组 


а т ть 


т) 对 于 近 仙 方 程 约 C40.17) 来 说 ， ау БАЛЕ Е: 在 这 些 点 上 ， 
特征 方 各 (10.18) 有 一 个 根 等 半 浴 ,其 祭 根 县 有 仙 的 实 部 ， 对 于 基本 和 情况 (“- 
РАЗРЕЗЕ, 2006 ОСЕННЕЕ ЕЕ А ЕР, ПО З.Н НЫ 
CEs m HiH, Hh — АНУ 5) НЫЕ РУНЫ (10.17) 
ЕТ. 
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C10.16) Я (10. DAI ЛОАРЕ O ART. 


w w w ет 


вв аа аши 
ERRINA TERRE БИТ 


* > > ò в 


”这 样 ， Е ВНЕ, 系统 寄生 参数 足 
ENEL оса 1 时 的 位 不 连续 振动 ) 时 , 若 在 "缓慢 “运动 区 域 
中 , 即 子 空间 Fay = 0 中 渍 足 所 著 虑 寄生 参数 的 可 忽略 条 件 
的 Ft 部 分 上 , 则 可 利用 系统 的 "缓慢 ”运动 近似 方程 

F(x;: y) = 0, $= С(х; y) {10.16) 
进行 ,而 在 “全 ”" 相 空间 的 其 余部 分 则 需 利 用 短 时 "迅速 "运动 (变量 
* 的 瞬时 突变 ) 的 近似 方程 

y 一 常数， 二 Fix; y) (10.17) 


进行 研究 . 

ВТЕ ВЕ Е а ЗС, ВОРА х 
BEN EKERI С pg 一 十 0 БГ), ЗЕ y ДЛ, EJE EKR 
BAG, 六 儿 边 界面 7Y 上 的 点 ) 还 是 跳 颇 的 终点 (x+ yt), АСТ 
同一 个 子 空间 F 中 , 故 其 坐标 显然 以 如 下 方程 筷 此 联系 着 : 

FO, у) = 0, DT, у) = >} 
уб = ут, Flat, yt) = 0. 
mW ЕДЕ ЛУК. ТЕР ЈА rh, ЗЕЕ 
ЗВ, REK Pes У РЕН Scat Ek), ВЕНУ“ АОИ 
速 ”地 重新 转变 为 “缓慢 ?运动 ， 而 方程 组 (10.21) 足 够 使 我 们 单 值 
地 确定 出 相 点 由 给 定点 (х7, у) НБУ, 在 “缓慢 "运动 区 域 
РАЗА ЗУ Сет, У"). ЛЕЕВ, ЖИВ APRES 
ЗЕЕ GRE” BAROLARA RA) 的 详细 研 
91, 这 个 假设 为 ; 首先 在 “退化 ”系统 的 双 维 相 空间 中 指出 这 样 一 
些 点 ,在 这 些 点 上 不 可 能 存在 系统 的 “ 绥 慢 "运动 ,因而 在 其 上 必然 


1) Ее СН, Т 10351) нажав, HTP RAR AE 
动 ,其 证 明 将 在 本 章 54 让 给 出 。 


(10.21) 
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开始 距 跃 ( 即 指出 区 域 F- 及 其 边界 y, АН” 
yt = у, Е(х7, у) = 0, Fat, у) = 0, 

它 使 我 们 有 有 可 能 根据 给 定 的 跳跃 起 点 单 值 地 确定 其 终点 %， 在 研 
究 且 体 物 浊 系统 中 的 下 连续 振动 时 ,我 们 将 经 党 采用 此 种 方法 . 

арр x 跳跃 时 变量 7 的 不 变 条 件 ,通常 具有 明显 的 物 卉 意义 ， 
因而 不 必 建 立 芳 虑 基 些 寄生 参数 的 系统 之 运 盐 方 程 ,也 可 以 得 出 . 
И, ЕВ ЖЕ, ЗЕЕ ХЕ ЕАН ВУКА 
s Eg rH 2 ТАУН EERE а iF E 
变 ， 并 且 很 容易 从 电 系 统 中 电流 和 电压 的 有 限 性 这 一 补充 假设 中 
得 出 ， 但 是 , 寺 确 定 ( 根 括 理 论 ,而 不 求助 于 实验 资料 ) 相 空间 中 的 
有 跳 耻 开始 发 生 之 点 的 集合 ， 以 及 解决 “迅速 "运动 是 否 是 短 时 的 
和 能 否 重 新 转变 为 “缓慢 ”运动 等 问题 ， 就 必须 考 虚 在 "迅速 "运动 
中 起 显著 作 古 的 (即使 是 某 些 ) 小 寄生 和 参数， 来 建立 系统 的 微分 方 
程 , 即 必须 研究 方程 组 (10.177. 

在 有 关 不 连续 振动 的 问题 中 , 着 其 跳 取 茶 件 C10.21) 介 许 若干 
АВЕ, 则 研究 点 颇 微 分 方程 组 (10.17) 就 是 必 不 可 少 的 了 
《例如 ， 关 于 硒 合 多 雍 振 蓄 器 中 的 不 过 续 振 动 问 题 ， 就 是 这 种 问 
题 )， 在 这 些 问题 中 , 根据 近似 方程 组 (10.17) 实 研 究 屿 路 轨 线 
的 走向 ,就 可 以 不 引入 任何 补充 假设 (常常 是 非常 人 为 的 ), 就 能 够 
消除 这 一 非 单 值 性 . 

TATAR, ЗИ НИ РЕ м, 此 时 近似 方程 
(10.17)(y = АЯТО НИР. АВЕ 
Я 


ft 
r= = (Z=) (10.22) 


СЕЕ AE EAG. rh ВЕ у AREA 500); АЕ, 
此 情形 只 能 出 现在 > RARER: 至 少 应 在 方程 组 (10.15) 的 两 
个 方程 的 导数 项 中 含有 小 参数 ,才能 出 现 。 此 时 ， 与 上 面 曾 研究 过 的 不 连续 
振动 情形 不 同 ,系统 的 “ 添 速 * 运 动 将 不 是 短 时 的 ,而 是 存在 于 有 限 的 , ВО 


р 应 当 投 性 的 是 ， 业 耻 起 点 一 一 边界 面 y 的 点 一 一 症 我 们 所 时 绽 的 情况 中 ,上方 是 
ШЕН СТО. Зб Ч. 
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BERBA НАУМА „ЗЕ ДЕ RETEK AIRA. РА 
此 ,在 系统 作 “ 迅 速 * 运 动 的 过 程 中 ,变量 ?不 发 生变 化 (或 更 洋人 兢 些 ， 变 化 很 
小 ) 的 论断 已 不 再 是 正确 的 了 ， 为 了 得 到 变量 在 "迅速 "周期 (НОЯ) 
运动 (10.22) 中 的 ( 近 亿 ) 变 小 需 律 ， 将 方程 组 (10.17) 的 这 一 裔 代 人 (10.15) 
的 第 二 组 方程 中 ; 北 时 可 得 : 


s ~ a [etsas] {10.23} 


EILA SRA” ЕНН г = 一 。 则 得 : 


= = G[r*(r. уу yj. (10. 23а) 

由 于 变量 为 “迅速 "时 间 KERER- оси) |, RT ЖА 

ARTEGO. 23а) АИ, УТАА ЕИЗ TBI СВЕ ЕЛ, 

32 $ 2 Fl Š 3) PERI EAA”, kabila, 方程 组 (10.233) 的 解 ,。 当下 

很 小 时 : 接近 于 “每 ” 上 未 程 组 的 解 ( 此 方程 组 系 将 右边 抄 显 念 的 时 间 进 行 平 殉 
后 获得 的 )* 即 : 


dy = 

z = набу) {10.24} 
或 - 

í = Gly), (10, 24а} 


其 中 GO) 为 函数 GDA, у); y] 按 * ARERR RAH НЕ 
BARI? MEI E ERE О АЈА НС, НЕЕ, ВИЖ 
Ey 在 系统 的 “迅速 ?运动 中 的 近似 (5 ЛУНЕ О МЕЕ, 


у = у), 
Е * НИНЕ. 
= = |z, | (10.224) 


《在 “迅速 ”运动 中 变量 y ЕЕ” ЗЕЕ ER SR ТН , AEH hE 

持续 在 有 限 {或 无 限 长 】 时 间 间 隔 上 内 的 "迅速 运动， 显然 反映 准 这 种 
或 那 种 系统 的 高 舌 自 激 (例如 寄生 自 激 )。 当 点 {x, y) 由 子 空 间 F? 向 子 空间 
下 过 渡 ， 且 特征 方程 (10.18) 的 根 中 型 现 一 对 具有 正 实 部 的 共 应 复 根 时 。 亦 
同样 可 能 出 现 这 种 情况 参看 750 页 的 须 注 )。 具 有 自动 偏 压 的 电子 管 振荡 
器 可 以 作为 此 种 系统 的 例子 ， 其 中 当 自 动 偏 压 叫 路 的 对 间 沉 数 很 大 时 ,就 出 
ЗЕ НТ, 

其 次 :现在 所 研究 的 这 种 方法 ， ЖЕНЕ ГИПЕРТОНИИ АЧЕН 3: 
的 近 亿 方法 , 它 不 过 是 一 个 将 珠 情 况 硬 已 . 
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5 4. 二 阶 系统 中 的 不 连续 振动 


为 了 举例 说 明 5 з 中 所 讲 的 内 容 , 我 们 较 详 细 地 研究 动力 学 
系统 中 的 不 连续 振动 ,其 运动 以 两 个 一 阶 微分 方程 来 描述, 邹 
pt == Fr, 2a) 
y = G(x, у), 
其 中 Р(х, y) 和 Gi, y) ХАВИ, HARA EE SE SK 
в ЖЕЛЕ, 在 此 种 系统 中 ， 不 可 能 出 现 持续 
有 限 或 无 限 长 时 间 的 "迅速 "运动 )， 下 面 我 们 将 假定 ,所 研究 系统 
ВАТА З ЕНСЕ Л) ТЕ х, y. 
“退化 ”系统 (н = 0) 的 相 空 间 将 是 连续 曲线 F, 在 平面 *, y 
上 上 由 方程 


(10.154) 


Fix, y) = 0. 

Putu aE, RATER ROR СЕЛАХ в) 内 , НА 
的 福 速 度 当 2 +O 时 才 哥 持 有 限 值 。 与 此 相反 ,在 有 曲线 F 的 微 
小 邻 域外 部 , 当 и НО, > оо (Cmo MERA), A 
и сиыр). 05。 即 在 这 里 系统 的 相 软 线 当 疡 很 小 时 接近 
于 直线 y= 常数 ， 并 在 其 上 神 点 以 上 的 无 限 大 变性 速度 而 运动 。 
在 接近 于 直线 yy = y -= НЧ E RARA E RR EE 
近似 人 越 小 越 为 准确 ) 方 程 组 将 为 : f 

y = y) = У, их = Е(х, у) {10.17а} 
РА К E НЕЕ НО ЕВА ВХ, Прин F By 4653825 B6, 
ДР Bh АЧ DOR ERIA. 直线 y == >° = 常数 与 曲 
ВЕБ НИЕ СЕ, < 0 В.В, F. D Q 
时 ,不 稳定 ?， 因 上 出 可 在 直线 y == y = "sk LREN SSE (10.17а) 
BERA. || REO F, y) 的 符号 与 x 的 符号 


17 例如 , 当 p> +0 Rt, ВАР РН, Ерино, -2 < 
Op), 
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А95, A RE Eh А М СЫ Е ОНЯ F(=, у) = 0 ËJ F” 
部 分 (其 中 Fl(z, у) > 0) 开始 , 走向 同一 曲线 的 F? 部 分 (其 中 
Р.(х, y) < 0). МИ, 系统 的 “缓慢 "运动 (一 +0 时 , 在 有 限 
араа РУ ААВАА ЯП ў) НОВЕ ЕТЕ F" 部 分 的 微小 邻 域 
《其 大 小 的 县 级 为 总 》: 
Е(х, у) = 0, Flr, y) < 0 
央 , 并 将 近 伏 地 由 方程 组 
F(xz, y) = 0, ? = Gir, у) (10.1652) 
《 凤 “ 退 化 “系统 的 方程 组 (Ca = 0530555, 
在 e> +0 RRR wh, RITRAE х, y 的 如 下 相 
轨 线 划分 : 整个 平面 〈 在 曲线 下 的 外 部 ) 布 满 系统 之 “迅速 ”的 
ВЕК НЕ АДА — ГЕНЫ F+ 的 轨 线 у = 常数 《根据 方 组 
C10.17a), 在 Р(х, у) 之 0 БВ, НАНА“, ВИ 二 一 
+оо; 在 For, y2<0 的 区 域 中 , MEER +o), НЕ F? 
本 身 册 为 "缓慢 ”运动 的 轨 线 ,在 此 轨 线 上 , 相 点 以 有 限 的 相 速 度 运 
动 ( 满 足 方程 (10.16a?, 并 具有 有 限 的 之 和 у), 
REH F ГВЕН F ”部 分 (其 上 Fe, y) «ЗЧ Е 部 
分 (其 上 F,Çz, y) 02， 曲 线 王 的 这 些 部 分 的 边界 点 以 了 表示 ; 
在 这 些 点 上 ,显然 有 


F(x, y) = 

TE B h РЖ, ЕНА, АВ F+ “组 
锡 ” 到 运动 ,到 达 у 上 之 点 中 的 一 个 点 ， 那 么 接着 必然 进入 “迅速 " 
运动 区 域 。 并 沙 由 此 点 出 发 的 “迅速 ”运动 轨 线 у 一 常数 上 运动 
(“迅速 "地, RER), -APEERE SDR F+ ЕЖЕ. 


1) 在 这 里 以 及 下 面 的 叙述 中 ,我 们 将 候 定 ,在 7 的 各 点 上 Fy(z, ?二 0， 并 这 些 点 
不 是 曲线 的 奇 点 ， 

E PCr, D=O 对 上 微分 之 ,并 利用 微分 方 积 (10.16a7 ,我 们 将 得 到 ,在 "组 

ВЕН Fit С — 0, 亦 风 。 一 - 0С, ра, 对 于 "退化 "楼 

型 的 方程 组 (方程 组 (10.16a)) 来 说 ,Y ау Реа EER 5 TERR, 

FARAR AG 在 通过 这 些 点 对 政变 符号 )。 司 者 也 适用 于 FC, уу 

WEBER ZE v 诸 点 具有 间 昕 的 情况 ,这 种 铺 况 通 党 在 系 线 方程 为 分 展 线 性 时 出 现 - 
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УГ ДНЯ ЕВ, ВЕ (а-ә 
О УЕ ЕЯ (и — + 0 + оо) 
相交 替 组 成 的 一 种 振动 ， 


ЖЕНИ 
АБВГДЕА— - 


图 522 i 图 523 


在 图 520—523 KÆRE TAR (10.153) 的 相 平面 在 极限 
情况 上 一 十 0 中 的 相 轨 线 划 分 的 几 个 例子 。 在 图 520 上 所 宕 示 
的 是 “缓慢 ”运动 曲线 上 (曲线 РУ 上 ) 存在 有 系统 之 平衡 状态 的 情 
形 , 经 过 几 次 振动 之 后 ,将 建立 起 这 种 平衡 状态 ， 在 图 521.522 和 


* Ó? w. á. `. 


¿RP CERE Ft БГ” СКО ЗЕЕ Ek y = 常数 所 构 
成 的 闭 曲线 。 НАУКЕ ОБЕ ЕН (Y0.163) 
FU (10.17а)), 因此 它 对 应 于 系统 之 周期 的 不 连续 振动 ‘不 连续 自 
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#z). 

在 图 523 上 所 表示 的 相 平 而 之 轨 线 划分 对 应 于 不 连续 自 振 的 
硬 汶 状 态 ,这 里 除 ( 租 定 ) 不 连续 极限 环 45574 之 外 ,还 有 稳定 平 
衡 状态 ( 在 "缓慢 "运动 轨 级 的 fi 部 分 上 ). МНН абвгз 为 不 稳定 
极限 环 , 它 把 相 平 面 分 成 平衡 状态 和 极限 环 АБВГА MRSE. 
这 说 阴 , НААН а У ГРУ Ж абвеа 的 内 部 , 则 系统 中 将 建立 
起 平衡 状态 ;车 初始 肯 时 相 点 位 于 此 区 域 的 外 部 , 则 它 必然 运动 到 
不 连续 极限 环 АБВГА 上 , 即 系 统 中 将 建立 起 不 连续 自 振 . 

令 方程 组 


их = Е(х, y), ў = Gle, у) 《10.15a 7 
СЕНЯ 7—06, F, у), С, y) НН, НН 
连续 偏 导数 ;上 & 为 正 的 小 参数 ) 的 相 平 面 上 存在 有 (在 “一 +0 的 
极限 情况 中 ) 不 连续 极限 环 Со: 41B143B8,… A.B. A. ВАЕ т 
T RE” ВАН ВЕ: ABa ABa tt, А.В. Mm “ER 
速 “ 运 动 雪线 (у= RRO К: BAr Badis te, Banda Bad, 
HRR., ВВК Х., Е ЕН 
线段 48. БСВ. 点 除外 ) 有 : 
Fle, y) = 0, Р.(х, у) < 0, С(х, уу š 0, 
MEHE A.B, ВЛ В Gir, у) = y 的 符号 正好 使 得 祖 点 沿 
从 A, д В, 点 的 方向 运动 , ЛЕ А НОВ 
B ad] 上 CB4- 点 和 A, ДУРУ 
ЕС, y) == 0 
(F(z, у) = as 的 符号 使 得 相 点 由 В, ВТА A, BD. # B, 
点 (如 相 点 由 2618” Spin НЕВЕРНО ОҢ): 
Е(х, y) = 0, File, y) = 0, G(x, y) = 0; 

我 们 将 补充 假设 ,在 这 些 点 上 F, у) 和 Fel, DREFF, 
此 时 ,在 每 一 个 B, 点 上 曲线 下 的 切线 Fle, y) = 0 ЕЖУ. 
而 变量 y ШАСИ F HEALER A. 

在 В, JA y РААК ЖИВ, AE А.В, 上 G(x,y) > 0: 
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ВИЛ, Е A B, 上 С, y) < 0, МИ, B, 点 上 的 符 
号 与 线段 AB, Е GO, y) 的 符号 相同 ， 其 次 ， 由 于 的 符 


号 在 相 点 通过 B, 点 时 ("缓慢 ” 送 动 转 变 为 “迅速 "运动 时 ) 不 发 生 
改变 ， 相 点 沿 不 连续 极限 环 的 а В, 部 分 运动 时 + = 一 226 和 


F, <0, Br Buta 部 分 运动 对 + Б, 因而 在 Bi 点 上 Pe 


的 符号 与 函数 Р(х, y) ЧЕРТ ВР Е Biden 上 的 
符号 相同 . 

这 祥 一 来 ,在 B, 点 上 Fi 和 FyG 的 符号 与 负数 Р(х, y) Е 
Bidin BEERA SHR AR Gle, у) 在 В, 点 的 符号 显然 与 
此 项 数 在 4.8, RR EFSF. 


图 524 


EXAT EE 524 上 表示 出 了 不 连续 极限 环 4,8,4;B343Bs 
有 4， 对 于 这 个 极限 环 ,在 "缓慢 "运动 部 分 A.B, Е Gtx,y) > ОСЕП 
y> 的 :在 "迅速 "运动 部 分 Bida 上 Flr, y) > 0 (Ва + 0 hF 
£ — +оо), В.А, F F(x, y) 0, 4,B, Е Gir, у) < 0, BA 上 
F(z, y) < 0, Æ B AE FV, > 0, F> 0, ÆB E FZ, 0, 
Рус 0, 以 及 在 B, ЩЕ Fh < 0, F, > 0, 
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采用 对 方程 组 (10.154) 所 作 的 诸 假 设 后 。 我 们 来 证 明 , 在 不 连 
БЕ С, REDS PRIE ER TARR EEN), n FS 


+ w w xx < w h KF 


НЕЕ ВЕНЕРА 
义 , 其 证 明 的 第 一 步 ,正如 第 八 音 5 中 那样, 在 于 按照 给 定 的 足够 
小 的 м > 0 建造 一 个 具有 下 列 狂 质 的 双 连 通 区 域 (e)，1) 在 区 域 
(se) 中 没有 方程 组 (10.15a) 的 平衡 状态 ; 27 不 连续 极限 环 Co 位 于 上 
ЕВ, i TL = — РОН СЕН Соз 3 参数 正 取 给 定 的 
数值 时 ,方程 组 C10.15) 的 轴线 进入 {1 增加 时 ) 区 域 (e)。 显然 , 当 
上 ЧИ, СС ОКЕ $2 定理 V) 在 其 内 部 至 少 全 
有 一 个 方程 组 (10.154) 的 稳定 极限 环 . 

首先 ,在 平面 >,y 上 作出 某 一 有 界 的 单 连通 闭 区 域 D, 其 中 包 
含 不 连续 极限 环 C0, MAAR Fles у), G, у) 以 及 它们 的 导 
数 (到 需要 的 险 数 ) 在 其 中 是 连续 的 ， 因 而 也 是 有 界 的 ， 下 面 我们 
HEZ, 选择 得 足够 小 ,使 得 我 们 要 造 的 区 域 (z), 全 部 位 于 区 域 
已 的 内 部 。 

为 了 进出 区 域 (e), 在 x, y 平面 上 (在 区 域 刀 内 ) 作 二 条 曲线 

Flr, y) = + V # G,, 和 Р(х, y) = — V É Ga 

其 中 G,, 为 函数 GO, у) 在 区 域 了 中 的 最 大 绝对 值 。 而 且 这 二 条 
曲线 应 当 是 这 样 的 ,使 得 在 它们 之 闻 的 、 包 含 出 线 F(x。y) 一 0 的 
(开光 域 (e) 内 有 


ЕС, y)| EN E Gus 
MERR D КЕТ b EMA 
[ЕСх, y)] EN EG. 
1) 在 [196] 中 对 方程 组 C10.154) 0 — РЕД, Обе, y) = x, Е(х, у) = 
G) 一 УЕ ГАЗЕ. 
2) 我 们 指出 ,曲线 FG, y) = +V BG, ETRE RIR Со 的 “缓慢 ” 运动 线 


B A B, 的 庄 方 ,而 曲线 F, у) = 一 P G, 则 在 其 在 方 ,因为 在 钱眼 2 B, 
上 Re y) = 0 НН Fir, <. 
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此 外 再 作 二 条 曲线 
Ва) И, 
Вх, у) 

在 这 两 条 曲线 上 曲线 F(x, y) = НОЛА ВКА Ру, 8) 
ТОЕ 8 Са НОЕ АОН, 它们 介 于 这 二 
PERZI HEES B, 点 ,并 且 在 区 域 C86) 内 ` 

Е'.(х, у) - 
Рух, у) | <, 
而 在 区 域 (o) 的 其 余部 分 里 , 则 有 

F'(x, y) = 
Fylx, у) | >. 
Аж Аар ЕВС РЕ рН), RE 
ЖИ. НН NAT Р(х, у) = 0 
ВО ОСИ в) ИВ, MER (Во 风 将 位 于 B84 点 的 某 一 
O (wa що. 最后， 我 们 指出 ,点 Ph 和 04 是 曲线 FG, 
y) = —Ив| Ех, у) |— PCR (в) 的 边界 线 之 一 一 一 与 曲线 
F(z, y) = EN E Go 的 交点 (在 B, 点 的 D(W F) 邻 域 内 ) ,而 用 
被 我 们 称 做 P, 点 的 是 两 个 交点 中 级 坐标 较 小 的 一 个 ， 若 在 A.B, 
线段 上 G(z, y) > 0 或 维 华 标 较 大 的 一 个 ,和 若 在 同一 线段 上 G(x， 
y) < 0, 

下 面 我 们 先 对 图 525 所 示 的 情况 (在 线段 ABa 和 Ла: BI, 上 
ва, y) > ЗЕМ Bidin 上 F, y) 之 0), 在 不 连续 极限 环 
的 вал Вала BERI OLV ВУ, ЕВ 
后 我 们 再 指出 其 它 情 况 中 的 作法 ). 

D 在 这 里 我 们 应 用 了 下 到 简单 引 理 ; 设 蘑 一 有 办 区 域 4 中 有 一 曲线 Cx 0, 

在 此 曲 钱 的 点 上 存在 有 不 同时 等 于 零 的 诺 续 屠 雪 Ф. МФ: ВА НЕ 

МЕ do НУР Dead ПЖ 和 4 中 存在 有 曲线 Plr, = + 5 

和 Pir, у) = — #, ИТ ФС, v) = 0 М ЖИ, DENAT 


ЕН АИ, I EA heo Фе, р) = ОВР: ja ФС, У] < 5, 
而 在 区 域 4 的 其 余部 分 中 ; 则 有 | ФО, у) 126. БА, ТОА Fa, УЖЕ D 


中 ,以 及 区 PEH ан Сарф, ВИНЕ ВНЕ, 
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1) HP, 点 到 P, 点 引 一 水 平 直 线 线段 PaPhs P. АЕР Fale, 
y) > 0 КЕ B, 点 的 O( y 邻 域 中 的 曲线 F(z, у) = +. E 
Gm 上?， 由 于 在 B, АВ G(z, у) > 0, ПН, НН 

P.P, РИН ОС") ВН, ЕЕ р DJ it ë 


Вл, 我 们 就 永远 能 使 函数 Glir, у) TEENA ВЕ РАР, 上 也 是 
正 的 ， 在 这 种 情况 下 ,选择 足 钥 小 的 < 以 后 ,与 此 线段 相交 的 方程 
组 (10.15a) 的 雪线 就 将 由 下 向 上 通过 它 ( 在 线段 PP 上 y> 0), 

2) 由 及 和 04 点 向 右 分 别 引 侠 率 为 一 VR 的 直线 线段 P.P, 
和 斜率 为 + Vr 的 直线 线段 ОБО, 直到 Aen 点 的 D(W н) А 
内 与 区 域 ( 由 的 左边 界线 相交 为 十， 如 果 选 择 上 是 够 小 ,于 这 两 个 
线 让 都 将 位 于 区 焉 人 (o) 的 外 部 ;因此 ,在 此 二 线段 上 将 有 : 

Fle, АИ в б.н G(e, | 

(在 线段 PP 和 Oi0; Е F(x, у) > 0， 因 为 此 二 线段 位 于 区 间 
| 1) 在 Ва 点 的 Обр!) ВЕР RERS РА 点 是 存在 的 ,内 为 在 Br FY. 0. ВАЗ 

и. ЗАЎ F = Рок, y) 在 Бабай, yË) АТЕВ: 

F == Fyn tT Frxg’ ОРУ, + Fyy 十 -…， 

Яир sx хф, р y — ух, HW Ру, FV a, yy 为 Br M БЕННЕТ 

А. ВЕР iü P, ДЕДА, 且 P, 点 位 于 号 点 的 OCV E) g 

HA, 因而 对 于 РЬ яё [оси n), FRA ё Апа о ВНЕ: 

Буда РЕ + Ü + - 
НН рен. HFE B, 点 有 К, 60, Вр jg] = ОС), 
PE 点 确实 位 于 Bs Е Они SRA, 
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В.Лы 的 ОСМ ORRA, WúZEJREZDS Fee, у) > 0). WA 
一 下 方程 组 (10.154) 的 相 轨 线 与 直线 VK x у = 常数 的 相交 情 
形 《我们 所 作出 的 线段 РАР 和 ОО 位 于 这 些 直 线 中 的 两 条 上 )， 
则 不 难看 出 ,对 于 选择 好 的 小 z, 方程 组 (10.15a) 与 线段 P.P, 和 
00, 相交 , 且 进 入 《2 增 大 时 ) 带 状 平面 内 部 , 比 带 状 平 面 位 于 上 述 
珊 线 段 之 间 ， 并 包含 不 连续 极限 环 的 BA 段 ， 这 是 因为 当 相 
点 沿 方 程 组 (10.15a) 的 轨 线 运动 时 ， 根据 上 面 曾 引出 的 不 等 式 ,在 
RER PK 和 9404 的 诸 点 上 有 
(Уау) = р + Glir, у) 2 0. 


3) ЕН Р 点 向 区 域 (a) 右边 界 上 的 Rien 点 引水 平 线段 PY 
RD FARCE) 《在 Ar 点 的 OU №) ABERA. i PERE 
位 于 Aka 点 的 ОС z ) 部 域内 , 且 在 此 点 上 连续 函数 GO, y)>0, 
Ще ЕЛЕ СС, y) EREI R) ЕВЕ; 因此 , 方 
ЖАН (10.152) 19.28, 25 БН: НХ, АСЕ ЕЛЕ. 

4) BERGE F(x, у) = + Мис, KIME O; 
和 Rea 点 与 Pan Ñ Он АЕ. Е Е 

A (а, у); 
因此 , MAARN HA (10.152) 的 轨 线 运动 时 ,在 这 些 弧 的 诸 点 上 
必 有 


rn [F(z, др = ВЕ + Fy} 
F: 
Ë 
即 方程 组 (10.15a) 的 相 雪线。 车 与 这 些 颖 相交 , 必 进 人 (z 增 大 时 ) 
ЖА. 

我 们 所 作 的 这 两 条 将 Ph 点 和 O, 点 与 Pan 点 和 Олы 点 相 联 


— * 
F. + БЕС = as] РА F r, E} <0, 


сы A + VE R EE, 
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结 的 曲线 构成 带 状 平面 的 边界 ， 此 带 状 平面 是 区 瑾 (6) 的 一 部 分 ， 
位 于 不 连续 极限 环 的 В.А Ваы В Обу в) RRA, 包 
含 此 区 段 , 且 有 方程 组 (10.154) 的 相 轨 线 进 和 人 其 中 G RKT) 4 
ЖЗ F(x, y) 和 G(x, y) 的 符号 与 攻 525 上 所 采用 的 不 同 ， 也 可 
用 类 似 的 方法 在 不 连续 极限 环 的 各 贤 的 OC e ) 邻 城内 夯 出 区 域 
(8) 的 边界 .具体 地 说 ， 建 造 区 城 (e) 边 界 的 P.P.P. 和 0.0% Ek 
时, 需 在 上 述 分 析 中 以 ~r 代替 + (车 在 区 闻 Brde 上 FC, y) 
< 0), Д 一 代替 y СЕ ABr 上 G(z, у) < 03; 在 An 
点 的 O n ) 邻 域内 容 过 区 域 (o) 的 水 平 线 碑 CRi4) 应 通过 PY 和 
0% 两 点 中 千 下 的 一 个 点 (HERE ArnB gn + Gir, y) = 0), 
或 通过 其 中 靠 上 的 一 个 点 ( 堵 在 Иън Ван 上 G(z, у) < 05; 然后 
将 上 成 和 o; 两 点 中 靠 上 的 一 个 点 ,车 在 Aka B, E G(z,y) > 0, 
ВНЕ Р-Р, Е Акъ Вз Е Gx, y) =< Ü, 以 及 Rgn 点 
ССК НО Я, Е Brde 上 ЕС, у) > 0, 或 
此 线段 的 左 端点 。 若 在 BA Е ЕС, у) < НИЯ ЕС, y) 
= уе G, НОЕ Ру a 和 Ока 点 祖 联结 . 

利用 上 述 方法 在 不 连续 极限 环 C, 的 每 一 段 的 附近 夯 ih PZ 38 
C8) 的 边界 以 后 ,我 们 将 得 出 双 连 通 区 域 (2), 此 区 域 包含 不 连续 极 
眼球 Co РЕЖ ОСМ 4》 邻 域 内 ， 且 当 : 增 大 时 方程 
《10.1$a) 的 相 轨 线 都 狂人 此 区 域 ( 做 为 攀 子 。 在 图 524 LEHTE 
域 (e))， 当 4 足够 小 时 ， 此 区 域 也 将 不 包含 方程 组 (10.15a) 的 平 
衡 状态 , 即 同 时 有 F(x, у) = 0 和 Gle, у) = 0 的 点 ,因为 这 种 
点 不 可 能 存在 于 不 连续 设 限 环 上 ， 币 函数 F(x, y) 和 Gfx, y) X 
是 连续 的 。 于是,《 当 上 足够 小 上 时) 在 新 造 出 的 区 域 (s) 中 ， 至 少 有 
一 个 方程 组 (10.15a) 的 稳定 极限 环 。 

现在 我 们 来 证 明 , 方程 组 C10.154) 的 任何 一 个 极限 环 ， 只 要 它 
位 于 所 研 出 的 区 域 (e) 内 ,当头 足 能 小 时 必然 是 稳定 的 ; 从 而 我 们 
亦 就 证 了 , 当 上 足够 小 时 ,在 区 域 (e) 内 只 有 一 个 方程 组 (10.15a) 
的 极限 环 , 因为 如 果 有 著 王 个 极限 环 , 则 其 中 必 有 不 稳定 的 .为 此 
目的 ,我 们 米 研 究 极 限 环 C 的 特征 指数 一 一 沿 极限 环 的 积分 
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r= { [25 G, \а, 
сн 


并 证 明 当 产 足够 小 时 ，7 < 一 0 (我们 知道 ， 条 件 了 二 0 力 是 极限 
环 C 的 稳定 性 的 充分 条 件 ; 参 奢 逢 五 竟 67). 利用 C, 点 一 一 在 A 
点 的 OCV E) Ион КИК 
НЕК CARTE С.С. HER 


i = 5.14, 
其 中 l 
n=l {E+ o; la 
“Ekka ` U 


ЮИ С ВЕ CC 的 积分 ， 为 了 确定 积分 В 的 符号 , 再 
将 极限 环 的 段 CiCin, РЕВ Е.С, у) = — lGa СЕЊ 
《GD 一 -一 函数 60, y) ЕКО в 
Са) 的 边界 线 在 B, 点 的 小 邻 域 内 的 交点 ， 划 分 成 三 段 (图 526). 
其 中 第 一 个 点 CCP 点 ) 你 于 B, 点 的 O(W 4》 邻 域 里 ， 第 二 个 点 
《CC 人) 在 同一 个 点 的 ОС) ЗИ. НАК 

rL, = IP + IP HIP, 


其 中 
Қо = Í . JF: + с, jaf [= + Gy 14, 
сер ш ЕЛ # 
, ЕУ] Р 
I = ы {= + G, \а =f { + G; } 2 3 
п fp ие вод а 


《这 里 fks Yis х0, у, # У 及 Тань Уд 5} ВЕ С. cn, ср 
及 Cin 虑 的 坐标 >. 


1) В Fele, = рб ВСЕ К.С, р) = 0 的 Он 领域 内 , 后 一 
曲 组 在 区 填 Ko) 范 围 内 的 那 一 段 和 包括 在 Въ Се, У 点 的 OLY Ро. Н 
k, CE 点 世 必 位 于 B. 点 的 OC РЗ, [у у ОСИ F), jh 
жоса, НЕ САР, уру 点 我 们 有 : Р-Н в, 
因此 [zP) — z#| 芝 QCRY【 司 一 不 等 式 的 证 朋 与 第 762 页 下 注 内 所 引 过 的 
证 明 相 类似 》。 
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а 526 


HFA н АЫК СС 上 Ра, у) < g 


(Су), =< [Сух у) Я [6(х, у) | > аба ЮЕ), We 
I < 0, НЫ, РСВ БТА Ех, у) < — БСБ 为 
ЕЕК, + 

ПР = o(2). 


在 位 于 Bi 点 的 其 一 DC RARI СПСР, |х] 
< Обе), [y yil < 9), [Е;(х, 93| =< (и), AAE 
B, 点 有 Pzs 0, |G, у)| > а; МЫ, ВЯ 

Su = ОС" | ур) 一 7] = O( a 145, 


因为 O 

DE — PISO E), _ 
E. ЕЕ (о) НИВУ CPC E, [Е (у) 2 V t Gn 
从 而 

HEJ < o( ys 

— F, 了 А - 1 й il 
Hien Bl. у 1, = і z + ват АЕ r 
UR IP RIP И, ЛЕУ АРЕ 请 一 + ОКНА, 
(s JEB, НИ, 当 产 足够 小 时 , 在 所 有 CCnn Ék E P 
有 L = 0, 因此 极限 环 C 的 特征 指数 


D ЯЗ ВОНА: [0 Olne), 
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I= | {Z + G, |а = Ул, <o, 
са 


即位 于 区 域 (e) 内 的 极限 环 C 是 稳定 的 ， 正 如 上 面 已 经 指出 过 ,我 
们 同时 也 就 证 明了 ,在 区 域 (e)y 中 ,并 孙 连续 极限 环 Co 的 ОСИ F) 
Авни, 少 程 组 (10.15a) 的 极限 环 是 唯一 的 。 结 果 , 上 而 提出 的 定 
理 就 完全 证 明了 . 
显然 ,所 证 明 的 定理 使 我 们 有 可 能 将 方程 组 

at = Ех, у), ў = G(x, у) (10.15а) 
的 不 连续 极限 环 当 作 原始 ( 零 阶 ) 近 似 ， 并 利用 它 在 参数 & 取 不 大 
的 数值 时 。 来 计算 系统 (10.15a) 之 自 派 的 某 些 特性 。 例 如 , 自 振 周 
期 ( 取 堆 阶 近 位 ,部 a> + 0 时 ) 


-| -= | 
° ua Ef 2 


对 方程 组 (10.15s) ПАНА F ЖЕ В REIR TAS ERES ATTE 
Пр ев, Зо НЕК У Ра, Ее А А ЕО 
开 式 ， 枫 如 ,对 于 自 派 的 周期 ,可 得 到 表示 式 : 


T = T, + Аи? + Вы 2. + Са + Olet), 


其 中 4, 中 和 2 是 决定 于 函数 F, у) fü G(x, у) 在 不 连 续 极限 
ЕЕ. | 

下 面 我 们 研究 一 些 其 体 派 动 系统 中 的 不 连续 目 振 ， 其 "缓慢 ” 
和 ”迅速 "运动 都 是 由 不 超过 二 阶 的 方程 组 《10.16) 和 (130172 所 描 
述 的 (采用 相应 的 简化 盆 设 ) 


$5. 具有 一 个 RC 回路 的 多 谐振 荡 器 


让 我 们 再 一 次 研究 已 经 为 我 们 所 熟知 的 、 在 一 定 条 件 下 产 咎 


D ПЕНИ, RE БН FC, yy=D 在 B, 点 上 的 曲率 有 关 ， 例 如 , 当 此 曲线 
在 所 有 B, БИН ЗК А АРАТА RRR F BiP: B, 点 县 有 折 点 的 由 


ВиО, 系数 d0, ГАЛБЫН НЫ н асал 552, 
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不 连续 白 振 的 自 振 系统 一 一 具有 一 个 RC НОЯ С 
527)?， 在 第 四 章 58 中 我 们 已 经 看 到 ， 龟 略 所 有 寄生 参数 亡 建 并 
起 来 的 多 谐振 荔 器 筑 型 万 是 “退化 的 ”"、“ 有 缺陷 的 "， 这 里 记 指 的 
是 : 如 时 不 采取 一 些 补充 假设 ( 莱 妖 假设 )， 它 就 不 能 使 我 们 观 皮 
到 多 谐振 落 需 的 振动 ， 甚 至 无 法 解释 多 谐振 功 器 振动 的 一 些 定性 
的 装点 ， 之 所以 站 用 , 是 因为 在 所 宅 去 的 小 密生 参数 中 ,有 一 些 对 
于 多 谐振 荡 器 中 的 振动 直 程 是 重要 的 .属于 这 种 唱 要 参数 的 有 小 


= ти) 


527 528 


寄生 电容 С, Ж Ce, 这 些 电容 在 实际 电路 中 总 是 存在 的 (这 是 一 些 
小 的 按 装 寄生 电容 和 管内 寄生 电容 ), 

1. 振动 方 穆 ，。 考 睫 这 些小 寄生 电容 后 。 列 出 多 卉 振荡 器 的 
振动 方程 (但 设 C, < C 和 C, С)”. НЕМАН ВУ, 
并 设 电 子 管 组 的 特性 曲线 i, = i,Cw) СЕА 528) 为 已 知 , 则 根据 克 


希 荷 夫 定 律 可 以 得 出 : 
E, — {и + с сб +, (и), 
R, dt de (10.25) 
ce = нЕ рс, e : 
dt R, dt 


显然 ,多 谐振 荡 器 具有 唯一 的 平衡 状态 : 


D 大 看 上 天 第 四 章 38, 第 开 章 612 和 第 八 章 S, 
D 为 了 建立 “合格 的 ”多 谐 报 小 器 模型 ,以 便 研 究 ( 不 但 定 必 而 萎 定 县 其 中 的 振动 ， 
一 般 来 说 ,只 变 考 虑 这 些 电 容 中 的 一 个 就 足 蚁 了 ， 
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u= Er, о = w = E, — ЕЕ) — Е. 
Я Y МЕНЕ С, | A SRB Br Er z, y, tes 其 与 旧 变 加 w, о, 1 
жа): 
u = E, + мухр v == uú + аму + Buy; ta = Tu, 
其 中 , в, T, 为 电压 和 时间 的 比例 尺 , a 和 8 ARERR НН 
量 代 人 (10.25) 的 第 二 方程 , 可 得 : 
CR CR 


G —— £ 十 Вы т? = мож 十 == Hot, 
n 0 


《字母 上 上方 的 加 点 表示 对 新 的 无 量 纲 时 间 的 微分 ), 或 选择 
а = <» 和 8СВ, = Та, 


则 有 
y = x, 


与 此 相 类 似 ,(10.25) 的 第 一 方程 , 若 采 用 新 变量 ,可 号 成 形式 : 
КАС) С.) (сна 十 Bray) 十 Easa мох 


= но RT — Buoy Би Ralik E; + tior) — i (E,)] 


RLC 十 Ea TE... |! + -ба + Re 十 <) 
ü 


— ву — ” ССВ» + aa) — il Ee)]. 


а Ё 


as с c 
8 一 1 二 2+ e+ a), 
因而 


Ta = (C + CdR, + (C + CR,, 
将 方程 组 (10.25) 写 成 不 连续 振动 系统 所 特有 的 形式 : 
=P, УСК, | 


> == х, 


(10.26) 
其 中 


Ce 二 Cr _C,- 0С, 
R, — +e 


2 
i a Rt 2) 
R c 
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为 小 的 正 参 数 , 它 表征 青 生 电容 的 党 小 程度 ( 当 C, < СЖ, < С 
时 ,参数 < 1), 


SR, 
< R, c, 
1 十 == + FAG + ) 
为 电路 的 传输 系数 ，5 为 电子 管 组 特性 曲线 的 互 导 在 平衡 状态 处 
的 绝对 信 : 
91. 
s=- (Ë) 
以 及 


p = iE, + me) — СЕЛ] 
чах 


ЕНТ ЕЕ НА США, р(х) < 0, of 的 = 0, 
$’) = — 1). % C,<& C R C, «сы, жа «= as; 


y = w AISEE SRAWE z 和 电容 器 5 НУН ДЕ ç 的 交 变 分 
АЕ; 


с. с, 
R, € f Ç SR 
u == 6 =, К == й 
раар 
К, Ё, 


时 间 比 网 尺 

То CCR, + R,). 
还 应 当 指 出 ,电压 比例 尺 a 仍 是 任意 的 ,可 以 适当 地 选择 它 , DA 
化 ФС) 的 表达 式 . 

为 了 简单 起 见 , 下 面 我 们 上 只 研究 对 称 情形 , 即 设 所 选取 的 电子 
管 组 的 特性 1, = 2,00) 以 及 E, 使 得 折算 特性 曲线 фо) 是 + 的 
HARG = 一 ptx))， 而 且 当 |x| 增 大 时 1gp'(x) | 单调 减 小 
(此 时 一 1 和 ф(х) =ç 02. 

2. р = ОНИ х,у. Не. TERNA 
ae JAD, EETAS H E р НО 的 报 限 情况 ,研究 相 平 而 х, у 
RRR. ЛЕНУ БРЕ: НН Е. 
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m F(z, y) = — z — y — Kph) = 0 
Í y = — zx — Kpl), (10.27) 


此 曲线 为 多 谐振 荡 器 的 “退化 ”模型 ( 即 C. = C, = 0 EK z = 0 ËJ 
模型 ) 的 相 线 ， 由 方程 组 C10.26) 中 可 也 导出 , 当 а= 十 0 时 相 速 
EE + 只 在 曲线 F 的 微小 O(a) 令 域 内 保持 有 限 信 ,而 在 此 曲线 的 
小 邻 域 ( 例 如 ,大 小 为 便 级 V5 的 邻 域 ) 外 部 , 则 发 生 相 点 的 “迅速 ” 
运动 (x 一 Һа, АНЕ Е Еу ғ ос, АЕН КО ё со), 
但 ў = z НАРАТ. БОН, Баана т 
于 水 平 直线 у 一 ЖК, ВОВЕ Е z Е BARBE © 可 以 看 
RERE. ARRETE у = y = 常数 之 轨 线 的 “迅速 ” 
运动 心跳 用 的 近似 方程 ， 可 由 (10.26) 的 第 一 方程 , 将 其 中 的 7 
代 之 以 近似 值 加 ,得 出 : 

n£ = — y! — х — Ko (x), (10.283 

НТК ADEE, PARRA RE. 
当 K< 1 时 ,在 “退化 ”系统 的 整个 相 线 上 

BF 

Dr 
因此 ,所 有 “迅速 "运动 轨 线 都 走向 此 曲线 下 (图 529, a)， 所 以 ,如 
果 对 应 于 多 谐振 落 器 初始 状态 的 点 位 于 昌 线 下 的 小 舍 感 内 部 ， 则 
А ВЕНЕ, 将 不 会 越 出 此 邻 域 (更 准确 些 说 ， 是 在 曲线 下 的 
附近 运动 )p。 与 此 相对 应 , 当 玉 < 过 1 而 参数 上 的 数 信 足够 小 ( 即 
cC. < C 和 Ce c) 时 ,多 谐振 欧 器 的 扣 动 可 用 "组 慢 " 运 动 方程 
来 描述 Cp 越 小 趟 准确 ), 将 寄生 电容 忽略 , RAMAR, 0—0 
模型 (к 一 0) 的 相 曲 线 F 的 方程 (方程 C10.27)) 代入 C10.26) 的 第 
二 方程 , 即 得 出 此 方程 : 

[1 + Кф (х) 1% + x = 0, (10.29) 
在 此 情况 ( 即 K <1) 下， 寄生 电容 , 若 人 确实 很 小 的 话 ,对 于 多 谐振 


= — i — Kpr) = 0, 


1) WRAK TARR AEREA i РНЕ F BU RRA, MA A 
KAI IB i E AE R ШЕ F RRP, ЗЕНА F BJ KE 
动 ， 在 或 限 情 况 中 , 当 p-*+0 БЕЛЬЯ F RAER, 
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; ЕНЕЛ 
ЕЯ, Вит Sir. Su 
— A, КОЖА, 8 
—— 建立 起 平衡 状态 x 一 0, у-=0 
(Hk u = Ep о =), МХ 
当 久之 1 时 ,对 于 所 有 的 x* 
都 有 1+ Ke (Cx) >o Afi 
很 所 方程 (10.29), М z— 十 
co Ff, + — 0, 
= K> 1 时 , Е 
全 不 同 了 。 此 时 不 难看 出 ， 
ЕЕ Ca > 0) 
WERA EEI = 0), 3 
ERAO, ОЕ SSE BU. 
Н, ДЕ ВУ” RER 
Е Е ких ро 是 方程 1 + Кф (х) = ü 
的 唯一 根 》, 其 上 各 点 不 满足 小 寄生 电容 的 可 忽略 条 件 : ЖЕНА 
上 


дЕ 
9х 
“RE SS Бу ве ЕЕ” RARR ВХ СПЕ 
rR (0,0); 图 529.6)。、 宙 此 可 见 , 当 寄生 电容 很 小 
时 (pg < TI。 或 更 正 靖 些 说 ,在 н +O 的 极限 情况 中 2 多 谐振 荡 
器 将 以“ 卡 跃 ”的 形式 离开 所 有 |z*| =< =' 的 状态 ， ПОВ. КК” Я 
Ех СПЕ А EFRUSB Е и) RRAN TL EE y (PH3 iB 
振荡 器 电容 C 上 的 电压 e) 则 保持 不 变 ， 这 梓 , 考虑 到 对 于 多 谐振 
荡 器 的 振动 过 程 超 重要 作用 {KK 半 1 时 ) 的 任意 小 寄生 参数 С. 和 
Cs 作 建 立 起 多 谐振 荡 露 的 烧 型 以 后 ,我 们 就 从 对 它 的 动力 学 研究 
中 ,得 出 泗 在 上 抽 第 四 举 58 кН ЕТИКЕ Е, 
不 难看 出 ， 所 有 ”迅速 "运动 的 轨 线 都 走 同 “退化 "模型 的 租 线 
‚772. 


= — í — Кф (5) 20. 


FF 的 F1 部 分 的 微小 分 域 ,在 这 些 部 分 上 的 点 都 满足 寄生 电容 的 可 
теж: 


— = — 1— Еф (< 0, 


亦 即 ,都 走向 曲线 F ERRERA ARIRE ВУ F. Jel > жо, АЯ 
在 这 些 段 的 微小 的 Ось) WRA, 相 点 才 在 曲线 王 的 附近 近似 好 
(a 越 小 越 准 确 ) 按 照 方程 (10.29) 作 "组 慢 " 运 动人 一 十 0 hh, x 的 
变化 速 诬 为 有 限 值 )， 在 极限 情况 中 . 即 а-э + 0 时 ,这 些 “ 缀 慢 ” 
运动 的 轨 线 将 趋向 于 曲线 下 的 || > х Ш. ЖЖ, МН 
TAERE a 十 0 НН, И 
529,6 所 示 . Ми Ran, АЗИАНА RA TA 
АНХ. 
н Ренн Р ВУ [|с ВОВЕ Е, 1 + Ко’) > 0, 因而 在 
这 里 |x| 将 随时 间 减 小 ， 从 而 根据 “退化 "模型 的 动力 学 (根据 方程 
C10.29)), 相 点 必 到 达 有 4 点 或 4 НОА, а = tr, y= tys 
tir + ЕП, НА“ ВОН у= 
常数 “路 到 ”相应 的 B(—x"”, yO 点 或 PG”, У, 然后 重新 
开始 “ 儿 慢 ”运动 ,如 此 一 直 运 动 下 去， 为 了 寻求 跳跃 终点 ,在 所 研 
守之 同 题 中 ,没有 必要 去 研究 “迅速 ”运动 方程 (10.28)， 
以 由 跳跃 过 程 中 变量 ”的 值 《 即 电容 5 的 电压 о) 的 不 变 条 件 , 由 
“HRE ВО Ва а Е Е ИЕ АЖ, 根据 (10.27) 这 个 条 件 可 给 出 确定 
Быка RSET ATE: 
х + Кб) = — {+ Еф'(х')), (10.30) 

TR, НН ABA BA СЕ 529, 6) 是 在 任何 初始 条 件 下 者 
将 建立 起 来 的 和 极限 环 .， 此 和 极限 环 也 就 是 措 给 多 谐振 落 锯 的 “不 过 
续 ” 自 振 的 数学 图 象 ， 此 种 振动 由 “ 绎 则 ”运动 ( 树 压 # 玛 * 的 变化 
НЕО ЕВЕ” ВАСИ +0 М 2 — оо) АИА 


1) 在 曲线 не E, F. + ( 
HFa 这 是 由 于 E, = ТК. 


= ) = 0, Bp = = -F = 


交替 组 成 ， 可 以 证 实 , 当 # 很 小 时 ,在 相 平 面 上 同样 存在 有 极限 环 
(图 530), 与 极限 环 ABA B'A 很 接近 , 并 当 gg 一 + 0 时 退缩 到 
此 极限 环 .二 参看 前 一 小 节 )， 和 从 A 点 省 始 的 相 轨 线 ( 图 529,6) 


р с Д 


LNN 


相对 应 的 ,变量 * 和 ?的 振动 波形 图 ,定性 地 表示 在 图 531 F; № 
量 x, ИЕ м 的 振动 , 具 省 "不 连续 的 "和 性质; 变量 у, 即 电 容器 C 
的 电压 ?的 振动 是 韦 续 的 ,并 具有 “ 齿 型 "的 波形 . 

ПРЕ РУ НИНА ВЯ ER “6° вв ВА BA 上 
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ЕАТС ВК АРЕ SERT IR КУР), 9806, ВЕН 
振 的 周期 (# — + о, НОРЫ, e АЧАА), ЕКВ” 
ЕР F E 


dry 一 一 1+ Ke («) dx, 
因此 , АСЕТ АЕ ЕН, SE TRA B'a = 
动 所 需 时 同 的 两 们 2 为 


r=? 


| 1 + Ko (x) de 
„at x 
СРЕЗ RA КОО 
T Tr = 2C(R, + Rof 16 Кф gy 
х’ x 


СКД Sa Br), 
ГА f, 
i 
| | 
z k Lu 
20, 2, 
а) 9 


ЕЯ 532 


Ф РАНЕЕ АЦЕ А RERA, ГЕЯ 
SANDARAN. ща тА АНЕ РВЕ НН 532a), 
若 取 特性 曲线 下 降息 的 长度” 的 一 半 作 为 电压 的 比例 尺 ao, I 

十 1 МУ, 0 当 {| > 1 84, 

ple) = чх 24 || «1 时， 人) = 
—1 М ЕН, 1024 |x| < 1 Hf. 
由 此 可 得 x' = 10, x” = 2K 一 1, РА РИ 5 в 和 第 

АЕ S 5 中 所 得 的 结果 2”, 自 振 半 期 为 

1) 当 特 性 由 强 为 分 仅 线 性 时 。 相 点 在 钥 慢 运动 层 的 由 路 始点 为 特 狂 监 线 的 折 点 
x= 土 1， 妇 为 寄生 电容 的 可 筷 哮 条 件 对 于 所 有 的 111 者 不 满足 《在 这 里 
F.= K — 1205, 而 只 在 1x1>1 (站 这 时 p, = 一 1<0) 时 , 才 满 足 


D Нила 第 6 小 节 小 得 到 的 自 所 局 期 的 新 近 展 开 式 中 的 最 大 项 : 
参看 C8.60)， 


775 + 


T= 2C(R, + К,)ш(2К — 1), 
当 特 人 性 曲线 羽 三 次 多 项 式 逼 近 时 (图 532, б), 若 取 特性 曲线 
互 导 等 于 零 的 两 个 电压 之 莽 的 一 兴 作 为 电压 比例 ко, 则 有 : 


ф(х) = — r + =, P(x) = а? — 1, 
ЖЖ НОВЕ ЕА S В АЕ Н ЕРЕЕН Н: 


14у :一 К 
1 + КС 1) 0, Их к * 


ВЕ}, #1 С10.26) BERE ЕЕ 土 x" 决定 于 方程 决定 : 


К (> 十 <) = 一 fz + к(- x 十 =) 
2 К 1 
TETIN ГЭЕ 
不 难 确信 , 此 方程 具有 x” 的 唯一 实 解 : 
z = 2 Kol 1 
K 
因此 


t= 2” | Kx К], = (3 — 21n23(8& — 1) 
x x d 
а 1.6{K — 1) 
294 
T = 1.6C(R, + ВСК — DP, 

最 后 ,我 们 来 计算 当 特 性 曲线 下 降 段 为 三 次 多 项 式 时 (图 532， 
. Ba) ЕЖЕ. ДН ТЕЗЕ У 12 中 研 
m BRA RC 回路 之 振荡 器 和 具有 一 个 RC 回路 之 多 谐振 荡 器 
БЕ Е. РНН, ТЕВЕ К ВЕРА Е 


D А. А. BEWE СДородницыно S? Н = EHE m E Е 


В Я ИНТ ЕЕ ЧЕ НЕТ МОЕ, RCHAR: 
т=1.614СК — 13 + 7.014(K — Ape — ет E nt 


-Hi h-i- 0.087} + 
我 们 所 得 出 的 表示 式 т2=1.60К - 1) 为 此 展开 式 的 最 太 项 。 
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EEP ио, ДН: 


pir) = w [а | =< 1 时 ， 
2 и 


0 当 jej 21 时 ， 
х? — 1 |+] < 1 Е; 


而 == 一 (与 上 例 相同 )， x” 则 决定 于 方程 ; 


ф(х) = I 


Ирака t KEGN = DY 
ВП 
"= GS к, 
此 时 , 
= [ке аво 4 
= 1 РО +22 к-р М" +K| 
PLE. 
T = C(R, 一 Ra (K — Пи ë - 


+22 (к-р к + k ||. 
3 K 


$5. 不 连续 机 械 振动 
受到 很 大 朵 控 力 之 小 质量 的 物体 ， 在 一 定 条 件 下 可 能 作 机 城 


D жай гаса, E K>, MERAM. MEIKE, 


m) E S s bas ЕС, ВР Я ЕЕ FF ЕТЕ, DA 
而 自 氢 周期 将 可 以 用 上 例 中 得 出 的 公式 来 表示 ， 
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振动 ” РА FEP УА), A y у, ЗАТ] 
RE, 这 里 所 指 的 是 一 种 制 动 装 置 ， 其 略图 表示 在 图 533 RD, X 
于 此 种 装置 .我们 有 如 下 运动 方程 : 
Јф = — Kp + MR — в) 
或 与 其 等 价 的 一 阶 方程 组 : 

ф = о, 10 = — Еф + МСО — o), (10.31) 
其 中 ФЕВ ОНР ВЕ, 7 为 制 
ТЕ, А УЖЕ, © МНЕ СРВ 
设 如 二 常数 ), MO 一 wo) 为 表示 干 摩擦 力矩 与 相对 速度 Q — о 
АН Ж АЯ СЯ 534), 


图 533 ВЧ 534 


РЕКЕ, ЕН ЛМ AREARE Q — о 的 , 而 也 还 是 
fB PATAR АИКА, М Q — o == 0 В, 
M, 34 kp > M, hi. 
М = Аф 当 |4Ф| < M, 时， 
一 MM М 4р < — M. 时 ， 
其 中 M, 为 静摩擦 力 拓 的 其 大 丰 ( 亦 即 ， 制 动 片 和 埋没 有 相对 运 
ДЗ, ЕН Е ЯН ke 所 平衡 , 若 后 者 的 绝对 值 不 超 
过 静摩擦 力矩 М). БОН НЕНА ЛОТЕ В, 
БА МВА АМ КЕ. RO ЕНЕ АЖ 
种 下 降 段 时 ， 才 能 够 解释 为 入 么 在 我 们 所 研究 认 这 种 机 械 系 统 中 
1) вен, 这 种 装置 力 是 通常 的 制 动 装置 和 LA [Et ЛЕНИ W ВА (Prony) 出 


动 块 的 楼 型 (当然 是 极度 简化 的 )， 思 此 ,下面 有 关 此 种 系统 中 的 振动 所 讲 的 一 
切 ,内 能 作为 奉 制 动 器 以 下 普 朗 尼 制 动 块 中 , 富 观 察 到 的 概 动 的 莘 北 理论 ， 
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ABRAR. 
我 们 所 研究 的 系统 具有 唯一 的 平衡 状态 : 
Ф — фо ө = 0, 
MEA p 在 平衡 状态 中 显然 决定 于 条 件 : 


kp = MUA), 
则 此 平衡 状 不 稳定 5 系统 发 生 自 激 ,从 列 其 中 将 建立 起 直 振 ), 如果 
Я) < 0 


(参看 上 册 第 一 章 5 6); 今后 我 们 将 认为 此 条 件 是 满足 的 。 如 果 
一 MQ) < VY 旭 ， 从 而 摩擦 特性 曲线 的 非 线 性 并 不 显 落 ( 在 我 们 
折 关 心 的 速度 区 间 内 )， 则 系统 的 自 振 将 接近 正 引 形 (这 种 振动 可 
以 应 用 前 一 章 中 所 谓 述 过 的 范 德 波 尔 方 法 和 庇 卡 菜 方法 进行 计 
算 ). 

现在 我 们 来 研究 另外 一 种 极限 情形 。 设 制 动 片上 只 有 很 小 的 惯 
нв 


[M (Q) 

J < + 7 
паа), ЖА КНН, SE, ARAT 
ЕВ. EAIRT. ЗЕНОН 
ЗАРЯ 0 ZAE НИ ЕЖУ, 

1) ЕЖЕ ит, ЕН ЕЕ Вт SE: 80 
СИЛА), RAEE 了 很 小 ， 但 系统 仍 具 有 比较 小 的 加 速 
度 5s， 这 就 使 得 在 通过 这 些 状态 的 运动 中 ， 速 度 @ 的 变化 比较 绥 
МЕ. ERRA, J 项 很 小 : 

Jiel < kl] = [JMA — o], 
从 而 可 以 忽略 不 计 ， 因此， 这些 w 变化 比较 绿 慢 的 状态 在 相 平 面 
Ps wm 上 所 对 应 的 点 ,都 位 于 曲线 下， 
Flp, w) = — Ф + Mo)=0 
的 微小 邻 域内 ,此 曲线 显然 是 "退化 ”系统 (J = OBR: 当 л 
小 并 移 向 于 零 时 ,此 邻 域 向 曲线 刁 退 缩 , 
2) ЕЖЕ, КЕ ДЗ 
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衡 ,由 于 制 动 片 的 惯性 算 ЛАНГ, РПО 8 ФЕН. Но 
变化 非常 过 速 的 这 些 状 态 ,在 相 平 面 pa o 上 所 对 应 的 点 ，、 位 于 间 
一 曲线 巴 的 某 一 第 小 分 咸 的 外 部 ，J 一 十 0 kutas FR Pj FE Il F 
ЯЙ. ТЕК o ВАЖЕН ЖЕ, 4 7— + 0 IF, d — со 
ЧЕН FED в > +o, ERAS о» —00), MEER 5 
ф = ә 则 保持 有 限 值 ， 在 此 区 域内 , 当 J 一 十 0 时 

dp Jo 


do ме 

即 其 中 布 满 接 近 于 重 直 线 p 一 HMHR НН E sr: BS 
R KERI J> +0 Ри оо), 

于 是 , 我 们 得 出 极限 情况 /> + 0 AREZ 

如 图 535 ДЕ. ERR РАНЕЕ Е, ЛИ 

EBREN, КНМ: 

Ey | | Ш ғ 上 具有 


F. = — М'(0 — о) > 0 


ВУЛЕ ВУ IRATE E А 

И НИ 线 下 降 段 开始 ， 走 向 电线 下 的 其 
ПИН ши O RRF а 535 Е 
ур Р ЖЖ, CEREA IMAR 
СЕВЕ EE o БЕДЕН НЕЕ 

的 被 限 位 置 ， 只 有 在 “退化 "系统 

ВОНА ЕВЕ ЕЕ, ЗА 


RHAN УМА ЛЖ 
G ”运动 过 程 才 是 不 重要 的 ， 因 而 系 
м > 统 的 运动 可 以 用 "退化 "方程 组 米 
措 述 , 即 
-Åp + МОО — юу = 0, @ = o. (10.32) 


WRG 了 一 О, е US AmE, КГА 
АО? ЗН, LARES r e A ERREA E 535 中 的 B, Ps D' AR. Ж 
些 点 不 是 平衡 状态 ， 而 另 - 一 方面 ， 在 曲线 上 方程 组 (10.32) 叉 没有 从 这 些 
AEREA. 可 出, 采用 这 种 模型 ， 我 们 就 无 落 研 究 系统 的 运动 。 矫正 
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这 种 “有 缺陷 的 ”模型 有 两 个 途径 : БЕН N (OE e lv 
ВЕБ, Р НО Е РЕНОВА, РАЗНО АНН 
ВЕ. 

应 指出 ， 相 轨 线 的 止 点 在 曲线 F ГМ ATE НОР EE ВЕ 
HIM HREJ 为 妊 意 由 正 值 时 ， 相 点 不 可 能 在 其 附近 运动 。 换 句 话 谤 ， 
“退化 ”系统 的 相 意 含有 这 样 的 莪 腿 ， 其 上 制 动 片 的 任意 小 的 惯性 矩 是 对 于 
系统 运动 性 质 起 重要 决定 作用 的 参数 。 

不 难看 出 ,根据 "退化 ”系统 的 动力 学 (根据 方程 组 (10.32)), 我 
们 所 研究 的 系统 不 可 能 永远 处 于 轨 线 Ft+ 上 的 点 所 对 应 的 状态 中 ; 
ВЗА ЕЎ Н Нл Ft 运动 的 结 轩 , 必 将 进入 B,D 或 р 中 的 一 个 
点 ;从 而 " 妮 人 入 ”无 限 大 ”加 速 区 域 ， 沿 相应 的 跳跃 轨 线 (BC, DA 
或 D'4)， 相 点 以 鼎 牙 的 方式 迅速 地 重新 返回 到 某 一 “有 限 *” 加 巡 
ВЯ ЕТ Е, НЕЕ СЯ А БЕД ЕЕ ВЕ ВЕКЕ, КВН о 
ТЕРКЕ ВУЗЕ, НИЗА p ИАН АБ), РН, ЕЕК 
IGER SS США E 535 中 的 д, 点 开始 的 运动 ), 系统 中 就 
ЕЕК МЕНЕ, 这 在 担 平 百 上 对 应 于 极限 环 ABCDA 
“图 545), 它 是 由 有 限 和 "无 限 大 ”加 速 宕 运动 交替 组 成 的 ， 

此 极限 环 上 的 48 妇 对 应 于 制 动 片 被 捍 " 查 动 ” 的 运动 ， 制 动 
片 与 轩 同 时 以 速 庶 吕 作 等 速 运动 ， 这 时 弹簧 发 生变 形 -一 一 弹簧 力 
ERR. НЕЕ, ЕЖИК, НУ 
EAT, ЗВ ЕР ЕЕ КН В), E AKU 
2019 АДЕ АЕ КЕК АА, ПЕК ЕЕ; 与 此 和 相对 
应 , 相 点 由 互 点 " 跳 到 “点 。 志 点 对 应 于 同一 摩擦 力矩 

М (Q — te) = Mu, 
并 重新 世 于 速度 o 变化 比较 组 慢 的 相 轨 线 上 一 - 轨 线 p+ Fu. 


ПОЗЕ, К RISE ЛЕ, RARE ERRA RENH ЗЕ АЕ, tH 
EPER J В, MEER ASEA А ВВ, An 6 За СЕ e 
НЕ. AE RRRA 3 Z] оо), Ак ЧЕКЕНЕ SI А Рен 
大 致 的 知性 ， 由 于 实际 系 壤 不 能 不 具有 一 定 的 惯性 妈 J 了 AMAR AR, 
Е ЕЕ НА IHE pA Cw h. Ех ЕВА ВНЗ Л 
Fi ERTI: Ppp pap 

jalo- |. Г-М) wap [Mot M(Q— ol ag, 
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在 这 以 后 将 发 生出 方程 组 (10.32) 确定 的 速度 和 坐标 的 连续 
变化 , -ESHA RHR CD 运动 到 Po = op) ЖЕ, 此 点 对 
应 于 摩擦 特 狂 出 线 上 的 极 小 值 ， 出 此 状态 至 新 出现 连 谋 的 跳 取 
СЕН соь 9] Q), 而 华 标 则 保持 不 变 (更 准确 些 说 ,应 当 是 几乎 不 变 )， 
p= He, 其 中 M, 为 摩擦 力 算 的 极 小 什 (图 534)， 以 后 的 运动 将 
这 同样 的 方式 进行 ， 制 动 片 在 自 振 ， 和 角 P 和 人 速度 名 之 自 振 的 波形 
图 分 别 定性 地 表示 在 图 536 Е. 


图 530 


坐标 中 的 舟 拓 "振幅 ”可 以 根据 最 大 和 最 小 摩擦 力矩 之 凑 ( 根 
Em M 一 мня, 其 休 地 说 , 它 ( 据 动 全 幅度 的 一 半 ) 等 于 
мм, 
2 k ` 
为 了 计算 局 斯, 必须 计算 出 积 点 沿 轨 线 F' 运 动 由 A = B АН 
相等 因为 在 所 研究 的 这 各 处 跃 中 
Фе = е. 
MEGLA IEEE ERLE ИО EJ Meg ДАГА CG) (М. Meg) 
АН S] Sik PP Ае S Ae: 
дф 1 JA CO 
2 M, 一 M= 


Фо 一 


到 户 ( 图 535) 所 需 的 时 间 . 2 TR EBE ЕВ C fH D 33 A 
ANE MAE J— + 0 БАН BEI 1024 7 足够 
小 时 通过 它们 的 速度 也 非常 大 ， 以 致 对 自 振 导 期 的 计算 并 无 显著 
К. OTER АВ 上 ф= 9, 故 通过 它 的 时 间 等 于 : 


Т, = Му M. 
ka ` 


жа CD 的 时 间 T;, 可 以 通过 对 方程 组 (10.32) 在 此 眉 
上 的 积分 米 确 定 : 


T= {ар = 1 а, du 
Myk ва А e 
因为 方程 组 (10.32) 可 以 写成: 
ko 一 一 Mr 一 的 如， (10.32а)) 
dt 
PRE T, Сл, АРНАУ НОА, BATERKE ARAH: 


T= T, + Г 


jana x 


MACARI, ИХ 
BRER E, AA RRA 
总 是 具有 一 定 的 (尽管 是 很 小 的 ,但 
ВНЕ, MATE Ek EK” 
不 是 具有 无 限 大 的 ,十 是 非常 大 的 ， 
Е ИИ. 因此 , 当 J0 
НУ, BE BIR ВЕКЕ 


НЯ, ПАРИ, д fp wo 
ПЧ ЕНЕЛ Е АЕЯИ `. 
摩 掠 力矩 很 大 时 ， 此 种 弯曲 实际 上 图 59 
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зе ДЛ 1А, (НЕВА, ЕНУ 38 W Ara 
化 .在 图 537 和 538 РАЗНАЯ РАНЕНИЯ ЕЛЕ ikin 
МУГУА ИННА. MIR ИАЕА, НИНУ ВАЛИ 
НИЕ, РЕ EaR Е 做 谐 自 振 系 
统 ， 根 据 大 惯性 矩 的 制 动 片 的 振动 疲 形 (图 538) 所 绘制 的 相 平 面 
《图 539), 与 此 平面 在 .一 "十 0 的 极限 情况 中 的 相 轨 线 划 分 (图 535) 
АША КУХ Я), АРААРА S ARER. 


$ 7. 两 个 不 连续 电 振 荡 发 生 器 


与 上 商 刚 刚 研究 过 的 机 械 张 怨 系统 极其 相似 的 电 系统 ， 有 最 
简单 的 不 连续 (张强 ) 电 振动 发 生 器 : 氨 管 电路 (或 电 猎 电路 ) 和 负 
HERDS. 

1. 气管 电路 。 ао, Е БИ НИЕ 
灭 时 ,通过 的 电流 发 生 龊 路 的 变化 ,而 气管 (或 电容 器 C 上 , 亦 是 一 
样 ) 的 电压 则 保持 不 变 , 我 们 曾 于 第 
四 章 ў 6( 第 2 小节 ) 中 ,研究 过 这 种 
电路 中 的 不 连续 振动 。 这 个 跳跃 假 
设 并 不 是 当时 所 取 一 阶 模型 的 推论 
(不 是 方程 (4.30) 的 推论 ), 而 是 从 
电路 中 电流 与 电压 的 有 限 性 这 种 补 

Е 290 充 物 理 概念 出 发 得 到 的 ， 

现在 我 们 来 简单 地 研究 同一 个 电路 ， 禾 虑 其 中 一 些 重 要 的 寄 
生 参 数 (但 认为 它们 是 足够 小 的 )， 从 而 做 为 畦 例 ， 可 以 得 出 通过 
肥 管 的 电流 强度 在 电容 北 C 的 电压 保持 “不 变 ” 的 条 件 下 所 发 生 的 
“ 忠 琵 ” 芒 是 系统 动力 学 的 推论 ， 车 考虑 图 540 НИНЕ НИЯ 
确 线 记 表 示 的 小 寄生 电感 工 ?, 则 得 出 人 氟 管 电路 的 派 动 方程 如 下 ， 

i 在 对 于 电路 中 的 过 程 起 重要 作用 的 小 寄生 参 雏 中 ， 除 实 装 电感 让， 尚 震 指 出 握 

管 中 气 体 政 电 的 桂 性 ， 此 种 惯性 5 以 困 用 列 入 某 种 小 的 “等 价 ” 电 感 与 香 管 串 


联 的 方法 米 度 映 ， 下 面 我 们 就 次 认为 ， 所 谓 工 НИ оч tsk s 
等 生 电 感 之 和 。 
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с“ ETE 


dt R 
di _ но, (10.337 
dt 

= ple), 


其 中 qtv) 为 表示 通过 扎 答 的 电流 强 麻 与 其 电压 ”之 关系 的 函数 ， 
即 扎 管 的 静态 特性 方程 ;其 反 琐 数 ， 对 于 点 燃 的 扎 答 已 是 单 值 盟 
数 ,我 们 用 о =+(0 表示 之 ,我 们 知道， 气管 的 特性 曲线 (如 图 
541 ВЕН РЕВ <; < I, JD, 下面 我 们 将 假设 , 在 所 研 
Aa RH, BRRR: 


# = 0, i= 


E ~ere _ р 
Е = plv) 


ER PERE Gos ЛЕНЕ, Ar Tie FER Е, AMEE 
BJ. 


541 542 


ННН, ЖАН ,将 具有 如 下 形式 : 
LERA + [L + свиту = 0; 
因此 ,平衡 状 疮 (m6, i) 如 果 位 于 等 性 阳线 的 下 降 民 上 ， 而 及 是 唯一 的 ， 即 
Вр) 0, MUM r< CRE (2, ОНЯ US L НН SRP AT) Ae: 
ЖЕН. УНИИ — АЧ H tr ЕЕЕ В E, 必须 使 E 和 R 足 
М (E> V, ,, К> Ras; РИН 2: 28 ЕН 57 第 2 小 
8), 
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下 面 我 们 来 作出 相 平 南 s, 划分 成 方程 组 (10.33) 的 轨 线 的 
极限 情况 ( 工 一 十 0) 首先 画册 曲线 F.: 
Flu, i) = u — (Г) = 0 
“退化 ” 樟 型 的 相 线 (图 542), 从 中 划分 出 段 Fr 和 F£ ЗЕ Е 
满足 小 寄生 电感 工 的 可 忽略 条 件 : 


Е; = — p (D Z0; 
在 此 曲线 外 部 , 当 ЕО, > oo (在 曲线 F 有 侧 全- 一 


+ co EREN- 一 一 co), 而 -经 则 为 有 限 值 因此 , 相 平 而 上 


位 于 曲线 下 外 部 的 区 域 ， 当 L — + 0 时 就 是 系统 状态 的 " 跳 耻 ” 
变化 区 域 ,其 中 布 满 电 流 强 诬 处 哮 的 垂直 和 相 轨 线 一 一 轴线 = Я 
数 , 它 们 由 无 限 远 以 及 曲线 上 对 应 于 氛 答 特性 曲线 下 降 段 开始 ， 
MHAR Ft 和 РЫ, ЗАБІЙ, ТЕ Ft 和 FF 以 外 的 区 域 中 , 通过 
ИА на ИОВ АЕ АЕ ВКК, .与 此 同时 电容 蜂 C 上 的 电压 # 保持 不 
变 ( 与 此 相对 应 , 当 工 亮 分 小 时 ， 在 此 区 域内 电流 强攻 i 发 生 极 为 
迅速 的 变化 ,而 电压 = 则 玫 乎 不 变 , 因 为 这 些 讯 速 运 动 的 相 轨 线 当 
工 很 小 时 接近 于 直线 и = М), а L 一 十 0 时 系统 状态 的 “组 
慢 ” 变 化 ,“ 即 电流 强度 ; 和 电压 * 具有 有 限 变 化 速度 之 状态 的 变 
КО), НЕЕ ЕЕ ВНЕ Fi 和 Fi 上 (更 准确 些 , 当 上 很 小 时 在 这 些 曲 
线 的 附近 )。 在 这 里 ,电路 中 的 振动 可 以 满意 地 用 进化 系统 (L = 
0) 的 方程 : 


ГЩ 


i = ple), 
RC = = Е — z — Rola), 
来 描述 . 

由 于 在 系统 状态 的 “缓慢 ”变化 之 轴线 Е, 和 上 没有 平衡 
状态 , 相 点 沿 着 它们 运动 时 分 别 走向 BB 和 D 点 ,并 由 这 些 点 开始 电 
流 强度 的 瑟 蚂 ,因而 在 任何 初始 条 件 下 ,系统 中 都 将 建立 起 不 连续 
GEID HIR, 后 者 在 看 平面 上 对 应 于 极限 环 ABCD (图 542), Æ 
这 一 振动 中 电流 强度 i 具有 不 连续 性 质 ,而 电压 * 的 振动 划 呈 “ 苍 


* 7386 * 


ДЕ ЯР СЕА 543). ВИКА ИЕН), AJEN 
最 然 可 用 上 册 第 四 韶 $ 6 中 所 得 出 的 公式 来 表达 。 

出 此 可 见 ， 在 所 研究 的 电 
Ер, е HAIE 
放电 的 异性 ， 对 于 电路 中 据 动 
过 程 的 进行 芒 系 重要 的 网 素 
《尽管 它们 很 小 )。 只 有 考虑 到 
它们 以 后 ， 我 们 所 建立 的 动力 
学 模型 才能 足够 完全 地 反映 出 
电路 的 动力 学 ， 才 使 我 们 有 可 
能 不 必 利 用 引入 一 些 补充 的 讨 
论 或 假设 ， 来 研究 电路 中 的 振 
动 ， 同 时 所 得 的 结果 在 定性 上 
和 一 定 程度 的 定量 上 都 能 与 实 
验资 料 相 吻合 . | 

2. НЕЖНЫЕ. ”人 负 阻 管 不 连续 张弛 振荡 器 的 电路 
图 表示 在 图 544 .上 ;其 振动 (考虑 小 寄生 电容 C,) 由 下 列 方程 组 瞧 


图 543 


Ж; 
LŽ = E,— — R, 
dt 
s (10.34) 
dt 
ia = pla), 


其 中 г, = ple) 为 四 极 管 特 往 方 程 (四 被 管 的 这 种 等 性 曲线 定性 
Ж 545 ЕНОТ НУ Г: м U, «и 
< U, № фи) < 9). 


D 8229835 E s С, MEA- ИЯ, 其 相 线 (电压 z НЕЕ АН ВААУ 
Е w = D, Ñ w = a КВН НЮ”, яр 
БЕ ВЕНЕ, ЕЕ EB ЕО i FE, 20 Pupas (asi 
Е PN PIW, ОНО uki 3 НА ТАВА ВК ИЕ, s ВВ Вай 
ДНИ ЯСИН С. 
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ПАО F y: 


图 544 


以 后 我 们 将 假设 电路 参数 В, R 的 数 秆 使 得 电路 具有 唯一 的 平衡 
状态 (ao io), НБКР НЕЕ Е ВЕРЕ ЕС 545)， 此 时 ， 
此 平衡 状态 不 稳定 ,因为 С, 足够 小 ,于 是 包 路 将 发 生 自 激 . 
ЖАН Ш, 对 应 于 振 落 器 平衡 状态 (wo m) 的 特征 方程 可 写成 如 下 形式 : 
LA. + R 1 
一 1 СА + p (m.) 


如 果 平 奖状 态 位 于 特性 曲线 的 下 降 段 上 而 且 基 叭 一 的 ， 则 有 有 — < Ф (ze) 


ECLA H [CR A Lo (н, )]A + i + Ro u=, 


<0; 因 此 ,此 平衡 状态 当 <E phe) 时 (此 条 件 在 C 足够 小 时 是 满足 
的 ) 不 稳定 . 

为 了 研究 C, 很 小 时 电路 的 振动 ,我 们 作出 相 平面 z, ;在 极限 

情况 C, 一 + 0 中 的 轨 线 划分 ,如 图 546 AR. ANTE F (as i) 

=i plu) = 0 决定 之 曲线 的 外 部 。 即 “退化 "模型 (C= 0) 

.的 相 线 外 部 ,四 极 管 电压 * 在 寄生 电容 C。 足 够 小 时 的 变化 速度 可 


以 任意 大 : Cs 一 十 0 时 25 оо, MEHR F У ЕУ 22 


+ о, ERTH- 一 co， 而 “L 则 处 处 都 是 有 限 的 。 因 北 ， 
ЕВ РИ Е i 二 常数 , 相 点 沿 善 这些 雪线 以 
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ее: e R ROC RER 
` EE RETE) Dipi TINEA МНН F БУРУН 
SFERRARE: ВР 开始 ， 
走向 曲线 的 其 余部 分 Fr 
和 Fi, 在 这 两 部 分 上 渍 足 小 
寄生 电容 C。 的 可 忽略 条 件 ， 
Ро. 

В, НЕ“ 
果 芒 到 曲线 Fi 或 上 以 
后 ， 将 以 电压 4 的 有 限 变 化 
速度 (甚至 在 C, > + 0 时) 图 546 

党 该 曲线 运动 ， 即 曲线 F; 和 F? ЛЕВИ “EE” АЕ, 
89, BFE Fi 和 Fi 上 满足 寄生 电容 C. 的 可 忽略 条 性 ,因而 小 
电容 C, 在 六 里 可 以 忽略 ,于 是 电路 的 振动 方程 ( 当 四 极 管 电压 “组 
慢 * 变 化 时 ) 可 写成 如 下 一 阶 方 夸 形 式 : 


¿= plu), Г + Ri = E, и, 
dt 


在 轨 线 FY 和 F+ k = 0,2- = 0《 这 里 没有 平衡 状态 )， 
HEEF? 上 <= > 0, Е! F < 0; 因此 ， 相 点 沿 轨 线 Р? 


СЕНЯ f2) 运 动 时 ,经 过 有 限时 间 闻 隔 后 , 必 落 到 8 点 (DD мә) E, 
由 此 再 沿 相 应 的 跳跃 轨 线 ;一 常数 "上 胱 到 ” 委 线 于 的 CC 点 (轴线 ЕЁ 
的 4 点 2, 由 此 可 以 得 出 结论 :在 相 平 面 上 存在 有 极限 环 4BCD4， 
系统 的 所 有 雪线 都 将 进入 这 一 极限 环 ， 与 此 家 对应， 在 任何 初始 
条 件 下 .里 路 中 都 将 建立 起 自 振 , 在 振动 过 程 中 ,不 同 于 气管 电路 ， 
电 庄 的 振动 具有 不 连续 性 质 ， 而 电流 强度 i RAUR AE” 


ПИЯ, KARE НВ "ЕЕ TE FF 和 РР АОЛ ВВР, ЗЕ 
当 Goto 时 间 房 者 趋 近 ， 曲 线 FT TD FF 本 身 在 СР 时 则 为 看 直 切线 的 
зня. 
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波形 【图 547), 电流 强度 和 
电压 的 最 大 振动 局 度 显 然 分 别 
等 于 L — 1 = 1,— 1; 和 和 Uc— 
Ua. PIAR T HRA “2 
TEE FT 和 Fz 的 两 段 
AB 和 CD 上 运动 所 需 的 时 间 


构成 《由 8 跳 贱 到 人 和 由 品 到 
A ee jalan И), ЖЖ 


| — Up ф'Сиђан 
T ay E, u Rila) 
Tva E,—u— Re(u) 
OLERARA 分， 举例 来 


说 , PHIR EPRE PE ARI Ah Pa AR ER RODRA T, 可 以 很 容易 计 


TLE). 


$8. 旨 吕 素 夫 (Friihauf) 电 路 


现在 我 们 来 研究 一 种 由 弗 吕 豪 夫 提 出 的 张 怠 振荡 器 电 
PATUA, Ена В (E 548), 很 重要 的 一 点 在 于 电子 管 本 身 构 
成 闭合 电 幢 的 区 外 ， 因 而 必 妥 注 意 电 子 管 与 电阻 之 闻 的 电 还 分 
配 。 这 就 使 我 们 必须 去 考虑 在 此 电路 中 起 原则 性 作用 的 屏 极 反 
应 。 因此 ,在 研究 弗 
而 县 还 是 屏 压 的 函数 ， 具体 地 说 , 我 们 将 设 屏 六 是 所 谓 “ 控 制 " 电 
ЕЕ ив == sz + Ои, 的 单 值 单调 增 函 数 , 即 :; 


号 豪 大 


f, = 


路 时 , ЕЕ ЛЕО БОЖИЕ, 


Ци, + Dua), 


р 4 TRA Н TERR НЕА 2 — Br ik ay E ERRE ERAK, же 


象 是 共同 的 : 


ЎПЖН 


ЕЧ 


性 元 件 的 伏 实 特性 гра) 2 N S CIES 546 Вт 


示 类 型 ), 则 在 电路 的 不 连续 氮 盐 中， 将 出 现 电压 * УВЕ, ПЕ ЕЕЕ ; ПЕ 
过 综 地 变化 ， 及 过 来 ， 当 非 线 罕 元 件 的 特性 + = срба) ЖЗИ 
竹 曲 线 ) 时 ,电压 将 连续 灾 化 ,而 电流 强度 的 振动 则 具 训 不 连续 性 质 。 
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Жир ув клея УК А8] (р < 1), 
itih, РНЕ By С gx hu БСА 
и; 十 Du = ис, 

ЕН. 
L'R RAL ARARA RAE 
生 人 参数 (包括 寄生 电容 ) 和 和 括 访 ， 并 认为 
两 电子 管 是 完全 一 和 梓 的 ， 由 得 出 措 述 电 
政 中 振动 的 方程 组 : 
ta 一 Kun + Рид), 
ia = Ки» 十 Рид), 


dv . . 
C = 21.2 — Eats 
Ae 
ta = — Еау tp = — Rias 
0 = ta We = E, — u; ид, 


其 中 figis ұу Hats Waz 分 别 为 电子 管 J, 
和 7, ЕКА ERA ES СОД РЯ е РАН 
极 艇 为 计算 起 点 )。 

引 人 元 量 网 电 施 : 


ж = Ча. = #22 
1 к’ 
ЗН 1, ARNE ЕВЕ РЯ gu aB EE LE Е. И 
на: = — Rly, sa == — Riz, 


sa = RL eair, ua = ВІ, OTE + =, 


Eu 
= l uila 
pe) = ОС ) 


为 电子 管 的 无 量 网 ( 反 ) 特 性 .表示 无 是 岗 控制 电压 Е Рие 与 天 
RAAN 学 RRRA ERAR С ENHE 
ç 
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o = Figle) + De + у} 


RAJDE 
= DNL 一 — — 0. 
28, Ф (у) — Ру =. (10.35) 


RC 22. = Ку — x); 
dt 


利用 (10.35), 并 从 中 解 出 导数 , 则 有 : 


В D+) 
(10.36) 


дг CR Alr, у) 
dy _ D * ZY 
di СЕ А(х, у) 


il + D + ф' (ж), 
其 中 
Alz, y) = 1р + Ф ()ИРр + (у) — 1. (10.364) 
从 得 出 的 诺 方 径 中 可 以 看 册 , 我 们 记 研 究 的 乃 是 一 阶 系统 5172 ËI 
由 度 系 统 ), 因为 根据 (10.35) 变量 z 和 y 以 如 下 关系 式 彼 此 联系 
着 : 
Plr, y) = p + $G) + (1 + D)(x + y) = =s, (10.37) 


1177 #8(10.36 > ВИ E (其 中 一 个 方程 可 由 另 一 个 方程 和 关系 
式 410.37) 中 导出 )， 

由 于 或 * 难以 消除 , 卫 变 量 x 和 y 完全 等 价 性 ,我 们 将 采用 
相 点 沿 画 在 平面 z, УЕ 《更 确切 地 说 ， 在 其 z 2 0, уго 象限 
әй Ф; 


DE, 

Pr, y) = RI 

Е В ЖЖ RARR. aR, EAEOI 

划分 ,都 关于 分 角 线 y 一 К, НК, EIRE 
dy _ 1 + D —+ P (z) 一 0 


dx 1 + D + (y) 
RU y MA х 的 增加 和 而 沽 小 ,因为 4 Сх) > 0 B. +’) > 0; МИ, 
Fo AERAR TR RiR), ДАН Ф Je EE EE УННУ, 
而 且 不 可 能 是 闭 的 。 与 此 相对 应 ， 我 们 所 了 醋 究 的 这 种 电路 也 不 可 
能 作 连 续 届 期 振动 。 因 为 方程 组 (10.36) 的 右 端 是 香 线 下 的 点 的 单 
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(10.36b) 


EAS. | 
下 面 我 们 来 研究 相 点 在 相 线 名 上 的 运动 ， 首 先 我 们 指出 ， 方 
程 组 (10.36) 具 有 唯一 的 平 黎 状 赤 (xo, у), РЯ r= y FE, 
并 根据 510.377)， 此 平衡 状态 由 方程 : фо) С D)r = Jois 
确定 ， 其 次 ,根据 方程 组 (10.36), 相 点 在 相 线 多 的 具有 Ale, y) >t 
的 各 点 上 , 将 沿 趋 向 平衡 状态 Cxo，y0) 的 方向 运动 ,而 在 其 有 Atx， 
节 反 0 的 各 点 上 , 则 洛 离 开 此 平衡 状态 的 方向 运动 。 因此 ,电路 的 
平衡 状态 稳定 ,着 Alea у) > 05 ЖЖ, АС, у) < 0. 
TPE х, y БАРНАЯ а 一 y 对 称 的 曲线 

А(х, y) = 0, (10.38) 

为 简单 起 郧 称 之 为 曲线 了. 若 此 曲线 存在 ", UE SIB UB BR RERE: 


1) 参数 PE БЕН о ВН ГА, JK 


时 在 下 上 上 到 处 都 有 А(х, y) > 0: 于 是 相 点 (因而 也 就 是 所 研究 的 
系统 ) 在 任 坷 初始 条 件 下 , 随 善 * ВОН РАВ (x, 
ya)? | 


2) 参数 PEs ВЕНА ВЗ НЕЕ p 与 曲线 工 相 交 ， 在 这 种 


情况 下 , 在 曲线 6@ 上 存在 有 和 直线 z = y 彼此 对 称 的 庶 点 r(x 
у), ЖЕН А(а, у) 一 0, 因此 它们 将 是 方程 组 C10.36) НИЯ 
贺 线 的 下 点， 这些 点 不 是 平衡 状态 ,而 与 此 同时 , 相 点 在 任 沪 初始 
АРАС Вн Ф БАА Y АРВ. 

HER ЕН ВЕ д, MER A I НН, R СВУ 
EHR A АЕ НЫ ВАННА ГНА Es r ЕАО Е Е 


D 当 фарі D ERREA E ЖЕ x = y 上 有 沪 样 一 些 
т. Абе, у) О, я-а ИС < sk y fB hPa Сх, У, 
因为 在 那里 POI 或 P'O TUATEA НЬ, HIER 人 Cx, у) 的 连 
续 性 必 存 在 有 Atx,3) =: D НО РАЯ RAA P. ДЕР 
Ra Г, 则 当 =, 时 Сью, ДОБ Г ЕН, 

2) ЩЕ TREA, ДА PERN E, НЕНИЯ, 因为 此 村 在 任意 担 线 
СУТЕЕВ БОИ E, Н А Сх, y)>0. 
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甩 , 但 由 于 我 们 的 “幼稚 ”" 由 于 它们 的 微小 而 被 忽略 ; 最 后 ,这 
亦 说 明 育 出 现 不 连续 振动 的 可 能 性 . 为 了 对 后 者 进行 研究 ， 我 们 
必须 或 考 虚 重要 小 参数 ,或 对 我 们 所 取 的 “有 缺陷 ”的 一 阶 模 型 , 补 
充 了 以 一 定 方式 表述 的 点 隆 假 设 . 

2. 跌 跃 假设 .首先 我 们 采用 对 一 阶 “ 退 化 ”模型 《方程 组 
{10.36} ) УЗКИЕ Е. ХТ, ФН ФЕ 
#R Г 和 相交 于 两 点 : убаа, YD оба, у), ПН z = y, M y: = x; 
{Е 549), 由 于 这 些 相 轴线 的 
正点 总 是 相 线 线段 的 边界 点 ， 
在 此 祖 线 上 为 我 们 所 忽略 的 小 
参数 (或 更 确切 地 说 ,是 其 中 的 
某 些 小 参数 ) 对 振 蒋 器 中 的 振 
动 起 重要 作用 ， 故 所 取 的 “ 授 
化 ”模型 在 此 曲线 上 不 下 于 拱 
述 电 路 中 的 振动 。 因 此 首先 应 
эм АНЯ Ф УЕ Ау, yiya 
和 | yida H, 指 出 在 那些 段 上 ， 
密生 参数 很 小 时 , 方程 组 (10.36) 能 以 一 定 的 准确 这 反 同 电 政 的 振 
动 。 

关于 电路 中 振动 的 性质 ,我 们 将 采用 如 下 假设 : 

1) НЯ ФА ЛЕ АС, y) > D МЕ Ау 和 Ar Es W 
我 们 忽略 的 小 寄生 和 参数 对 于 电路 中 的 过 程 不 起 重要 作用 ， 因 而 在 
那里 电路 状态 作 “ 绎 慢 " 变 化 , 后 浇 由 方程 组 (10.36) 所 描述 与 此 
BEL. EE yr: Г, НЯ А ВАРВА, 使 它 离开 узро; 在 
EPESA (10.36) 不 但 在 定量 上 而 且 在 定性 上 也 不 能 反映 电路 
的 振动 规律 站 


у 


248 


D Жал, НЕННЕ, ЕВЕ а ЕЕ A 
НН, ар Ея, ды, АТИ 
ИНОЕ СЕ НН ТЕГЕН ВА О, ЕН 
位 于 ©, ух HERA, ПЕ Ar, 和 Ar: Wiri TEE RA, 


+794» 


2) 当 相 点 根据 方程 (10.36) НЯ Ф ВУ Чье, (或 ro RE 
动 而 到 运 у: СВ ro БН, "СИРЕНИ ВИНЕ Ф КЕ В Ау, 
《或 Airo PRBI Biala 所 并 也 Ва, уг) кл, ЕЕ H FABER 


РИ: 


mE. 
Alr”, y”) >> 0, 


y” + Ф(х') + Da” = y. + ф(х) + Рх, 
z” + (7) + ру" = а + ф(у') + ру, (10.39) 


KEE BL EK SS BF 38 ВТ, pa rh si u E E, HE НАНА НН 48 iH, 


出世 假设 中 可 以 推导 出 , 电容 器 C 上 的 


HFE "【《 参 看 人 10.55 力 在 电 


ЗЕРЕН ВЕК ЯДЕР АЕ СЕР, x ái y 分 别 正比 于 


fal # ід) = 


ОУН (20. ARATIR A у (根据 y, SË y>), 
单 值 地 确定 位 于 外 Ay 或 Ay i КН B (B, В, W 
采用 我 们 对 振动 性 质 所 作 的 假设 ， 就 能 够 研究 电路 中 由 相 线 @ 的 
B Ar 和 2y: 的 社 点 折衷 示 的 状态 开始 的 振动 ， 电路 的 这 些 振 


动 显然 将 是 周期 的 和 不 连续 的 . 
至 于 曲线 (8) 的 实 分 核 一 一 当 
参数 0а DOPTE KT, i 
110.39) 与 ”点 相对 应 的 BB 点 的 
集合 一 一 的 存在 秩 和 数目 。 则 在 最 
一 般 的 情形 下 。 我 们 还 无 法 说 出 仁 
А. ВН (В) FE, 则 它 对 于 
对 角 线 x у 对 称 , 并 在 后 者 的 诸 
AESH ГА, 208 
BH GEE РЕНА С 
WD. 我 们 还 指出 ,方程 红 (10.39) 
的 前 两 个 方程 在 平面 *,y Е, Ri 
线 (B) 外 ,还 确定 双重 曲线 , MA5 


图 $50 
ШЕ ГВ. НЯ ГКНТ АС, у)>0 М, КЕ 
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让 :因此 可 以 不 必 进 行 研 究 . 

根据 给 定点 *《 往 握 给 定 的 跳跃 起 点 )， 如 果 方 程 组 (10.39) 确 
定 负 若干 个 尾 点 , 则 必须 对 胀 瞩 假设 提出 补充 规定 ,以 使 点 和 吾 
AEEA HARY. 

3. РЕЙ) АД). “为 了 对 此 类 所 动作 进一步 的 研究 ， 
必须 给 出 电子 管 屏 流 特 性 册 线 的 具体 解 入 表达 式 ， 我 们 将 凡 如 下 
ЕЛ R PERH, ИДЕЯ 550, а): 


sh pd я 
И а атаа T Oe 9), 


其 中 7, 为 饱和 电流 , s ЕНЕНЕ В, mm 为 使 i 一 Ts 


和 4 一 S 的 控制 电压 值 ， 由 此 方程 中 解 出 深 币 电压 we 一 ws + 
PI 
Dua, 并 设 电流 强度 比例 常数 为 和 = 2 


Ls 
z 


„ВН 


e= =, у = = Z 0 <, <= < y <, 
f 


S 


浊 得 到 电子 管 的 折算 t 反 ) 特 性 曲线 为 ; 


+ D gi 
aor = plx) = a — 4 ctg x, 
ue T Daa — piy = — t 
Рі, y ба а сіе у, 


1 а, — Te , а 5 
其 中 a Rs 和 o= ВЕ: 而 且 由 =a С 550,6). ЖЕ, 根 


#00-36), (10.37), (10.38 )%91С10.39) а 14919: 
ЯФ 
(1 + БУХ + y) — (орх + сву) = b, (10.37') 


其 中 
b= ярЕ, _ a: 
: RI, 
相 点 港 相 线 的 运动 方程 为 : 
2 кар, 
ат Ах, у) sin2y 


= =I aas 


dy — 2—24 ЕР l (10.36") 
dr А(х, у) эх? 


甚 中 = = 为 新 的 无 量 岗 时 间 ; 
曲线 T ВЕЕ д ПУЛЯ 
Alr, у) = ( D 十 20р + 2) — 1 == 0, (10.38) 


sin2y 
ARERR RIN: 
y” аск" + Dx” = у — a cge + Da, 


r г rr r r дв | {10.395 
+ — adgy + Ру = х — actgy + Dy. 


ЕТА НЕЕ 0 =< = 1, ВЕРЕ, WERE <, y 上 
内 有 属于 正方 形 охл, 0 = y =< = 的 那些 点 才 具 有 物理 意 
X. AHAA H, ABR 5 取 尾 意 值 果 相 线 下 都 通过 此 正方 形 
的 顶点 4.00, =) 和 A, 0) СЕ 551), НЗ Sr + D) 


时 , 相 线 为 直线 хуя. 其 次 ,由 于 A y) А (2,2) 


= (D +a) — УМ D + a< 1, М 

кр! 
时 , 由 方程 (10.38) 确定 的 曲线 工人 在 在 ; 并 为 一 财 曲 线 , 且 关于 直 
线 : 
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я 
x= = 一 一 


asi 

对 称 . S$ D + a < 1 时 ,由 方程 组 C10.39') ЕКО ВНЕ 
FEAT A, y) > 0 КА BLAR r НУВ, ВН 
线 ， 并 关于 直线 х 一 ”了 网 区 z 4 у= = МА, НЦ КЕК 
Ë У ñb i — Е ВЕРА ВЕД < = y ИЯ 
应 . 

因此 , 相 点 的 运动 《为 确定 起 见 设 其 由 « 点 开始 } 具有 如 下 性 
ПАСИ 551): 由 4 点 开始 返 动 后 , НН Ayr А у, А, š 
LJ ВЕКУ H НАЕ Aira 上 的 B. A. АЛИНЫ Алу, 运 
动 ， 重 新 到 达 曲 线 工 上 的 y; м, НЯ В, 点 ， 然 后 沿 相 线 
Ar 运动 到 y 点 , 如 此 一 直 运 动 下 去 。 这样 一 来 , 电路 中 就 建立 
起 变量 = 和 ?《 即 电子 管 屏 流 和 电阻 只 上 的 电压 ) 的 周期 性 不 连续 
ву, ХНУ РЖЕВ Birri Bsy, 一 > B,, Fi REN E: 
СЕ” ЕАН Biy: 和 Ву, О ЕТМК 8 > — = B. fil у, 
B: 组 成 . 

下 面 我 们 来 探讨 一 下 ,在 什么 做 数值 下 可 能 出 纲 不 过 续 振动 . 
显然 为 此 必须 : 1) 曲线 TT 存在 (具有 实 分 枝 };，2) 相 线 外 的 方程 
(10.32') 中 的 常数 5 КРАХ РЕНУВАН, ВАННЯ Ф УЯ ГАЯ 
交 。 我 们 已 经 看 到 ,如果 


a = 1 — D. 
ДІ г. ДАНА 


хь = ys 201 + Dx, — 2a сір хо = 5 


所 确定 的 平衡 状态 上 ，A(rw yo = (D +——) — <o, R 


ло 


AMA, sinn < 万 省 一 条件 是 满足 的 。 将 后 一 不 等 
式 代 人 确定 平衡 状态 的 方程 ,将 得 出 理 线 @ 与 ! RT ВНОСЯ: 


а [= 


201 + D)arcsin — 1 —< 5 
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гч ч 


<20 + D) z — are sin J 2 |а 2—1, 
1— р а 


HTH acsin 80 —- 8НЧЕ, РА Њар =. 

ВОН ЙЕН ВНЕ ДЗЕ FK 2) 
国难 , 豆 我 们 将 内 限于 对 5 = (160), 即 相 线 为 直线 ху = = 
的 情况 ， 求 出 所 期 的 表示 式 ， 相 点 在 此 相 直 线 上 的 “缓慢 ”运动 方 
种 (在 方程 410.36) 中 代 人 十 了 一 本 显然 可 写成 如 下 形式 : 


хо Ч по 
dr Я LD] 
sin x 
вже ARAS EA УГАА r) 
= RC! |" dx zl 
T = el? —  _ — (I — D) 
D ° x (л — lx) sin2z € ера , 


Fop s f a, УРАНА ФЕН + — БСВ) 和 
ГОА ААТ, f 

4. 585458. 在 本 小 节 的 结尾 ， 我 们 用 只 洲 感 一 个 
重 又 参数 的 方法 建立 电路 的 "合格 的 "模型 ,并 指出 ,关于 弗 吕 豪 夫 
电路 的 振动 福 质 所 采用 的 假设 ， 是 如 何 从 这 种 模型 的 社 质 中 导 滞 
的 。 在 各 种 虽然 小 但 重要 的 寄生 参数 中 ， 对 电路 振动 过 程 起 主 强 
作用 的 ,显然 是 寄生 电容 《在 图 533 中 以 虚线 表示 的 )]。 对 于 我 们 
擅 要 达到 的 妥 的 来 谤 ,只 月 苦 号 其 中 一 个 就 足够 了 (这 些 电 容 中 的 
任何 一 个 都 使 屏息 和 电阻 尺 上 的 电压 不 可 能 发 生 跳 跃 ). 为 了 不 
MERE ВАУ E, 以 后 我 们 只 考虑 小 寄生 电容 С, 在 这 种 捕 况 
下 ,电路 的 振动 方程 将 为 (采用 图 548 中 的 标记 ): 


‚ а н А НЕ 
LL а= рь + 80 = Ш - L, 
dt 

c, e — — m 
1 Риз 
dt R 
C — Шар 77 Hg T E, 一 инә на, 
H == tua Ha = Ë, — ma F Her 


fa = Киа + Dua), Гар = Кир + Dual. 
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ГРА ТИРЕ. УЛ 


fn — ian 
= y іа 
ГГ 1, 
Ш СС, БОЖЕ НЕ 
& 一 -7 » = > 
i In KI, 
无 量 网 时间 
z 
£ = — 
RC 
以 芭 小 参数 
= 5: 
є + 


HÚ ЕЕЕ РЯ: 
Ох + y + (x) — Dz _ Flw, 2), 


ЕЧ 1-0 (10.40) 
s= DY 一 06) + = _ GG, 2), 7 
A х, У О е М РОАН: 
CL + D)(x + y) t фк) + ФО) = DE, (10.40a} 
以 及 | 
— (y) — (x) + (1 + D)e, (10.405) 


1-р 
ЕАН Я z 的 对 种 函数 的 形式 表示 出 ”和 y САД — Я, 


p= на 为 无 最 纲 榨 制 电压 ,而 此 电压 是 以 电子 党 天 二 网 屏 


流 的 函数 形式 表示 出 的 )， 
作为 所 得 二 阶 系 统 的 相 面 ， 我 们 在 <, у, = 空间 取 选 由 方程 
(10.40) 确定 的 柱 面 $8* (此 柱 面 的 导线 为 平面 <, y 上 的 曲线 Ф, 
其 母线 则 与 = 组 平行 ,并 在 其 上 画 出 曲线 下 : 
F (ze, 2) = 0, 
一 一 退化 "系统 Ck 一 0) 的 相 线 (图 552)， 在 曲线 上 计算 出 2Е 


РАЯ Е(ш, z) 以 及 表示 式 人 10.40a) 和 (10.40b) 对 中 微 分 之 ( 令 е 
д), RNA: 
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_ ру дЕ. ау) az + 9. 
《1 — Б) PYP LD + p] Bw Be 
[1 + D + pG 19% + НВ] Әу 一 p, 
OQ, Dew 
-p a) ŠZ + р O — 1 — D, 
Ü: Өг 


由 此 消去 全 和 Ê Ty: 

дЕ _ Alr, у) 

д [1 DOF) + [+t D+ I 
由 于 此 表示 下 的 分 母 永 通 为 正 ( 因 为 220), 项 小 寄生 电容 С, 的 
可 忽略 条件 (332 < 0] 显 然 可 归结 为 不 等 式 

Alr, y) > 0, 


JERR F 9 БУВ F (SE > 9j 上 这 个 条 件 是 满足 的 


12 EER F E. 


1 + D-r ху I + p + EI = D 
BR, ' z рар (5) 
а _ ;. < _ qo ЖР (ә 
РР жер РФ ТОО 


— Ах, у) 
L+ Dbe 


电 于 1+2+4'02>0, i (47) BEHS 人 (x, y) 的 符号 相 同 ， 


x 301 + 


出 此 可 见 , 只 有 在 "退化 ”系统 之 相 线 的 这 些 段 F+ 的 微小 邻 域内 ， 
才 可 以 忽略 小 寄生 电容 C МИЯ С, < С), 一 一 只 有 在 那 
里 "缓慢 "运动 遍 线 Ca 一 十 0 时 其 相 速 度 为 有 限 值 ) 才 汉 近 于 则 线 
F, 从 而 由 点 的 运动 《C1 < C БОЯ] НВ”: 

F-0. 或 z= y + Dz + 4 (x) 


D 


以 及 | 
Ф = y — x 

来 描述 ,不 难看 出 , 上 列 庄 方 程 与 方程 组 (10.36) ЖЗИ. ЖИ 
一 来 ， 我 们 就 对 第 2 小 节 中 关于 电路 振动 性 质 所 采用 的 假设 的 第 
一 项 建立 了 根据 . 

其 次 , 当 jp 一 + 0 时 在 由 线 F 外 部 也 -> оо, НЕВЕ Б 
F b +оо, НЕ в > 一 co, 而 与 此 同时 e 则 保持 有 限 入 ， 
因此 , 当 и +o 时 ,在 相 面 g* 上 位 于 曲线 外 部 的 区 域 中 , 布 
满 “迅速 "运动 的 相 轨 线 = — 常数 , 相 点 沿 着 这 些 轨 线 ， 在 曲线 下 
ЕК о < 的 增加 方向 ), 在 曲线 下 方向 左 ( 沿 纪 和 * 的 
减 方向 ) 作 “了 爱 跃 "运动 , 即 趋向 曲 强 FF 的 段 Е", 
果 电 路 是 自 激 的 , 即 如 果 在 平衡 状态 上 A < 0, ПНВ Р Я, 
有 的 极 大 值 和 和 极 小 值 ,这 些 值 同 时 也 是 “缓慢 ”运动 相 轨 线 ЕУ 
边界 点 ,因为 在 这 些 点 上 Ale, y) 和 SUP p sp, 在 这 些 点 


上 上 : 相 点 的 "缓慢 "和 运 南 转换 为 沿 相 应 雪线 = = ПВН 
RARES, ЗЕНОН ЕО ВЕ. ЧЕРВЬ 
жан = CUREA C БАЗЕ 2) 保持 不 变 (a 一 +0 时 )， 
HERR о 9 RRE С10.39). 

与 跳跃 条 件 (10.39) 不 同 , ХЕ“ а ВЕ E 
Aya F Pb PR uEBREKR E АЖ дА Д ВВ ДАНЕ У, ЕНА F E = 
НУ ЧЕЛА — T bi ЕУ ЕРУ. Аі, МХ 
ЯНА ХТ, ВЕБЕ z 的 航天 点 ( 极 小 点 ) 开 始 , 沿 轨 线 xz 一 常 


1) 图 552 те РА АСО 点 2 和 一 个 极 小 点 @ 点 ) 的 情况 ,因此 
ЭР Fr BR РЕЖ ЕЕ. 这 些 点 在 平面 +, y 上 的 投影 显然 位 于 曲线 E, 
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数 , 向 右 ( 同 左 ) 到 直线 z = HRH AR БУНИН ЖЕ. 

在 图 552 ERRAT AM АНИЈЕ Ge 十 0 时 ) 相 
ЕЛ, М кр C, < C Н, 东 相 面 的 划分 与 上 述 划 分 很 
ЖЛ. ШК. ЕЕРЕЕ Е, НЕТИ УЛЕА НЯЎ, 
ЖЕН ЕРАТА ВЕ обвга СНЕЗЕ z, y 上 的 投影 为 不 连 
ЗАРА Ват» Вт? 2). 

ХВЕ, ERRA 个 重要 的 寄生 电容 所 建立 起 来 的 “合作 
的 ”电路 模型 ， 就 使 我 们 有 可 能 完整 地 研究 弗 吕 究 夫 电路 中 的 所 
动 ,而 不 必 求 助 于 任何 补充 的 假设 . 


59. 屏 极 电路 中 含有 电感 的 多 谐振 葛 器 


前 面 我 们 已 经 看 到 、， 研 究 自 振 系 统 的 邮 题 可 以 显著 地 得 到 简 
化 ,加 ! 果 重要 的 振动 套数 中 有 一 个 很 小 ,因为 这 样 一 来 系统 的 运动 
就 可 以 分 成 简单 的 "迅速 "运动 和 ”缓慢 "和 运动。 第 一 种 运动 以 方程 
组 (10.17) 或 一 定 方 式 珍 述 的 跳 颇 假设 来 拱 述 ; 第 二 种 运动 则 可 由 
方程 组 (10.16) 来 描述 , НЕЕ, НИЯ 
ВИК. 

下 面 我 们 着 手 研究 较 复 杂 的 不 连续 振动 系 综 ， 其 "组 慢 ” 运 动 
方程 为 二 阶 方程 、 作 为 第 一 个 例子 ， 我 们 选取 马 经 熟知 的 具有 一 
个 RC 回路 的 多 谐振 落 器 ,但 具有 感性 的 屏 极 负荷 (图 553) 《为 使 
问题 获得 蘑 些 篇 化 ,我 们 将 忽略 屏 极 负荷 中 的 铭 姨 电 阻 ). 

"858507718. ДНЕ, HRR RA 
5, НН ia s E Et EH S ii asas ya F СА 
553 中 的 标记 》: 


LE Е, (x + e), 
dt 
i = ¿i (y + 2—2 Е ñ 
R 
* их В7— ИН, 


. 803 + 


dv а E, 
f dt R ` 
Pu E DP ЕН CE ЖАНУ А, РЕКИ 
РНР z, ”上 的 点 来 表示 小 显然， 电路 具有 唯一 的 平衡 
状态 ,在 此 状态 上 上 

a= Eg, ta = 00 = s lE, 

£ = 21, e = n == EÉ, — E, 
ТИ, 我 们 将 电子 管 组 的 特性 : = 
(н) 用 分 民 线 性 图 数 来 盈 近 ， 并 设 栅 依 压 E, 所 选取 的 数值 使 得 
对 度 于 平衡 状态 的 工作 点 位 于 特性 曲线 下 峰 自 的 中 点 上 。 

引信 新 的 无 量 纲 变 量 x, у, 2, 令 其 正比 于 电压 # 和 v 似 及 电 
ЕЕ ЕЕ, ВН: 
„= 8а ñ у = 677%, == 0 1), 

其 中 m JETER TRR EE nE, SLA SHE 
无 量 岗 肝 间 


ig = — =s 
x L.G 
ЕН ЕЕ НХ 


+ 804 + 


Ф) = ААС, + ак) — ul E,)] 
ноя 


当 [| =< 1 时 ， 
—1 М хі» 1 М, 


Яп s ARER РЕБЕ РАЈА НЕ. ШК, PE в = 


[= А x < —1 时 ， 


R E WEAR R ВЧ FERRER: 


= — 2х — y, 
z= x + kpl), | C10.41) 
y = х, 
HH 
— вс 
ЕВ É А 5 
ВИНЕ = 后 ,得 
t= 2х + vy 
1 + kg (z) | (A0.413) 
р = x, 


FE TAA ERRER p (CO 以 后 , 相 平 面 显然 将 
划分 为 三 个 线性 区 域 : Dizl < 1; Dr > +1 DLR 3)x 二 一 1. 
由 于 当 [a] < 1 W р) 一 一 1, 散在 包含 唯一 的 平衡 状态 (4 一 
0, y 一 0) 的 第 一 个 区 域 中 ,方程 组 (10.41) 将 写成 线性 方程 弓形 
式 : 

(Юя = — 24 — y, 
REEDER 9 

(I — Å) + 284 + = 0. 
因此 ,平衡 状态 C0,0) 在 k < 1 НЕ, k > 1 时 不 稳定 ， 

下 面 我 们 只 研究 后 一 种 情况 : 《 > 1— ENSERES 
情况 (不 准 看 出 ， 二 1 时 随 若 时 间 的 增长 ,所 有 相 轨 线 都 趋向 只 
一 的 稳定 平衡 状态 . 即 在 这 种 展 形 下 ,无 任何 自 振 发 生 )， 

我 们 来 研究 方程 组 (10.412) 的 相 轨 线 在 直线 х = + 1 С 
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HERRAR HEEK. ATEREA, ARA 
1 + ko (s) ВЕСА K > 1), AMAER LR a REGE 
确 些 , 半 直线 r= + ll. y> — 1 Ñ <= — 1, у < ERDA, 
刀 是 丰 轨 线 的 止 点 .这些 点 不 是 平衡 状态 。 但 相 胃 线 却 从 两 侧 趋 
向 它们 。 

彝 此 可 网， 忽 赂 寄生 参数 使 我 们 得 到 “有 缺陷 的 ”多 谐振 荡 
器 模型 一 一 这 种 模型 不 能 用 以 研究 多 谐振 和 器 的 振动 : 方程 组 
(10.41а) HAA IA” E r= + ! 上 的 这 样 一 些 状 态 , 这 些 
状态 既 不 是 平衡 状态 ， 而 男 一 方面 ， 从 中 叉 没 有 相 轨 线 走 出 。 因 
此 ， 为 了 获得 合格 的 "多 北 振 落 器 宰 型 ， 我 们 必须 或 者 对 方程 组 
《10.41a) 补充 以 相应 的 跳跃 假设 ,或 者 劳 虑 电 刻 和 约 重 可 参数. 

在 研究 由 到 位 式 自动 操 能 仪 控制 的 船 的 振动 时 (第 八 查 $ 6), RIE 
在 相 平面 上 得 出 相 轨 线 的 止 点 线 。 缴 后 对 微分 方程 组 做 了 补 完 确 定 . 愉 而 使 
相 点 沿 比 曲线 的 运动 成 为 可 能 ; 相 点 的 这 种 送 动 对 应 于 实际 上 观察 到 的 所 
谓 双 位 式 自动 操 能 侈 的 “主动 "工作 状态 。 

在 现在 研究 的 多 渚 振 落 器 问题 中 ,对 相 点 沿 半 直线 x 一 + 1, y> 一 1 和 
r= 一 1， ут: 的 运动 着 进行 此 种 补充 确定 , 则 除 走 向 下 限 远 外 , 将 绍 不 
出 任何 即便 是 定性 上 与 实验 资料 相符 合 的 结果 . 

还 应 当 指 出 ， 营 多 谐振 荡 吕 的 屏 极 负荷 由 电阻 л, AARE AR WX 
于 此 种 多 请 振 莲 器 将 得 到 同样 “有 缺 陪 的 * 杆 型 (具有 和 相 轨 线 的 止 点 线 )。 因 
此 ,在 具有 一 个 RC НОЯ (本章 S 4) ,考虑 屏 极 电路 中 的 寄生 
电感 并 不 能 使 我 们 建立 起 “ 侣 客 的 ”多 谐振 藻 希 补 型 ， 

2. 考虑 寄生 电容 С, 时 多 谐振 荡 器 的 方程 , ZE Е EE А 
的 小 寄生 电容 C. (RIEA RSA, 5р АВ 
НЕЕ У НУ pen AR ER ВАЖЕН 
Bernh ЕЕ. МЕЖ Е, 我们 有 : 

di 


L -一 - = E, — (и + z, 
й 


£ = 30а) + cE фс, ges t e) 
dt 4: 

de щи — Ве 
йг K 


2 


* 506 ° 


若 采 用 变量 х, y, z, 和 点。 并 忽略 表示 式 C + C, 中 的 小 电容 C., 
WE: 

ӯ = x, (10.42) 
£ = — lix — у, 


其 中 а = —== == 为 小 的 正 参数 ， 它 表 示 寄 上 竺 电容 С :的 微小 程度 


— 


其余 标记 ло 41) 相 同 》. 

若 设 &g=0, MAR DEERE С, 则 重新 得 出 方程 绢 C10.41) 
或 (10.41a) 一 一 系统 的 “缓慢 "运动 方程 ， 但 这 些 方程 并 不 是 在 j 
化 "系统 (CC == МНН F: 

Fz, р) = 0 и z = x -t kple) 
上 都 能 成 立 的 ,而 只 是 在 满足 小 寄生 电容 Ce 的 可 忽略 条 件 ; 
F, = — 1 — kp (z) < 0, 

PB 1z| > 1 的 那 一 部 分 Ft 上 才能 成 立 ” 

ФЕИ Ft 的 微小 邻 域外 部 , 相 点 作 “ 汛 速 ”运动 (在 这 里 当 jp -> 
十 0 了 хо, BB х BRAE, HPH, “IPB” Pht #24 = 
很 小 时 接近 于 直线 у = 常数 ,s Ш, МЕНЕЕ 
ЗАПАС >> x + kple) М и + 0 > о) ДЕНЕК 
Та < x ++ АФИН z 的 碱 小 方向 (运动 }”。 相 空间 =, yas 
对 于 方程 组 (10.422 УНР), R n f hiq s> 2 
和 近 的 相 轨 线 划分 , 定 往 地 表示 在 图 554* 上 , НН ТЯ 
环 ;下 而 我 们 将 会 看 到 ,此 种 极限 环 当 < — 十 0 时 确实 是 存在 的 , 

这 样 一 来 ,研究 这 种 游 虑 小 寄生 电容 C, 所 建立 的 多 谐振 荡 回 


D AGNA Am1 的 情况 ;此 时 , 当 || <1 时 F, = Á — 120, 如果 Ах, Ш 
在 整个 呵 F = O БАЛ ЕЕ C, ИЕР: 与 此 相对 应 ,在 不合 
с. ВОЗИ ЕНИН х, y Б, ВНЕ ЛАЯ. 

НОЗЕТЕ ИОЛЕ, EE НН F НЗРТ х, ;被 此 同 拓扑 (它们 的 点 被 
ЖТА ЫТУ), РО, АН ВААР ТЕ х, у {1x1>1) ЖЕ Ft 
КЗ, ЖЖ ЕЕ. 

“Ба READ, МЕЛ Е. Е, 


+ ЗУ. 


图 554 


模型 , 就 使 我 们 对 电路 的 振动 性 质 得 出 如 下 结论 《4C.。 一 十 0 时 ): 

1) 电路 中 发 生 不 连续 振动 ,因为 所 有 ”迅速 "运动 轨 线 都 走向 
H F、 然 后 转变 为 “缓慢 ”运动 轨 线 ,而 后 老 又 在 面 Ft 的 边界 线 
(ВП x= + 1 处 ) 重 新 转变 为 "过 速 "运动 轨 线 。 

2) ЕН ЕЕ Е, 

z= x + kpl), ‘x| = 1 

上 ;只 有 1x| 1 时 , 方程 组 (10.41) 或 (10.41a) fE ВЕ R 
振动 规律 ". 

3) 当 相 点 作 " 迅速 "运动 ( 跳 У ,变量 х (еў РРЛ, КИ 
ЕЕ z) 瞬时 变化 ， 而 变量 y 和 > ( 即 电容 器 C 上 的 电 庄 ”和 屏 颖 仙 
荷 上 的 电流 门 则 保持 不 变 ”. 

3. 电路 的 不 连续 振动 ， “根据 电路 振动 的 上 述 特 点 ， 下 上 昨 我 
们 对 电路 的 不 连续 振动 进行 详细 研究 ,并 证 明 鼻 振 的 存在 . 

LECAR, RADE BARRER Ix| > 1 时 ， 
ЕЕ ДЕ 


D БАНЕ а рН E Bp RHE RALAR F J РОО! Сэ), Н. 
EREA АГ ЗЕЕ E д), A Pi CO. УД. 

2) ЖЕНЫ, 电压” па ОЕ г КЕ, АЗГА НЕВА ДЕ 
ЯГ, оер РА Е — ВА ВЕН SIB, 


» $08. 


p= — 2hx — y, 
i 27 } (19.41b) 


y = x, . 
所 描述 的 , 因为 |x| > 1 时 g(x) = 0. РОН СТО. 4100 
特征 方程 可 写成 : 


3° ад + 1 = t, (10.43) 
故 在 电路 状态 “缓慢 "变化 的 过 程 中 。 其 性 状 的 性 质 只 与 参数 a = 
5 SERRER. MAWRA > LA Г < САИ 
ЕМС, MIRRE ERR. E 
"ВИО hi |=| 一 1 外 部 (在 此 带 状 平面 中 方程 组 (10.419) 
不 成 立 ), 系统 的 相 轨 线 的 形状 将 与 具有 稳定 结 点 的 线性 振动 系统 


请 况 完全 一 样 (图 555)"， 如 果 4 < 1 (或 L > CRY MRH 


的 运动 (在 "缓慢 ”运动 中 ) 将 与 稳定 焦点 位 于 原点 的 线性 振动 系统 
相同 ,因而 在 画 斜 线 的 理 状 平面 |х| < 1 外 部 的 相 轨 线 亦 将 具有 


D 我 们 将 用 相 点 在 平面 х, у MARERA x, у, = МНЕ, ЖЕ ЕЕ 
REH, RP ARA AA E EED х, у LE RE A ВА БНАУ 
ALIR В АВЫ) x, у, z КА, U rJ AAE. 


+ BÜY + 


ЕЕ ВЕНУ ЛАЯ (图 556). ЖЕНИ А ЕЕ, s 
ПОЗ y= 一 24x， 而 水 平 切线 等 倾 线 出 为 * = 0 
轴 〈 但 后 昔 位 于 方程 级 (10.41b) 成 立 的 区 球 以 外 )。 相 轨 线 上 的 季 
头 { 图 555 和 556) 表 示 相 点 的 送 动 方 向 ,此 方 订 由 该 区 域 中 x 和 3 
所 县 有 的 符号 来 决定 。， 应 当 指 出 的 是 *, 相 点 在 方程 组 (10.41b) 的 
相 轨 线 上 运动 时 ,并 不 像 通 常 那样 党 着 时 针 的 旋转 方 加 ,和 而 是 道 着 
这 个 方向 ,这 是 因为 了 并 不 单纯 是 # 而 是 与 * 和 * 了 这 如 下 关系 式 
相 联 系 : 


不 准 看 出 ,无 论 参数 4 的 数值 如何 “缓慢 "运动 相 轨 线 郁 到达 
直线 х = 1, HREN HE, НАУ Ну ВОВА Я: у = 
常数 (和 z = КОРЕИ, ВАЕН Ч 18, 可 由 变 
ЖЖ! = ЛЕК НИ REKRAI KAE ЕНГ КЕК С 
Г z, у, = 中 ) 重 新 位 于 面 z = x + kpa) Е, НОВА Сао, yz) 
ВЕ а (к, ЗОН x, = + 1) 以 和 如 下 方程 披 此 联系 : 


у= Yis 


ити, АНИ bk у: НН НИЕ sh НИЛ НТВ] 
LEKAR- В, AARAA += 不成立, 但 在 此 处 有 у = x(l0.41b), BQ 
当 x>0 hh, УМ, х0 时 7 减少 ?一 一 译 者 注 ， 


+ 318. 


a t kple) = x + kple), 

并 可 由 上 述 方 程 单 值 地 求 出 : 

У < У, ! (10.44) 

я 一 — (24 一 їх, 
Ae. ARRERA y = 常数 运动 穿 过 直线 х 一 十 1 НН 
到 直线 x = 一 C2 一 1) 上 ;与 此 相反 , 穿 过 直线 x 一 一 上 时 则 将 
跳 到 直线 х = 2 — 1 E BEKAR BARRI “AR 
动 轨 钱 继续 运动 .直到 落 到 直线 * = + 1 上 为 止 , mitapi NE, 
ОВЕ, ‘ВИНЕ ВЕНАХ Г НЕЕ 
КФА С ЕЕ, НЕМ), MEH CATER СА 
557 和 558). FERIER, ЕЕ У Наа] С: — +o 
时 ) 稳 定 极 限 环 . 


我 们 将 从 电感 工 足够 大 ( L> Lcr, в à < 1 ) 的 情况 开始 
研究 。 对 于 这 种 情况 , 我 们 得 出 如 图 557 所 示 的 平面 >, y 的 轴线 
划分 СЕЛЕН “Е” дано ВК ЕВ > = 常数 的 
ЕР). ИВР, ЧР 
组 (10.41b) 忆 及 踊 姥 条 件 (10.44) 对 于 以 —х, —y ША x, y 来 


„ 811 = 


у 说 ,都 共有 不 变性 . 因 些 ,为 了 
研究 名 路 的 振动 (例如 ,证 明 胃 
限 的 存在 及 其 稳定 狂 ), 我们 只 
需 研 究 喜 线 * 一 х, 一 2k 一 1 
的 点 ?一 一 :对 直线 zx 一 十 | 
мну я = FC) 
т, НЕ 半 平 面 
z > 1 上 的 “缓慢 ”运动 轨 线 所 
实现 的 ， 变换 的 不 动 点 显然 对 
应 于 极限 环 . 

研究 方程 组 (10.41b) 的 其 
ЖН, FHES 时 由 
点 (za ғ) Ш: 


一 Ax, — 了 
xz = е “| soos ws — 2 
0 


sin w| > 


_ — ps : 
y = е n | —s cos ot + 22 Esineja 
С? 


ное VA FCS b < ТЕ (1043) RAE 
Lu = Atja), W :一 三 М, ИЕ ВАВА 
r= кад ута (В, 0 < r <). ЖАЯ 


1 = | созт + (= 一 rz) sin el, 


f 
一 x : 
s= е7" | =з созт + (= 一 y) sinr|， 
` m . 


kd = È е i БОБАН s ÑU s 则 得 到 
J 


对 应 函数 я = КО 的 参数 表示 式 : 


е — nt созт — y sin z) 
> 


s= 6 
sin T 
xg И (созт TY sin r) 


sin T 


(10.45) 


я = 


* 812 < 


аА НЧ СОА 0 <r < x 时 ) 定 性 地 表示 在 图 559 E. 
由 于 tt 一 十 0 时 :一 一 00, 一 十 00, 而 7T 一 x 一 0 时 ss 一 十 0， 
я — +00, В з < ғ, ТОХА НХ СВЛР) 
所 研究 的 点 变换 的 不 动 点 只 。 与 之 相对 应 的 参数 工 的 数值 (z == 
r 显然 决定 于 方程 : | 


ет" — жи cosr — учат) = x ™ — (cost + vy sin r) 


° e” + cost + уяат = хе "+ cosr — y sin r], (10.46) 
而 且 不 难看 出 ,其 解 为 单 年 的 。 这 样 , 点 变换 + = Ко АТИ 
的 不 动 点 党 ,而 在 平面 *, y 上 则 有 唯一 的 极限 环 ， 此 极限 环 是 稳 
定 的 ,因为 在 不 动 点 上 


A 


图 559 
这 样 一 来 ， 我 们 就 证 实 了 :; 在 所 研究 的 电路 中 将 建立 起 并 保 

持 有 不 连续 的 自 振 . 这 些 振动 的 波形 ,一 般 来 讲 ,将 显著 地 区 别 于 

正弦 形 , 因为 x (由 电子管 Л, ВЕЕ) 以 及 电子 管 Л, НЕСЕ 

EKRA RERAN. 

出 于 平面 +, y 的 轨 线 划分 的 对 称 性 , MARIAN, A 
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光量 纲 时 间 单 位 , ДАРТ 2 人 ;车 采用 普通 单位 , 则 为 


T= 2v LE *, (10.47) 
AT — P И 

СИ В — Е, ЕЗ НОННА y E EI R 
一 -的 延续 时间 )， 很 明显 ,了 小 于 T 一 АУС. аю 
方程 组 (10.415) 描述 的 振动 系统 中 所 发 生 之 衰减 振动 的 “条 件 周 
期 ”一 一 因为 阵 时 跳跃 的 存在 使 得 相 点 旋转 一 于 比 此 种 振动 系统 

的 相 点 迅速 些 ( 正 因为 如 此 ,所 以 =* < a), 
FARBE 非常 大 ( L > + Ск") 80 b < (DLS y < 1), 


并 对 此 情况 计算 出 自 振 的 周期 和 振幅 ， 在 410.46) 中 令 у = 0, Hi 
{51 те ВУЗЕ: 


因而 自 振 周 期 了 在 工 足 够 大 时 ， 必 定 接近 于 无 电阻 的 L C 电路 的 
振动 周期 一 一 周期 Te = 2zw 工 C， 为 了 确定 7 很 小 时 局 期 的 校 
正 量 , 引 人 

Я = п — T", 


此 时 ,将 г* = т а 代 人 (10.45) 风 得 出 决定 4 的 方程 


0779 — gosa + ysima = =,[ 2 TD — cosa — ysna] 
(10.462) 
RA A IR УРА ЗЛЕ JF Ху, ДНЗ: 
o — 52 2 4 
т L... фа 1 + у + 
z — 2 4 3 
= nal уа H а р.р а L т... 
4! 31 
(10.46b) 


НН ГЕ, а УЕ 90 r, 因此 可 由 如 下 关系 式 确 定 : 


z 3 
rat = s [— r= + E) + OC, 


即 


а = r y + O( DD (10.47а) 


这 样 一 来 , 当 L > T CP BECBP А = R [S< t) 


T= 2116} 一 Vs да + oG, (15.47b) 
我 们 看 到 , 周期 校正 量 的 量 级 为 в“, AERARII ГЕТЕ 


较 ， 我 们 在 这 里 提醒 一 下 : 在 普通 电子 管 振 落 串 中 周期 校正 量 的 
量 级 为 W). 
将 (19.47a) 代 入 (10.45), 得 出 5, ВАЕ y BJ EL DER: 
ООС) _ << + oa, 


sin a 


由 于 很 小 时 “缓慢 "运动 相 轨 线 接 近 于 圆周 < + = 常数 ， 因 
而 变量 * 的 自 振 振幅 与 此 数值 近似 相等 ， 若 将 无 量 纲 变 量 转 换 为 
AURTE, ДАЈЕ e CRP Л, НН № = СВ C 
AEREE: | 

U, = на 一 «| — 1) 7% + ORD, 


一 Gre sx 
Pa 一 mm 二 „Д ZD pv + ом, 
2А 2= 


н 2 8 ЕУ Fi > Ups k Hñ T Eh BJ BE FE не ПУЕ 

显然 近似 等 于 V6。。 记 有 这 些 振 幅 都 随 工 的 说 大 (或 着 说 随 

D 不 难得 其 周 其 校正 景 源 近 谋 开 式 的 次 一 项。 在 (QD.460) 由 设 “一 core + a, 
№ и = 0000), да aa = ДА, хант RERET jhi BOE л 
式 的 次 一 硕 ,此 方程 为 : 


iyt 4-2 + 
ra = |= + aara - E] ос), 


即 
а, == ($ 国 =) уз + От), 
ЕЖ, 
ИРЕНЕН 


615 ° 


LR |с ` 1) 
= ло, 


下 面 我 们 就 转 入 研究 小 工 的 情况 ,或 者 说 , # > 1 的 和 情况。 在 
这 种 情况 下 ， 特征 方程 (10.43) 的 根 为 负 实 和 根 。 ИЕ” 
运动 过 程 中 的 性 状 将 与 结 点 型 奇 点 位于 原点 的 线性 系统 相同 《图 
555). Е ТЕЖИХ Ы, ВП |x| > 1 区 域内 ,存在 有 两 
条 直线 相 轨 线 (其 斜率 为 特征 方程 C10.43) ВИ л, f 2, ПВО. 
对 应 于 小 工 情 况 的 平面 =, y 的 相 纪 线 划 分 表示 在 图 558 Е НЯ 
КЕЙ “Е” ЕВ РЖИ“ Неа ВА 
一 一 轴线 y == 常数 的 线段 组 成 ). 

详细 的 研究 表明 ,在 这 种 情况 下 ， 亦 存在 有 稳定 的 周期 运动 
由 两 个 有 限 速度 运动 和 现 个 跳跃 组 成 ， 并 在 任何 初始 条 件 下 都 能 
够 建立 起 来 (这 一 论断 ,举例 来 说 ， 可 以 用 建立 并 研究 相应 的 点 变 
换 的 方法 予以 证 明 )。 相 点 沿 极限 环 太 作 的 这 些 运 动 也 就 反映 了 
多 谐振 荡 句 中 的 不 连续 自 振 。 这 些 振动 的 振 乙 可 以 很 容易 求 出 : 
变量 * 的 变化 发 生 在 和 一 +; СУН), ПОЗЕ х 的 自 振 振 注 等 于 
s= 2 一 1 这样 一 来 ， 电 子 管 Л, Е = 的 振幅 则 为 U, = 
(24 — 1)). 至 于 自 振 周 期 , 则 将 相 点 沿 极 耻 环 “ 缓 慢 * 运 动 的 各 
个 部 分 对 * 取 积 分 , 即 可 计算 出 . 


BAR LI (LKE CR ВИ го Сед ат), 


则 周期 的 计算 问题 还 可 大 大 简化 ， 此 时 2 21, MAME RR E 
动 区 域 中 (但 在 直线 у = 一 24r КОРЖ НЕ 
TAFEA. 与 此 相对 应 , 极限 环 将 接近 у = 0 轴 ; 因 此, 相 点 


1} 出 于 电 TE Л, APER BES Е ТНВ АССЫ P НО, ВАНО 
мине hii ap ИТО, DRE IL E Ë KN SEO S ma. 


2) ЧЕН y= - 2hz BERIE, 20 — r. = . в 
1 


йк 2ñx + у 2A 


M, 35 Et y ERRETIRA А 1 情况 上 ,和 近 估 地 等 于 L 1 z = =i, 


2 
ПОД se h B E z B5 Pedir l 29; 
Lu. ta k —1 = СА — 1), 
я 2 C R 


Но. 
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ИЕ "АНЫ ЕЕ, а == 一 2hx 或 二 一 ztz 为 普 


m 


W, БАТ dr 一 一 = ==. МИН x, 8] 工 积分 之 ， 
则 得 出 自 振 的 半 周 期 为: 


了 L | dx Linar 
2 R Jx, x R O” 
于 是 , 自 振 周 期 等 于 : 
T = 2104 — 1). C10.47c) 


EERDE ЕЗ АОН da , rB 38: C wP RB Sk a ЕЕ ш 
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影响 ;其 所 以 如 此 是 因为 当 工 很 小 时 ,我 们 得 到 频率 比较 高 的 不 连 
续 振 动 ， 在 此 振动 过 程 中 电容 служив СПЕ 


到 ,此 电容 电压 的 振幅 等 于 Vo = SLE и < в). 


我 们 详细 于 三 究 了 大 电感 和 小 电感 工 这 两 种 极端 情况 ， 并 对 
研究 自 振 过 程 时 通常 出 现 的 一 些 疝 题 得 到 了 答案 ， 这 就 是 说 ,我 
们 兽 明 了 有 关 自 振 的 振幅 ， 忆 期 ,波形 ,以 及 它们 的 建立 过 程 的 性 
和 质 等 阅 题 .我们 之 所 以 局 限于 大 工 和 小 工 两 种 情况 ， 只 是 为 了 简 
化 叙 途 .一 般 来 讲 , 完 全 可 以 取 开 的 其 它 中 人 间 数 值 , 来 研究 所 有 这 
EHA ÆR 560 上 表示 击 和 用 阴极 射线 示 滤 器 对 所 研究 电路 报 
制 的 平面 «uto АНЕС НА ЕЕ 
ТЕ Л, 的 栅 压 和 7; REP. 

段 片 是 接 工 的 减 小 次 序 排 列 的 。 在 这 些 照 请 上 启示 的 周期 过 
程 的 性 质 , 一 般 来 讲 , 同 我 们 在 理论 研究 中 得 出 的 图 象 是 咯 台 的 。 


М 10. “万 ВЕ” [==] 路 


上 面 (本 音 ) 所 研究 过 的 各 种 系统 中 ， 只 能 有 不 连续 振动 ， 但 
是 亦 还 有 这 样 一 些 系统 ,其 中 既 可 能 出 现 连 续 振动 , 广 可 能 出 现 不 
连续 振动 ,并 当 系 统 的 某 一 参数 变化 时 可 相互 转化 ( 汝 此 参数 通过 
某 一 临界 信 BIER. йл, WE 561 所 示 的 所 谓 的 "万 能 ” 
电路 "就 属于 这 一 种 (其 平衡 状 态 的 镍 质 已 在 上 册 第 五 章 $ 4 中 
研究 过 )， 这 种 电路 是 介 于 双环 R C 回路 似 正 驴 《 因 之 , 亦 是 连续 
的 ) 振 水 器 СЕ ЕЯ АА $ 12 和 第 八 章 $ 5) 与 具有 一 个 RC 
回路 之 多 谐振 荡 器 站 的 一 种 "中 全 "电路 : 电位 计 * ИЈАН ТЕЕ 


位 置 时 (8 = 2: 一 0),“ 万 能 ”电路 变 为 第 一 种 电路 ; 当 独 点 在 最 上 


位 置 ( 即 8 一 全 一 1, 从 而 电容 c, 与 电容 c, 县 并 联 时 ， 则 变 为 


1) РАНЕН ЕВЕ, РЕЖ IL, 


* 314. 


图 561 
第 二 种 电路 ， 因 此 可 以 预期 ， 当 电位 计 触 点 从 最 下 位 置 向 上 移动 


时 (8 由 0 向 1 变化 时 ?， 电 路 中 必 有 出 现 连 续 振 动向 不 连续 振动 的 
过 省 .对 电路 进行 的 研究 可 证 实 这 一 点 。 

若 忽 略 栅 流 和 屏 极 反应 ， 以 下 除 小 寄生 电 穿 С, CER 561 中 
忌 哑 线 表 示 的 ) 岂 外 的 所 有 寡 生 参数 , 则 ”万 能 ?电路 的 振动 方程 可 
根据 克 希 荷 夫 定律 写成 如 下 形式 (采用 图 561 HARD): 


Ë due j. QF is, 
dt 


一 u . 
+ “z = j (и) + С, 
R 1.0н) 


йр . de . 
С = ¿, C 2 = 
дг Е ` d: > 
“= (А 十 Bin, ш. == м E ts ру = >, + (1 Вун, 
Жр на u, Ц z = r CH C, < С, C; 了 时? 则 为 : 
pa = E, — RO — (1 + 5) + (1 - pE #1, 
r 


га (10.48) 
y. 


= —- í == Cra 一 C 
aSa 00 с. (+ Вс, 
其 中 p 一 RE 为 小 正 参 数 , 它 表征 寄生 电容 C。 的 微小 程度 (0 < 
z < 1 二), 而 字母 上 方 的 圆 点 则 表示 对 无 量 纲 时 间 Г = А. 
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电子 管 组 的 特性 曲线 г. == Са) 表示 在 图 561 上 ; 为 了 更 加 确定 
起 见 , 下 面 我 们 候 设 特性 的 互 导 ji 

Sla) = 一 Cs 

d 


在 电路 的 平衡 状态 上 tx 一 0 时 ) 具 有 最 大 值 (一 50), 并 随 1#| 的 增 
加 而 单调 地 三 小 ,最 后 趋向 于 穴 . 
如 琳 忽略 小 寄生 电容 Co 即 设 方程 组 C10.48) 中 u= 0, Wik 
种 系统 的 状态 集合 在 空间 и, 2, mm ЧОВНИ Р: 
F (a, z, в) = 0, У 
其 中 


F (a, z, n) = E, — Rita) 
— R зуй. 
(1 + 2) + (1 Do z— м 


即 C10.48) 中 第 一 方程 《导数 项 含有 小 系数 上 的 方程 } Am. 空 
[B] пу Fa 01 ФЕТА F Б ЧЕКУ BY н. 5 mth ЕТНА т 
上 的 轨 线 来 反映 “ 绿 慢 ”运动 。 根 泥 (10.19), 我 们 有 小 寄生 电容 
Сс. ËF: 1 

2E RS 0-1-4 <0, (10.49а) 


н r 


(10.49) 


AE E S $ ni SE № MPN ЕТА, 
当 RS, < 1 + PRAN 


R 1 
= a = — — — 
ТИТЕ 


时 , 条 件 (10.49a) 对 С, = 0 КЕТЕ УНТЕР ЕА ДЕА. 
在 这 种 情况 下 ,小 寄生 电容 C。 对 电路 中 的 振动 过 程 不 是 重要 的 ， 
可 将 其 忽略 ;在 研究 万能" 电 略 的 振动 时 ,可 将 其 看 成 是 一 个 入 由 
BES ИЕ, Jr EE (10.49) ЖИ (10.48) 中 最 后 两 个 方程 来 揪 
Ж. 这 显然 是 因为 当 8 < Bus 时 ,由 于 5 很 小 上 一 十 0) 而 在 
空间 а, z, 中 砷 面 下 的 外 部 出 现 的 所 有 “ 沁 速 "运动 轨 线 , 部 走 
向 这 一 曲面 (图 562)。 上 出 这 些 方程 中 消去 一 个 变量 ,例如 则 得 
到 变量 z, z 的 微分 方程 : 
+ 820 + 


р T |: ++. 
tr $ 


r 


R SCO) (19.50) 


с, ⁄ с, z 
тте" Jai в 
A (10.50) ЕЖЕ а СУАР ВЕРЬ ЈЕ 482. 
НВ ЕЕ ВА R УА ВВЕ, ЗЕЕ 
РЕНН, 
ЗЕ El kos ËF 
R C, +Á C, 


RS, > 1 + — 
r С ВС, 


不 请 是 , 则 唯一 的 平衡 状态 (a 一 0, z = ОЗЕ АНИ А, 所 
有 相 轨 线 都 趋向 它 。 在 这 种 情况 下 ,不 论 初 始 条 件 如 何 ,电路 都 将 
鸥 向 平衡 状态 ， 其 其 中 无 论 连 续 的 良 振 还 是 不 连续 的 自 振 才 不 会 
出 现 。 


(10.51) 


图 562 


SHE ЕСО БУЕ Е Ви), НЕР 
衡 状 态 《0,07 为 不 稳定 焦点 或 结 点 ， 阁 来 用 前 面 关于 电子 管 组 特 


" 821 + 


EE: = rC) MIERS IRIS, pit 
在 平面 w,s 上 将 存在 有 唯一 
的 稳定 极限 环 ， 所 有 其 余 相 
冰 线 都 向 它 趋 近 (图 563 和 
564), В 563 和 564 所 示 之 
平面 ws КИНУ Е 
HAEA (10.50) HARR 
AAS ЗЕ (R 
法 ).。 其 中 第 一 个 对 应 于 平 
窗 状 态 为 不 稳定 焦点 的 情 
т, ОУ 
为 不 稳定 结 点 的 情况 ， 这 样 一 来 ,在 任何 初始 条 件 下 ,电路 中 都 将 
улаач Рае, ВЫВЕДЕНЫ ЕЕЕ 
个 平面 wsz 上 ,都 是 有 限 的 (无 论 寄生 电容 С, Л, ВЕНЕ). 
若 RS,> 1 + + M: 


R 1 
r RS, — P 
ШЕ 6 se Лај, M Ot ЕНЕ Bs. НИР 50) 的 连续 人 性， 以 及 
SCORE |a] КЕ s # 
到 0 Ву, ПЕ 
= Е z rH, ДНЯ 
这 样 一 个 数值 w*。 使 得 
RS (Eat) H, ii E. 
> 
м [и ЗиК RSUD > 
1 十 办 。 因 此 ,小 寄生 电容 
С, Крава Е СА 
(10.49а)) ЖАНЕ T. 
所 了 机 空间 и, z, е. 中 的 图 554 
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В > Ban = (10.52) 


"RR ав pA AE f 一 一 不 考虑 寄生 电容 С, 时 的 相 面 
一 一 上 的 带 状 区 1x| < w*, ЯП, 4 |а| < w* 时 ,在 所 研究 的 电路 
中 只 可 能 存在 相 点 的 “ 迅 可 ”运动 一 一 电压 z НОАК, РИ, 
的 运动 ， 当 然 是 不 满足 忽略 小 寄生 电容 C, 而 建立 起 来 的 方程 组 
《10.50) 的 。 与 此 相反 ， 在 曲面 了 的 其 余部 分 (1a| > и* 部 分 ) 上 ， 
由 于 条 件 (10.49a) 注 足 ,“ 迅 速 ” 运 动 轨 线 走向 曲面 让, 因而 在 其 附 
近 相 点 的 运动 《 志 路 的 气动 ) 可 以 满意 地 用 “ 缕 慢 ”运动 方程 给 
\10.50) 来 措 述 ,如 时 寄生 屯 客 CC。 真是 很 小 的 ， 

RESE. 当 如 > pm 时 , 我 们 就 得 出 如 图 565 所 示 的 相 空 
[Bl z, =, о 的 相 锦 线 划分 。 这 对 应 于 电路 的 不 连续 振动 ， 在 曲面 
了 的 FT ВЯ: la| >a" ERAF RERE S Ce 十 0 速度 为 有 
REN 其 运动 轨 线 当 C, eq АМЕ (и — 十 4 БРВ ЕН (10.50) 
确定 .在 F? 的 外 部 当 g 一 十 0 时 & 一 оо, (HB z Я о, 则 保持 有 
限 慎 ,因此 , ЕВА КРЕНА z = К, e, = 常数 
PEBH TEOR”. ТАЕНЕ EH 4-9 --00 (иэ + ü 
时 ?> 在 其 下 方 а +o, WAA E HRG ENH Е", Ж 
后 转 到 “缓慢” 轨 线 上 去 . “缓慢 "运动 轨 线 本 身 则 在 а = ий 或 


Е 565 


1) ЖЕ а КАЈ, z 和 n 的 不 次 条 件 也 可 以 愉 电 路 中 电 旅 与 电 正 之 有 限 性 的 补充 
《物理 3) 假设 中 得 出 ， 如 果 电 路 中 的 电 访 是 有 有限 大 的 {不 可 能 雹 限 六 》， 见 电容 器 
С.Ж С, ВЧ Е г, 各 志 水 可 能 联 跃 式 地 改变 tB 0 0. 必须 是 有 限 值 ), 这样 ， 
ЕРЫ, г Д e: — в: = (1 — Ву = (1 一 有 Js 即 = 是 不 变 的 ， 
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в = — a” ЕЖА, НН 25 В” ИЕ 
АРУ, В “282” БЕН sby к — ВЕ 
的 电路 在 空间 w, =, v HAARE. BLUES., PAHA (24 
1 十 co 有 时) 都 趋 过 于 唯一 的 稳定 极限 环 。 由 此 可 见 , 当 в > fea 
时 ,无 论 初 始 条 件 如 何 , 电 路 扬 都 建立 起 不 连续 自 振 . 

在 图 566 上 表示 出 空间 z, z, г, КОХ ВАНЯ ЗА ДЕНЕВ 
Ee 上 的 投影 .在 区 域 1z| > we* 中 的 "缓慢 ”运动 轨 线 是 根据 方 
ЖЕН (10.50), ЕВ БЕНИН АА 5 ВК A E z — H 
P MEME Ee”, о ЕВ, НС и", z, РА 
НН РАЗН: 

=+. PETE Rt# pn; + + Í RY, 

тата; Rik Tu (1 +2 )и кі, Сва) {1 + Е 


r ` 


《这 样 一 来 ， 直 线 # = — on™ 和 ú = ит" Л Y ERR 
PR AUS). RIAAL РАНА ВЕНА Сг 十 0 时 ) 
极限 环 ABCDA, НИЕ УЗВ АВ Ж Ср, Д 
及 两 条 迅速 "运动 轨 线 线 妥 В С 和 DA 组 成 ". 


D 关于 概 隅 环 的 存在 性 ， 隐 基 所 有 轨 线 者 向 它 趋 近 这 一 论断 的 产 格 和 证 遇 ， 举 例 来 
101, Я Ра ТА КЕ РИА, АИ ЕНА НН ЗС n= + н 
HEM в = 一 上 ПАСЕ А DAT E p ДЕРТ, 
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应 该 指出 ,连续 振动 在 В = бра 时 向 不 连续 振动 的 过 渡 本 身 
是 连续 的 ， 若 8 由 较 小 的 数值 (8 < fem fen 1205, ИНЫЕ z 在 
直线 x 一 0 寺 的 变化 速度 无 限 增 大 ,并 当 8 = Bas ББАК; 
50—011, ГРН БЕ ЕЛИ У 88 ДЕ м 的 变化 (一 sr ат), WJ 
由 总 = Bwn HEFER, ЗЧ 8 Вал 时 , 随 8 ОНИ. . 


511. [6] SK jx $ = 


ЕЕ ВЕН, ХТ чаи AR, ARAR RD 
зело ЕР 567 БН НИНЕ ЕН, 

Ш ло НН  - 
三 反馈 的 振荡 器 ， 其 中 电子 管 几 
平 在 整个 自 振 半 期 内 ， 痢 处 于 六 
塞 状 态 。 电 子 管 开启 时 ， 在 变 庄 
器 的 括 航 线 图 内 感应 起 正 的 电 
НЕ, НВ РЕНН * 迅速 达 
ЗИ СНЕ), M 
mE FE h ВЕНУ ER 
流 ， 这 些 电 流通 过 变压器 线圈 ， 
在 其 输出 线 轿 内 感应 起 电压 脉 图 567 
ME. 与 此 同时 ,要 访 脉 冲 为 电容 器 CC 充电, 引起 栅 压 * ВУЛ, 
经 过 某 一 时 间 疗 隔 以 后 (通常 为 因 期 的 很 小 一 部 分 }， 电 子 管 重新 
闭塞 (因为 屏 流 三 小 时 在 变压器 的 栅 极 线圈 中 感应 起 负电 压 , 引起 
电子 管 的 闭塞 ))， 在 周期 的 其 余部 分 上 ,电子 答 处 二 闭塞 状态 , 设 
ЯНИЕ, ЕЕ С ЕВ. НЕ = 逐渐 增 大 ,并 经 过 某 一 时 间 
间隔 (其 持续 时 了 间 具 有 前 级 RC) 后 ,还 到 使 电子 管 开启 的 数值 , T 
是 阿 歌 振荡 器 发 出 下 一 个 脉冲 ， 


. 
ЕД 


D аниа а Rayi R aN bk N £ EEA N t 
EEST. 
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1. RAH ERRERA ЕЈ Pl Par, ЗАП 6EZZ 
ЗЕ, lb ВЕ Р Е Ба лу A E МЕГАН УЕ Ў РЕ НДЕ а sa SE 
的 作用 : 在 故 出 脉冲 的 时 间 内 ,电子 管 中 有 其 大 的 扳 流 ,向 电容 器 
Cc 充电 ,并 在 脉冲 的 末尾 使 电子 管 际 塞 ,而 屏 压 a, TEE 56 
极 线圈 上 的 电压 降 很 大 ) 则 降低 到 非常 小 的 数值 , MARRE T pe 
СТ ЕАУ ЛА. 因此, 我们 将 假定 屏 流 既是 契 压 的 ,也 是 盱 
EAR, BN: 


fa — RER m 
m-bi, № T AE е Ee RITS BEINAR SHE 
有 关 ， ВП; 


і. == š (z) 

( 当 间 歇 振 落 器 中 所 应 用 的 电子 管 为 五 极 管 时 ,这 一 假设 会 得 到 足 
够 好 的 满足 ). 
其 次 ,为 了 发 出 陡 这 沿 的 脉冲 ,必须 使 间 敬 振荡 器 的 变压器 具 
有 最 小 的 混 磁 通 和 最 小 的 线圈 电容 (为 了 达到 这 种 靶 求 ,通常 变 压 
器 都 由 环 型 铁心 构成 )， 因 此 ， 答 自然 地 首先 假 没 ( 作 为 第 一 次 近 
似 ), 在 变压器 中 完全 不 存在 请 奏 通 ， 即 变压器 铁心 的 所 有 《 横 ) 蕉 
面 上 的 莅 通 都 相等 ， 采 用 这 种 假设 以 后 ,在 任何 线圈 的 每 一 臣 中 ， 
所 通过 的 磁 通 都 决定 于 所 有 线圈 中 的 安 臣 总 数 ,并 等 于 

Ф = ты 一 ми. пин = 一 kia + КА), 
ЕРТЕУ 
ооа а 


间 的 变 压 比 ; i 为 电容 器 C 的 电路 中 的 电流 , гы 2) A 0 Е СРЯ 
567); 以 后 我 们 拒 


I= i— h, + Kin (10.53) 
称 为 (变压器 铁心 的 ) 磁 化 电流 ?。 此 时 ， 在 变 讨 器 的 袖 极 、 屏 极 和 
D 我 们 盆 设 ,变压器 的 棚 板 和 屏 极 线 图 的 网 法 是 这 样 的 。 它 使 变压器 中 由 电流 ， 


和 ji 所 造成 的 分 磁 通 具有 相反 的 符号 。 只 有 满足 这 种 条 件 ， 才 能 获得 注 励 问 殉 
р орага А 
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输出 线圈 中 所 感应 的 电动 势 , 将 分 别 等 于 


d dl 2 21 
—“ (Фф) = — р 21 + Z (ab) = kL. H 
dr (0) de g = к d: 
07054 
4 „dl 
(фу 一 — ARLE, 
j ) 《 d: 


除 此 而 外 ,车 忽略 电路 的 一 切 寡 生 参数 (特别 是 变压器 绕组 的 
小 电容 和 电子 管 的 极 间 电容 ), 则 得 出 间 嗽 振东 器 的 振动 方程 ; 


ио Z = ZEE, 
t 
И a É _— (10.54) 
c=; = — + ile), 
dt 


其 中 Re 为 外 负 某 电阻 ,并 设 其 为 纯 电 阻 ( 欧 姆 电阻 )、 代 人 磁化 电 
流 工 的 表示 式 5C10.53) 风 后 ,得 : 


1 => + (и) — kiala, на} + A r На = Ки, ta), 
(10.53342) 
MS БН ВЕ 
z= = — x, (10.542) 
则 有 : 


2 + S.G) — KSl, u) 


к? | k2 1 du, Е, — И 
+ TOS | ЕН dt H 
de lide Ти |, 

dt В c | + 46и) |, 

其 中 5,0), 500, м.) 和 RC, н.) ЖЕНЕ 5, E 

特性 的 互 导 , 隐 及 电子 管 的 内 阻 , 即 

人 is 1 Ĉie 


di 
5 = — 5 a Йа) == * 
G) = e Se = н, Re Be 


若 由 上 述 方 程 中 解 出 诸 导 数 ,出 得 ; 


du н, — Е L д? 
L stad = z = 一 | + 
Bl d: k CUR Cie, u.) 
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ни |, 
РСЕ 
НЕ но — SG, d но], ао) 
БУЯ ч.) = + $) 十 5 e 5 + i- ASCu, ro). 


В ВЕРН: 
и. 一 E, = 0, и + Rife = 0, 
ЗА, НД и =< 0 К, MEERE E, 
# =0, н, = E.. 
不 难看 出 ， 在 间歇 振荡 加 的 平衡 状态 上 上， 特征 方 程 可 写成 如 下 形 
式 : 


LgC0, E, + Е ЯО] —1 


2128,0) 4500, к, | = s,(0)| La E+ 


或 


габ ВОИ | + AO Е.) + =] 


1 1[1 _ 
х + + se |h + 12. + 5,00] = 0. 
下 面 我 们 只 研究 间 歌 振荡 顺 的 唯一 平衡 状态 是 不 稳定 的 ， 因 而 使 
АВЕ ВЕ АЕ НИ, ВВЕ E 8k 28 PF 


1 2 "2 
Е) = | É pR 
200, Е.) г. + 5,00) 十 о. Е) + 


— &S(0, E,) =< 0 (10.56) 


是 满足 的 . 
2. 电压 和 电流 的 路 跃 . 当 条 件 (10.567) 满 足 时 ,在 相 平面 4, #。 
上 必 存 在 某 一 曲线 (以 后 将 用 表示 ), 在 其 备 点 上 
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Far. -.. 


вби, t) = 0, (10.57) 

而 且 # а, ЕЕ ВЕК. ЗСА, 1 le ЕКЕТ, 
ВЕЕ ВОТ S: 50и, a y 很 小 ( 当 z 为 负 值 时 一 一 由 于 电子 管 处 于 
ЗЕ, М н ДЕ А У ИР БО, ее, и.) 
0. НЕ, КАВА ЕСО 56) 0, E) < 0， 从 这 旦 以 及 从 
Selu), S(u, ts 【Ra sa。 网 之 还 有 еби, в.) 为 连续 图 数 的 
假设 ， 就 可 以 推 时 出， 在 平面 #, а, LUTE S JE 95 JLA h 6 
рб, м.) = 0, 即 册 线 了 ， 琵 十 铸 的 形状 如 图 568 ВТК. 

АЖ glasno 在 通过 曲线 了 上 时， 改变 自己 的 符号 ,这 一 点 对 
于 我 们 很 重要 ; 因此 ,此 曲线 的 一 部 分 上 的 虑 必 为 相 攻 钱 的 止 点 ， 
由 此 可 见 , 忽 赂 电路 的 所 有 小 寄生 参数 ,包括 电路 的 小 寄生 虹 容 和 
ЗВЕНЕ ЕР, ПЕНН ЕН НН Я 
AJ, ЕЕ ГЕН % 
HERRES РАЕН 
ЗЕ УФЕ, М, ВАТ 
ХАВА лр ара Hz p gs BJ 
ВНЕ, НЯ Яя ASHHJ 
ВЕЧЕ БЕ, ВЕРЕ 
АВЕ ЛУ, АНХННЕК 
УЕ net J ha ai Ea ТЕ =: 
РЕА 0, 

ТАНИ, ААТ Е 
ЗАН ER i ААА, №28 5 KeA 
寄生 参数 所 建立 起 来 的 方程 组 图 568 
(10.55), 不 能 在 * 和 ws 取 所 有 信 时 ， 痢 正确 地 反映 闻 菊 振荡 器 的 
振动 规律 ; 换 各 话说 ,平面 z, м 被 曲线 了 所 分 隔 开 鸠 两 个 区 城中 ， 
有 一 个 区 域 ,在 其 中 茶 些 未 被 考虑 到 的 寄生 参数 起 着 重 村 的 作用 ， 
内 而 在 那 因 方程 组 (10. 55) 就 不 能 用 以 描述 电路 的 振动 ， 因 此 , 首 


D У ЕТСЯ КВО, BELUR ЕНЕ, MERRE 
THE, 
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Sk ARERI ETE, 在 平面 z, z, НУ С Е h E EE 
TARRE ВЕНУ gap ЛЕ АКТЕ АЈ, AWA ERGS SAE 
的 准确 度 反 映 其 中 之 振动 的 规律， 
关于 向 歌 振荡 器 的 振动 性 质 , 我 们 将 采用 如 下 补充 假定 : 
D 在 区 域 


вии, > Ü 
中 ,电路 的 小 寄生 参数 不 起 重要 作用 ,因而 闻 软 振 落 圳 的 振动 ( 28 
慢 ” 运 动 ) 由 方程 组 (10.55) 所 找 述 (下面 这 种 情况 在 一 定 程 度 上 可 
以 做 为 此 假设 的 依据 : 在 区 域 gtw, и,) >> 0 B, A u, ua 的 这 种 
值 域 ,在 其 中 电子 管 是 闭塞 的 , 旦 在 其 中 小 寄生 人 参数 看 来 是 不 起 重 
要 作用 的 >.。 
2) 如 有 果 相 点 在 平面 #, и, 上 (在 区 域 оС, и.) >00 内 ), 沿 方 
程 组 (10.55) 的 轨 线 运动 到 曲线 了 上 ，, 那么 然后 它 就 将 瞬时 地 帐 轻 
到 另外 一 点 ， 而 这 一 点 又 重新 位 于 " 绿 慢 "运动 区 域 z(a, и.) >> 0 
th, 
3) 假定 在 电路 由 , 电 讨 与 电 六 的 值 是 月 界 的 ， 我 们 攻 须 认为 
E PFR ERRA, BA С 上 的 电压 ”和 变 压 吕 线圈 中 的 磁 通 
是 保持 不 变 的 ” ;出 于 在 "缓慢 "运动 过 程 中 ， 电 压 ” 在 跳跃 前 后 以 
关系 式 (10.54a) 与 # 和 s, 想 联 系 ， 而 通过 变压器 线 团 的 磁 通 则 完 
全 决定 于 磁化 电流 1 一 Ku, и.) СБА (10.53а)), ШКЕ А 
(ay ат) БАЕ Г БАЈКЕ кч (и, и.) РИ Е ЖЕ: 
а* + нё = ц + Ëe 
| 


Hu", нё) = Ки, ua). 
利用 上 述 补 充 假 设 和 方程 组 (10.15), ЕН 
的 振动 过 程 ， 
正面 我 们 来 考虑 图 567 中 以 虚线 表示 的 变压器 线 隧 的 小 寄生 电容 {图 中 


(10.58) 


1) ВЕНКА АТАА, ВЕ роет Ë, HD = 
20 АРНЕ HRE EA SAA TIRA, tk st ЕН НО 
忠 性 假设 是 予 盾 的 ， 
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с. БЕНИН ы F Pta Hi ra Ea r pk Е, C, 为 输出 线 图 电容 与 间 
ВЕ es 881 M а Е Jr ZH, 50), JEE SG EH НОЕ ЖЕНУ НЕВА ВА , А 
HEH E A ERR as ng ЗА Е д EARE КИН: ЕЛЕ BAUE 
Е ауда В Еру), RODER SIF, ET RHR ДАН 2 F 
Вуй Бул 18: 


-L dl = + s= Ен 一 t СИД 
k Š 
ca fy вн) = (м), 
其 中 
. ии) [ Ян [Га їн 
It = í + €G— —— e k ia + Са B + C 
dz k |!“ Кн + Ch 
| К? E, — н, C du 
= ife) — kr (n, на) + Ш a 
{ э ё ) Ra £ P P? 
с’ du 
= I _— z 
(u, Ha) Е Z 


为 磁化 电流 ( 在 此 表 杀 式 中 5 = c, + с, + атс, 0 JSE $s, SR 
НИКА). И Ба «= Tte о TRENA 
ЯНА I, r fü n): 


С (а), М Cero 时 ,在 四 空间 маз =, * Е: 


Fluas ty Ге узр — 0 
MIE, “eoo, E 和 07. 则 保持 有 限 值 。 因 此 ,在 曲面 下 的 外 部 ， 
系统 的 相 点 将 沿 轨 线 : 


Ha 


ed 
=! 


“一 ЯМ, D" = 常数 (8) 
Еа ду, ЧЕН, ЕЕ s 和 ВЕРН, 而 电容 器 5 上 的 
电压 * ОАЕ ЕА ОА ЯА. 
ПНЕ ЕН др АБСО Р да 
BF 


— ü H #(н,м,)>0 
дн, 
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的 那 一 部 分 :因为 


Е дї Ф 1 
一 一 一 一 一 -一 一 一 — $ 5 
ба, ЗЕ + k бн; R FEDE + k (m, Ма) 
5 ГЫ k" _ _ . 
КИн, и.) Кн ям; 


与 此 相反 НН ИС F 上 其 有 а(н, sa) < 0 的 那 一 部 分 ， 
РЧ, АННО ЕВРЕИ (Cc 一 +0 IiE R PEIR НИЕ 11 sts 
“E ЗЕЕ) НШ FT: 


1% = в, Hely # = — 


А СИУ ЗБ РЗ (ZE ЕЕЕ А фт ц Сэ о Ар, ИЕ 上 РИН, 5 
m st k iC дв МАУРЕЙ ЛУНЕН (10.54) (10.55) 
的 形式 。 | | | | | 
在 曲面 Pt ВОЛКА, Н В (ВЕНЕ В T НЕВУ 
全 电容 越 小 ,电压 * 和 =, ВУЗЕ E ВЕН ЕВ РЕТ и, 
по ЕВЕ о = 常数, 即 直线 


н + = = 党 数 。 (8) 


НА FF БЕЛЫ ВЕ k BB ТАЧАН Pk БО ah АБ ESE u, а, 上 的 
投影 为 曲线 Г), REA A S Sh (DKK Л: СЕН "Зе, 
KALERE Ну 
а Н Н FERRER 
AAF RE MEAE 2+ 1. 
IE = Ки, sh A er A Ft 上 
RIEKER ВЛ, 8 Я AT zà R E 
(10.38) BERKE. 为 了 解释 上 
面 所 说 的 ,图 369 РЕН ГЕ 
r+ 种 相 空 间 Fa Чи 1” НА H 
轨 线 ;以 及 它们 在 平面 wy, в. 上 的 投 


W. 


— r, аби, n )>0 (FF) 


REK, BTR TIREE 
BPR AMEH AA se Ë Е АУ 
DEET. REET ajak 
RERE GRR EE 三 阶 模 
#1); APER EAE W A es HB ¿IE ali 
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振 蓝 器 的 福 杖 。 并 在 C0 HRAS, Н Т ЕН НОЈЕ 
ЕЕ ЛЕНЧЕ ОВНА. | 

TER дары в/о В НН Jee Н, 
Как РЕ SE rh алаа АНИ PHS ВРЕ а АВНЕ ТА Ч (= Bb 模 
Я) BEES riki 2 НА Т ЛА АТ АО t aS. (ix E, 
ВАСИ ЕЕ z, а, 上 的 投影 ) 将 不 同 于 直线 (8 ); 例如 。 当 
НЕЕ ЕВЕ, ЕР ч, в, КИЛО В ЛНВ 
в. 


Ки» н.) = 常数 . | (8”) 
3. 不 连续 振动 。 Гон 3 W Sk АУЕ 
ВЕРН, RAIS Fa РЕНО ЕЖЕ ВЕНЕ ЕЕ ЖЕНЯ ЕЕ 
管 的 理想 化 特性 ,如 图 570 所 示 : 
Ü но ФП z = — р, 


SQ + ш) 当 0 < S(# + s) < HY, 
Ü 


А 一 £ Ce, и.) = 


当 ми 2 > 0 时 ， 
ü 


xq £ =< O HJ, 
М a 2 0 时 ， 


| 


ДАНИИ 
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ЯН 一 和 为 电子 管 的 闭塞 电 床 ,5 和 S, 为 屏 流 和 山 流 特性 曲线 的 

上 开展 《直线 ) 的 互 导 ,Ro 为 电子 管 在 屏 极 反 应 区 中 的 内 阻 (这 就 
是 说 ,我 们 假定 ， 当 电子 管 屏 极 电压 足够 大 一 —#。 > SR Gu + n) 
一 一 时 .不 存在 异 极 反应 , 即 屏 流 ;只 与 栅 压 xz 有关 ;与 此 相反 ,在 
屏 极 反应 区 , 当 а, < SR Gu + в) 时 ， 则 屏 流 完全 决定 于 屏 极 电 
ВЕ, ЕН). 

ЗЕЯ НЕХ Ray РЕ kE RELI, P ии. 将 划分 
KARTE RR, ЗЕЕ AER a НО pa ph ЕЕ 
性 的 。 这 些 线性 ”区域 表 示 在 图 571 上 : 区 域 ( 人 和 (ta) 对 应 于 闭 
ZOETE (+, = 0), 在 区 域 (0D 和 (Ifay 中 没有 屏 极 反应 , RN 
is ДУМЕ и 有 关 ; АА, RRDA A A ARERR, 
АН ВЕЗЕ, Е дЕ Р Р РАЈ АЕ: 在 区 域 Ja), 
《IIa) 和 (HIa) 中 и > 0, АЕН ГИНИ, 

ET 


kS > 2. + S, + 4 ЖЕ, > 58а, (10.59) 
MARRA ИЕН ЗР СО, Е.Е РАСТ CH Л ЕЕ 
Б, R = ©, Ш gla, и.) < 0. И, ШР 
Алая, #EDCERCIDHCHTa)rhH НЕ АН АНЯ “ВН” Z: sJ СЕК 
ЕК). 与 此 相反 , ЧЕХ 00), Иа), CDAD H, В FERAE 
区 和 屏 航 反应 区 中 ， 则 可 能 出 现 相 点 的 “组 慢 失忆 有 限 的 速度 7 运 
zi, НЕС 0.55). RIT, ЛЕН НЕЕ ЛУВА АЈ 
WAR RR EDREAL R, НОННА Г, ХОРЕ 

н = to и, D Ü Ж и, = SR (w в) >o, 
ВЕЕР, ПЛ 
量 岗 变量 x, у, и, 其 与 旧 亚 有 量 以 好 下 关系 式 相 联系 : 
и = нух, t, = huy, ta = Грб, taig (10.60) 
“为 简单 起 见 , 下面 我 们 把 新 的 无 量 岗 时 则 ге 以 * 表示 ,而 旧 的 普 
ЗНУ Та ДИ a 表示 ; 在 相 平 面 的 不 向 “ 线 竹 区域 中 ,时 间 比 例 尺 
АНИ), 此 时 ,“ 缓 慢 ” 运 动 方 程 组 一 一 方程 组 (10.55) 一 一 
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— 


可 写 刻 如 下 形式 : 
£ = у — А — a(x,y)z, 

о, } (10.61) 
其 中 

L G) 


LL 2 
аи В) = 2060) 1, 


а(х, у) 一 


WE b say eri, е 


[上 当 *<0 hF, 
R 
G 一 一 十 3 М «208, 


у [ma 


Ra 
1 = £ 在 区 域 (DD 和 (Is) 中 ， 
fi H 
ü a it + a ERRODAa ) rh 
вл. 


Ë, 
К 
为 折算 无 量 岗 屏 极 电压 (电源 电压 ). 
在 相 平 面 x, y Е Ба ИХ АН ХАН Г 
£= 1, y> R y= *PtG + 1) > o, (10.62) 


HmBREK3 PF (10.582 则 可 表述 如 下 : АЕН (10.62) k 
i, Е 


Grr — 


H rty (10,582 
r(x,y) 


PETERE ЕН: -SER TRE >= 2: 1825, 
A TERARI (10.582), Ф018, 寿 “ 级 慢 ” 运 动 区 域 中 ， 即 区 域 
(1), Па), ООК Шарф, 06 
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其 中 R, В ЗЕНОН ЕВС (1) 和 (ta)rh R, = ос, ERRON) 
有 R = ke); 因此 ,磁化 电流 


р > A 
f = # TOL 一 Try) + 24. (а) 
此 外 ,电容 器 5c ГЕ 
r = (x+ yh. сё) 
ЕТЕТ ОВЕ Я РЕС 10, 58a) пр КЕЯ RO o. 5в у r Ем 


式 中 导出 ， 

AT EEM, FE pT ES ТЕ ER RS ЫА А EER BHE ps, Же E 
要 作用 的 小 帘 生 参数 中 :寄生 电容 是 基 主 要 的 ， 并 李 略 变压器 的 微小 的 滑 磁 
通 . JW, SET х,у ГНЕВ 

* + y = 常数， (r; 

ВЕЕ Я НГ Pa alip Typ Fei E Ее R aa 
程 中 ,电容 器 C 上 的 电压 # ЕАК), MERE ЕВЕ. 
ЖЕЛЕ, ВК Е РАВО Е ЦА ДЕ). ЛЕНИЕ 
КРК BS YS EAR ЙЕ. (ЛЕЕВ РУКЕ К в) Hi 和 寄生 电容 
BFE НЕВЕ РИН ET ETERRA. 

ВЕР 67), ТЕ ЖЭР ТЫ x, y BHH REDEE J REH. 

由 方程 组 C10.61) 中 可 得 出 对 今后 很 有 上 用 的 方程 


£ C +y) = — fale, y) +], (10.612) 


例如 由 此 方程 中 可 以 导出 , 当 x< 0 (азы, x + y 增加 
《而 电压 > 期 减 /小 )， 反 之 , 当 хо (из) BF, z + y ИЖ 
Cz В), 

kanika au ss х, y Е, 


i>] 和 大 ， ти, JE < Қ < R, (10.63) 


НОННА (а 2959, 
十 ,而 КЛЕ, 1/5, 和 к/к DAR HANES ANILERE, 
远 小 于 电阻 R), 

在 区 城 CD 中 (电子 管 闭塞 , 即 ¿= 0, = 0, GG) = ТЫ 


бу) 一 一 S, ПОЕНЕ Fen ay Es ER 
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如 下 线性 微分 方程 组 形式 : 


#= у= А А 
у ka } (10.64) 
ӯ = 4 — y 一 biz, 
яр 
а =— -. L = _ L _ 
` CR C R: ° 


ВР ЛЕН 0 < b < a < l; EKRU zs = 


ЖЕН g(x, a) = 1 + К? = L 
ri . K Кн fi 
方程 组 t10.64) 的 特征 方程 


22 + (I + a,)À + a, + b, == 0 (10.64а) 
当 оз < a < HRA ТТА: 
= — у =< Ü 利 А == yri 0, 


Hp 
Yi = x + hli + О(а,)] = йу, 


ит hll + O(a.)] = 1*, 
方程 组 (10.64) 的 通 解 为 : 
x = Be nt Ве" a Вей + Bie™, 
y = 1 + B (a, — уе + Bila 一 ое (10.645) 
== 4 — В ети — Ву, 
图 572 РЖЕВ ГР CI 划分 成 相 点 的 ЕВЕ 
图 。 在 此 区 域 中 ,有 两 条 直线 轨 y = хх у= + хол, 
其 中 x = — b == 0, x; == — 10, НЗ СЕНА y= Ataa 
的 小 邻 域外 部 ) 则 接近 于 直线 x + y 一 常数 (更 准确 些 说 ,接近 于 
平行 第 二 条 直线 轨 线 y 一 4 хос 的 直线 )， 相 点 沿 这 些 轨 线 赵 
向 第 一 条 直线 雪线 。 不 难看 出 ,所 有 生计 y > 0 区 域 中 的 轨 线 都 


А Aa УЕ ИИ. 
1) #B3B010.654.,F] S RERA y= + xx HA RRR 
X'+ (1 — ax + bi = 3, 


外 出 可 得 
x, = И + ба ра, = - 1 +a + B, [| + O(a,)) z—1. 
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从 区 域 (的 边界 线 一 一 半 直 线 Г, 
r= — 1, > а 

Эра уг, — а, PF3 # 20). МЕ, НЕ 
位 于 直线 * 十 ?一 4 一 工人 下 
方 * 的 轨 线 都 迁 人 几乎 是 水 平 
ВУ у = Я + хх 的 微小 邻 
域内 ， 因 而 在 极其 接近 于 点 
(一 1, ЧЕ, НН 
T». 

RREI A y O 
= À — a) HAREA aF Pr ak 


Š 。 一 一 1, 则 在 这 以 后 将 党 相 应 
SŠ | 的 “迅速 ”运动 轨 线 CHE 8 
š х+у= у КЕ О, yt), 
а > 此 点 可 由 跳跃 条 件 (10.58s) 


(电容 器 C 的 电压 和 变压器 磁化 电流 的 守恒 条 件 ) 单 信 地 碧 定 。 并 
REFERMI), BREULS. АЛИ, BEA (=E, 
У базе РОУ. 


ж 
бо, ДЖ +, < R, 
=: R ři Ti 
ELS 
j x + y£ = — 1 + р, 
由 此 可 得 


* 区 域 介 中 站 于 原点 附近 的 一 小 卖 ( 几 平 是 一 三 角形 ) 区 城中 的 雪线 应 除外 ,因为 
ЗЕЕ ЛВ. 这 亦 基 为 什么 上 一句 话 中 说 “所 有 位 于 y>0 84 
中 的 执 线 …… 直 出 区 域 和 六 ,显然 ，y<0 Я ЛА, ЛЖ 

走出 区 域 (D- -一 译 少 注 ， 

1) ЖЕНЫ, НАЯ y = 4 + хи ГОМЕР 
下 器 绩 回电 压 不 大 时 由 容器 C HEERKE, МНЯ, ард, 


ОБТ ЕЕ 由 的 变化 与 et 或 гк Ск JEBI ELMI SBI mEt 
fL 
余 雪 线 运动 时 , 则 变量 x sa y e e 或 < L H AREER. 
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1 1 1 I 
мыть an EERS 
k == 2 1 2, * + (10.65)D 


с + 1 G + 
ғ) F3 


(AX n> À — a, >> 1, FA ож ocre Eat + 1), 


即 点 (x y RAFKO A А ук < y). 
ERKON) 中 , 妇 屏 极 反应 和 栅 流 区 域 由 (在 这 里 R= К, E. 


ва) = G = =, 因为 通常 5, > 2), 方程 组 (10.61) 可 写成 如 
下 形式 : 


- = 一 A — 
7 и) (10.66) 
р = А — y — Бх, 
其 中 
L G L 
=£ S p= Ро, 
K: С Р ? C 


РЕБ ОЛ, = 1( G + 2) w ВАРУН, НЯ 
ERRO) О А (10.66 НН 5 E А: 
dy _ 4 — y — 5 


А (10.66a) 
dx y— 4 — ах 
线性 方程 组 (10.66) 的 特征 方程 
42 + (I -= TD +- z, +- Р = 0 (10.66b> 


由 于 а; Ж 户 之 值 的 不 同 , 妈 中 于 间歇 振 葛 器 栅 极 电路 的 特征 蛆 抗 
与 电阻 


г Р Щи 
1.1 т J (K a ЗВ 
g~s о 05, (+ D) 
三 者 之 间 的 关系 不 同 , 或 具有 两 个 负 实 根 ( 当 (1 一 а) > 4, ВР), 
АРА ЗЕЕ НН (аа (1 一 ap? < 4). ЖЕ 
出 ,存在 有 这 样 两 个 数值 p 和 o СН. o, < A < p), Мер 


和 e > o, 时 特征 方程 (10.66b) 的 根 为 货 实数 ,而 在 p < ° =< p; 


* 839 + 


BJ УЕ. 

与 此 相对 应 , ERRON аА А YT SR ak ЯН AB104229 8 
З ЯВА OERE za Ч TERREO, 4), MERR Oa) 的 外 
BE). ЕЕ НОТ АННА ВЕРА а ЛЕВЕ. ЧАЕК 


HHR e 一 СААТА E NOREN, REH 


线 的 形状 更 加 简单 . 
ц о BAEK, НД <, b, > A 时 ,在 纵 轴 的 小 邻 域 外 部 ,5 a= 


+Ë п СЗО е (10. бба)), ПАН. ШТ ГА y 一 a х = й 


а Нм, и 


F: 


为 在 区 域 4HTIa) 中 磁化 电流 
i = | Сх 一 2]. 


当 相 点 沿 这 些 轨 线 运 动 时 , * 和 3 E TRANE, ЖЕ 
及 屏 流 诚 小 )， 与 此 同时 ，* 十 》 ВУЛ, АПАА СИЈА Е е 


的 增加 ,比较 最 早 ， 换 名 话说 , 当 a, В, > 4, 即 o >> 一， Zr, 


ERE URRA 25 Е ВЕНУ н Е Л ARE, AER 
减少 (这 种 减少 最 终 将 使 电子 管 闭 完 ) 则 是 由 于 电容 器 CC 上 的 电压 
# 发 生 显 著 和 比较 迅速 的 变化 而 引起 和 《由 于 电子 管 中 有 栅 流 存 
在 ), 和 而 这 是 和 变压器 栅 极 线圈 电 上 夺 的 增加 无 关 的 。 这 标的 停止 发 
НЕЕ ЖАННА 2 18 З 70 ЗЕТА А НУЖЕН. 


与 此 由 反 , 当 р = "P 的 数值 足够 小 ;, 即 аз, 6, <1 时 -经 
= 一 1 (ЕН y = 4 Нах 和 y = А — bx Коо 
ЛАА ЗЛ РЕ * + ?一 党 = 直 线 ， 
在 此 情况 下 ty < 4 — bx НИЛУ n, нса 
I ue НИ ЈУ, ДЕЧ, ЖЕН АРЕ СОННИКА рУ Ei Z gÉ С fJ 
电压 v ЛЖ, TREIA 它 将 使 脉冲 停止 发 出 ) 则 主要 起 
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IR TRE FB 7 SEPSE WDR SEE: ДЕСА L < 的 碱 小 而 
E 
SPEA. РЕ а 
НИЕ. 
ДЕСЕН, BAAN, ПАДНЕ ВЕ ААБ НЯ 
Са) ОЖ А. РНЕ НО ГЕ ENEA 
(10.66) 中 得 出 ,车 在 其 а 
位 于 点 (0， Фу yE ha SABE, SAIRE EE s+) 
二 常数. 
相 点 沿 翌 流 区 域 (00 和 (Ta 中 的 “ 帮 慢 "运动 轨 线 运动 时 ,一 
定 达 到 这 些 区 域 的 边界 线 一 半 直 线 T: 


yt 1) > 0, 


HEARR RE s" а, HARA Н ВК) 
Кас), 

ПЯ ka Е Ее Г, 上 的 点 《za у), MERR НСА, 
ORRE ETERA tk: 


F y 
这 于 == G(r) z; 一 Pa з 22 TF == у», 
R rr 


Hp 
Paeon lE о 


r = z, + y; — y> = (1 一 1) y: + Ll + rGCe le (10.67) 
ry А 
ЕГЕС ОЕ: | 
71 


ARKA Г, ЕВ АРАД А a B hn AI Л, (sj Sh. 
24, ДЛЯ Су ЗЕЕ 572 ЕЮ, НА SISA Gi o DUA, 


1) ЖЕНИ, ВЕНСАН АУ 
ВАЗЕ By FPE ООН 地 > у,2>0. RE- ашаа нев, 当 
z UE y: DS IRF, с НОА, уб НК, 
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ЧЕ SB (10.64863 ARREK (D 中 作 ” 缓慢 “运动 , 重新 
到 达 半 直线 ru 由 此 再 跳跃 到 区 域 人 ITa), 刀 此 往复 运动 下 去 . 

由 此 可 风 ， 当 自流 条 件 (10.59) ле, ЈИ Т АЕА 
续 振动 。 此 振动 由 相 点 在 区 域 (D 和 QITa) + GHD ift “28487 ЗА 
动 , 以 及 由 区 域 (D) 向 区 域 CIIa) 和 由 区 域 (aX 或 CID) 疝 区 域 (I) 
的 “迅速 闷 豚 于) 运动 交替 组 成 、 很 明显 ,此 时 ,在 癌 歇 振 落 器 的 振 
动 过 程 中 , 和 相 点 在 区 域 (2 中 的 运动 租 对 应 的 是 振动 过 程 的 那些 
阶段 ,在 这 些 阶 段 时 间 内 ,电子 管 处 于 闭塞 状态 ， 反之， 和 相 点 在 区 
域 (IEa) 和 (II) 中 的 运动 ， 则 对 应 于 屏 流 脉冲 的 发 生 过 程 电子管 
处 于 开启 状态 ,但 屏 于 不 大 ,因而 有 屏 流 反 应 》). 


4. 间 歌 振荡 器 的 不 连续 振动 。 为 了 和 守 求 间 拘 振荡 器 的 相连 
续 振 动 ( 自 振 ) 并 研究 其 稳定 性 :我 们 米 赋 究 由 相 轨 线 实 更 的 半 直 
2 Г, РЕ НЕ АЗ ПС 573). 5 ЯНА Г: 

к= — 1, у= £ — a, 

ЕМ НАУА АЗК. АНАН, АГЗА МЈ 
AeA УПО 0-65 В s 确定 2; 然后 洲 区 域 (H1a) 
Са СШа) MOD й “Е” ВИАН Г, 上 的 点 
(x, уз), ВАШКЕ ТН GF уг; вела, НАСТ) 
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中 的 相应 “组 慢 ”* 运 动 轨 线 再 重新 到 达 半 直线 Г, БАЈА (1, 
?此 点 则 为 所 研究 之 点 变换 П; 
y = H(;) 

很 明显 ,在 半 直 线 卫 E, 必 存 在 这 样 一 个 初始 点 区 间 А 一 а, 
5545, 与 其 相对 应 的 点 Ka， 位 于 直线 十 ?一 才 一 1 的 下 
方 ?"。 在 此 直线 的 下 方 亦 将 有 相应 的 点 (x¥, уг), НЩ ¿o < 1 
WJ. ERRORE Са, 六 ) 开 始 的 相 碳 线 将 趋向 轴线 y == 4 的 
小 邻 域 , 并 在 接近 于 点 (一 1 ЧУ БАЗЕ Г. НН, 
当 A— a S<: < s hI ума, ЕЖА 5 = ПО) 在 :的 这 
EWP, Аа Dr KES 2k. НИНЕ 
REISK, H sa Bf Q < +. МД, БРА SA 228 38 H AEDXd py 
УЛИК А AROA ES Bl ЖИР 574 ВИ. ИГТ 


. 1 
да 5 
> | , © 


№ 574 


УД =; НН Рая: = о И, НЕЕ 
ОА ПЕНИЕ, DHEERA х = st, ЧЕН 


ra 
ds | 


D ATERA ОИТ, НЕ, МН, < + y ССН РЫ С Б 
的 电压 # RE) ПЕН Дт 
ZO + yy = [a + b] = <0, 


平面 z, y В РЕА RERIK, IIRI- EMER Г, 的 交 
点 当 b < 1 时 接近 于 点 《一 1!, 0). PAIK Д EE 
( 当 :一 оо RENE EE ADERE НЕ 
将 建立 起 同一 个 不 连续 自 振 的 工作 状态 . 
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RIRE IR, РАНЫ В ЕА a J aE SE РАЗНО ВСВ , 
ЗЕЕ Р СШ) НЕЕ, ПЕНН X Ok ГЕ 
Ж a, 和 в, КИН. ТЕН 575—577 ЕЖА Y ERIR A gs FERE. 


抗 o= J ЖИЗНИ ЗНАК E 5522 АЕ Е, ЕЕ 


和 和 屏 流 的 波形 ， 图 575 对 应 于 р > 二 /如 客 性 恢复 情况 ,此 
时 区 域 (Tia) 中 的 轨 线 接近 于 下 线 > — 22 z 二 常数 或 1 二 常数 ); 


qz 


图 576 对 应 于 p БУНИН, 577 对 应 于 о < =: J2 


CREIRA hata, MER ARGU НЯ PEI ER y = HY 
数 或 e = WRO. MENRE E is ЙИН i。， 屏 村 脉冲 no, 以 
B и, 呈 直 线 关 系 的 输出 电压 脉冲 ， м fz ~ г 时 , ИЕ 
(ERR DEER REA RA ВН, ЛН Р ВЫ ФЕТА, 


ШР b < 1 H, (2 < R 时 ,极限 环 与 半 直 线 T 的 交点 


HETO, A, РНЕ S ASE E Ei 
WRAHA, ЕЕЕ, а яаа, еу, 188) 
很 大 的 简化 . НН, Н (0.65 ЕКОЕ S BU А АУЕ 


т: 
1 1 1 z 
д, 6 
х* = 72 rt F3 д. A Rn 
| 1 ганга 
G + + S, + £ + 
f2 Е, Юн 
1 
4(6 +, ])—G Sa 十 
ж = г, Ен 
ў w 1 2 = A, 
G+ 一 s, +Ë + 2 
ғ К, Ry 


НЗ ВНАЕМ С № Г. 设 r= фб), у = ФО) 为 区 
域 (Ша) pA RR ЕН РЕ, ЩЕ НЛА (хк, yv) 开始 
G = ОКР, ЗВЕРИ Er GHR НИЯ, х= pU, у== (r) 
Н С10.66) ЛЕ АЯЗ: po) = аў, Ф(0) = НН), 
Ея FAR Г, СТЕ Соо, уо). EAR 


Ф( = Е + gD) — ФО) 


СФЕР (Ta рч йЗ PO > 0): 此 时 ,方程 

Ф) = 0 
的 根 ”, АВ НА ГАЈ о as BH 2 НА AS Bg pk ah ht qa BECER MEK 
域 GHla)"* ЕРЕВАН АР), ПОРЫ Я Г 之 交点 的 
坐标 则 为 : 


хр = ФС), NY 
Ур лау Аа Br, 则 脉冲 宽度 将 等 于 : 


* ИСИ)" ЕЕ. 
1) ДЯ ФО = 0 具有 若干 个 根 《 这 只 有 在 《4 — a <45, 时 方 必 可能?， 
则 字 应 迎 解 为 此 方程 的 最 小 严 根 。 
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r=L[ G + 二 je» 
ВН Се, FiA, AR BROT ORR RER rt y 
= ARRE OS НЕК EL A Се DOLA AERA. 67) 
决定 ,并 位 于 区 域 (DD) 中 ,然后 沿 着 从 点 (好 , 疗 ) 开 始 的 (z 一 0 sf) 
“缓慢 ”运动 轴线 (10.64b)， 
хо [A — (ао + yer + (а уе, 
y = A — (A — уе" 
ВКО». 
设 为 丰 点 在 区 域 (TD РЕ, BAKER Г, 的 时 
ZJ; и 显然 决定 于 方程 r= —1, WA a < 1 М eT ете, 
决定 于 方程 
—1 — [A — (=, + р) е7, 
Hf BL, ЕЕК, РЕ РЕ ОКНА, Е 
KRU RH E EAR E r ga e 


i — Infa 一 《zy 十 5.71, 
A 


车 采用 普通 时 间 单 位 则 为 : 


D Е ИЕ REO, АГЗА ЧЕТ ra 则 在 这 种 销 况 下 ,应 将 同比 
振荡 器 插 动 方程 分 别 在 区 域 C1TIa7 和 (ID 中 如 分 ， 并 应 用 就 钱 通过 这 些 区 域 的 边 
ВЕНЫ ЗЕ ЕЕ ВЕНА НАЗВА „ЗА НЕОН E R OH a ACD E ASA E 


的 方程 ; 
r= plp, y= piip 
HARAS 
Di) = 2р + Фа Саву) — фаба). 
此 时 ,方程 


ФО = 0 
的 根 将 为 肪 种 宽度 т ЕЕ S by). Па, УР 
хз = = аСт), у. = ут), 
2) Е г = F| х — zF Я y = уў, МС SIEA 4.4: 
B + Bi = M 3 — В = yP, 
НЯ bgl, Fk 
B, = x# t уф — 4 = — | (х. + y.) E. Bi = À — yh. 


+847 ， 


T, = — 1 = CR 154 — (x; + yol 


由 于 通常 脉冲 宽度 г < T, Pr B Sk Ио Е ИЕА АА 
T = T+ r Т, 


$12 对 称 多 谐振 荡 器 


下 面 我 们 来 研究 对 称 多 谐振 荡 器 的 外 振 ， 这 种 多 谐振 菏 器 是 
管用 的 一 种 电压 不 连续 振动 发 生 器 , 它 是 再 阿 布控 加 姆 (a6paraw7 
ЖИВ (Блох) —. ЛЕНИЕ те, 

Гы. YTA E, ВИН БН БЕМА ET 
НЕВА, tika rra SEP, IRE ЕТУ 
管 和 ;具有 相同 的 特性 , ПО H iB ВАНА а 6 AT рН 
相同 ), 则 可 以 得 到 这 种 电路 (采用 图 578 中 之 标记 ) 的 振动 方程 : 


Ë, 一 Ga + =) — i + в — E, 
R, Р, 
Е. — (z; 十 =) ЕЕ ia + ta — Е, , 
Р, R, 
d а O Е, 
dt R, ` 


‚848, 


с = ка Er 5 


3: Re 
其 中 电子 管 屏 流 г 和 ia 分 别 为 和 PA s BIRRE: 
fal == CR гад = 1,08). | 


显然 ,电路 具有 唯一 的 平衡 状态 ,在 此 状态 中 s = a == F, фи = 
fa = i (E, 2 = s, = n = Е, — Ri Es) — E, 

为 简化 推导 过 程 起 见 , 引 人 无 长 纲 变 量 xi, to pu ya RAHE 
ЖЕ sa, а, at 22 РАБ FERAHA: 


ta == Eg j+ tht tnn 


R, 
8r: = pp + (1 + Re): Ут. 23 


Bp m 为 某 种 电压 比例 只 Сал, хо, и, уо ЭНЕН: Ç — iB, 
ЕВУ ЗЕ ЕТЕНЕ), TEREE 
= ію А 
CCR, + RY 
Tua, ПУА: а АРЕ ДЭУ 


p) = РЕКЕ, + m ° к) 
i)! 


—1.(Е,)], 
其 中 3 为 特性 在 工作 点 处 《 即 и = 
Е: 处 ) 的 五 导 . ATENE 
№, ТЕТЕ ЕНЕ 
КЕ Е, ERRI, СТЕ 
ЕЕ 5 70) x HJER р Ж, 
НАСА |x ИУ ААИ, FE 
趋向 零 ; 显然 ，0 = ф(х) = 1 (图 
579), 
ЕУ А, ПИ ТЕНЕ ВУ ЕЕ АД 
下 形式 : 
— у = x, + Афр, y = x, + че, | 


уж, ў T Xis 


f 


(10.68) 
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其 中 


为 电路 参数 ， 它 是 一 半 电 路 的 诸 元 件 所 构成 的 放 关 器 的 放大 了 系数 
《对 于 高 频 而 言 )， 消 去 y M у. 1105, ДИЗНИ х, F x, 为 有 
变量 的 一 阶 逢 分 方程 : 


i + kp Ca) 十 z, = 0, 
ia + kp Cadi 十 x, = 5} (10.682) 
车 对 于 а 和 为 求解 , 则 得 : 
хр = = — kg“ EDER 
ув’) 1” обв 


= хз — Ro (а 
Афр’ (=) Pp (=) — 1” 
这 桩 ,所 研究 的 这 种 多 谐振 荡 器 力 是 二 阶 系 统 ( 在 忽略 所 有 寄生 
数 的 条 件 下 ?, 因 击 其 其 态 可 用 平面 rp z, 上 的 点 来 描述 ， 
若 对 由 方程 组 (10.68b) 中 导 噶 的 积分 曲线 方程 
dx _ Р(х, ж) ж — kg (ао). 
dx, Об, ж) ха 一 Кеф Сау) 
BARA ya АНЕ, WP EGER, 方程 组 (10.68b) 不 可 能 有 连续 的 
周期 解 ,因为 表示 式 


xz = 


% 


ЭР, 90 
+ S = + 2, 
Әх, Эх, 


AKER RE. 

在 唯一 的 平衡 状态 {x = 0, у= 们 .上 ,特征 方程 为 : 

(1 д + 24 +1 = 0, 

因为 根据 电子 管 的 无 量 岗 特性 的 定义 , 有 p (0) = 1, ЩА 1 
时 ,此 平衡 状态 稳定 ( 净 定 结 点 )， 不 难看 出 ,所 有 相 轨 线 都 向 它 趋 
WWG — + оо WJ), 如 名 话说 ,多 谐振 菏 器 在 任何 初始 条 件 下 部 走 
向 平衡 状态 ,而 不 可 能 发 后 任何 自 振 . | 

因此 ,下 面 我 们 将 只 研究 

k>1 
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П а, ВОЩЕ — Чр К КАА Сла), НИЕ АР АЕ Р 
КУ, НЫ А > 1 时 ,在 平面 xz 上 :显然 存在 这 样 一 个 点 集 
会, 在 这 些 点 上 满足 等 式 
kp app (x, — 1 = 0; (10.69) 

ПЕРЛ ERRAT, 它 是 闭 的 ,并 和 且 关 于 分 角 线 以 及 平 
1 r z, 的 坐标 轴 对 黎 ， 在 此 曲线 T 上 , в # z АК, 而 
且 重 要 的 一 个 特点 在 于 ， 此 曲线 一 部 分 上 揭 点 为 方程 组 《10.68b) 
之 相 轨 线 的 正点 * 因 而 在 其 上 ,对 于 忽 五 电路 的 寄生 参数 而 建立 的 
279 (10.680), ЖЕЛЕ. 这 样 一 来 ,由 于 忽略 了 寄生 参 
数 ,我 们 又 得 到 “有 缺 悄 的 ”动力 学 模型 ,利用 此 种 模型 的 方程 不 可 
能 研究 多 请 振荡 器 的 性 状 ( 这 显然 是 由 于 在 建立 这 些 方程 时 ,我们 
曾 弃 去 了 寄生 参数 中 对 于 多 谐 波 萝 器 的 振动 过 程 起 重要 作用 的 一 
些 参 数 所 引起 的 ). 

2. 电 压 m 和 u, 的 跳跃 。 ”下面 我 们 将 证 明 ， 计 入 小 寄生 电 
容 C. 和 Ce (在 图 578 中 以 虚线 表示 出 的 ), М k > 1 hF, 多 谐振 
荡 器 中 将 有 不 连续 振动 

若 汐 虑 小 寄生 电容 C, 和 Cs (但 其 他 篇 化 假设 同 前 》, 并 采用 
上 上 面 引 人 过 的 无 量 岗 变量 ， 则 多 谱 振 菏 器 的 振动 方程 具有 如 下 虽 
阶 微分 方程 组 的 形式 : 


E% = — y, — x, — ko (x) = Е, LETS yD, 
Бйз = — y — ха — ф(х) = Ри, 22, »), 
А Pi 一 tis фр == м, 
其 中 (10.70) 
Р, 
А Е, C + С 
2 
£ + £] < 
R 


Е 


为 正 值 小 参数 ， 它 表征 寄生 电容 С. C, -5 C HERRON., 
ЖЕН С.И С, 时 多 谐振 荡 器 的 振动 方程 的 推导 ,以 
更 将 这 些 方程 化 为 无 旦 岗 形 式 的 过 程 ,这 里 从 略 , 困 为 与 此 有 关 的 
推导 与 本 章 $ 5 中 推导 方程 (10.267 时 曾 进 行 过 的 完全 一 样 ， 方 程 
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组 C10.70) 是 对 电容 Ca 和 C, 足够 小 (Cl Cs < 上 的 情况 ， 写 出 
的 . 

下 面 我 们 和 概 路 地 研究 一 下 四 维 祖 空间 xz. ta у, ya 划分 为 方 
程 组 410.70) 的 轴线 的 农 限 情况 ( 当 м — +0 时 )。 在 此 空间 中 划 
НАЈ Е: 

一 各 = x, + ф(х), —y = x, + Apka) 
为 ”退化 ”系统 Cp = ОКОН: 此 曲面 显然 与 坐标 平面 41, =, 同 拓 
$h MAE FREE х, а 上 的 点 德 此 间 有 单 值 连续 全 对 应 。 在 
四 维 租 空间 中 , 位 于 此 山西 己 外 部 的 每 一 点 (xi ха, у, IDE, 24 
вэ +0 hj и, +, co, Ш ў # s, 则 保持 有 限 值 ; Ae, 
在 п +0 ПЕ, EAE F КВИ Не Talia BT a 
注 的 相 轨 线 都 记 于 平面 
Yis 5 = 常数 

rR. НН Е" S Sh (24 в LE J hp. ЗЕЕ x, M 
r, ВНЖ КИЕВ: ТЕЗ 
化 (寄生 电容 越 小 ， 变 化 越 快 )， 在 此 过 程 中 栅 压 za ЯН и, 发 生 “ 跳 
路 ,而 电容 器 CC 上 的 电压 n 和 в, 则 保持 不 变 ， 

ЗА ЛМК, ЕТЫ у, у= УС, О 
的 "迅速 "运动 轨 线 的 近似 (新 近 ) 微 分 方程 ,可 由 方程 组 《10.70) 的 
前 两 个 方程 中 得 也 ， 只 家 将 其 中 的 变量 y, 0 у. АН ЕЕ У у 
幸 即 可 ,它们 是 : 

д = — yi — хр — АРС) = F (an, tn YU, 
nk, = — y — x, — крб) = Fale, x, 0). } (10.71) 

这 些 方 程 当 然 仅 仅 在 平面 у = yi, у; — уз 和 曲面 三 的 交点 
的 微 个 分 域 外 部 才 成 并 ,而 它们 的 和解 也 仅仅 在 有 限时 人 间 闻 隔 内 ,省 
能 近 伺 表示 精确 方程 组 (10.70) 的 解 (同样 在 曲面 F 的 外 部 ， 且 & 
лв, 


[SR Ж ЯНА, 近似 方程 组 (18.71) 不 能 有 闭 相 轨 线 ， 因 
№, 所 有 “迅速 "运动 轨 线 的 走 疝 决定 于 方程 组 (10.71) 的 奇 点 及 其 
分 界线 。 方程 组 (10.71) 的 霄 点 显然 是 平面 y = yt, у: = 只 和 
HE Е НЗ А, HIH HR F ЕВ ХХ (а, z. У, У 为 近似 方程 组 
《10.71) 的 稳定 结 点 , 若 


. 总 tr)p ird — 1 < 0, (10.72) 
ЯН, а 

Rp Сх) (а) — 1 > 05, (19.72а) 

Ed. Ваа АН СТЕ. н 0 БНУ РУ yuo 


уз = ВХ ЕВ а, БВА F Біле 
ke ф' Са) Cr) — 1 0 
у(х, Fis Yis 2 出发, 走 同 曲面 вр 
Pp (кф (xi) — 1 < 0 
Я ВУ АО, ВАТА F РИ ВОН ЗЕД 
相 轨 钱 都 走向 它 的 请 点 ) 忆 后 将 用 FT Е. 
由 此 可 兵 , 当 下 是 人 驶 个 时 , 相 点 的 “缓慢 "运动 相 轨 线 人 z — + 0 
时 其 机 速 取 为 有 限 值 ) 只 能 位 于 曲面 Е": 
—y 一 + kolz), — y: = zx; + kpli), 
kp (Cr)p rd — 1 =< ü (10.73) 
НУУ СУЛА) и 量 级 ) 内 ， 在 极限 情况 中 , 即 и —> 十 0 时 ， 
这 些 " 垦 慢 ”运动 轴线 衬 于 曲面 ЕТ 上 ,其 微分 方程 可 由 曲面 Ff* 的 
方程 及 方程 组 (10.70) 的 最 后 两 方程 中 获得 , 即 与 前 面 忽 酷 电路 寄 
生 参 数 而 得 出 的 方程 组 (10.68) 相 重合 的 方程 . 


ПЕРЕМ Же, ка, yl ое, R RR EA EAA ТНУ Е, 
fE ER 8 О Г (a £ AA 83 11890.18): 


ð} ОЕ 
Dx, бх, 
ÖF: maal. 0 
Эх, Эх: 


А + 2A* + 1 р Сал раа) = 0, 
* 原 书 为 " 24-Е, 
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“缓慢 ”运动 区 域 (区 域 F+) 的 边界 线 为 曲面 上 的 闭 曲线 v, 

此 曲线 决定 于 方程: 
Ap Crp (а) — 1 = 0; 

疗 时 ,根据 前 面 对 电 子 管 特性 所 作 的 假设 ,区域 Ft 力 是 曲面 上 
位 于 上 曲线 7 外 部 的 那 一 部 分 ， 由 于 在 “缓慢 "运动 区 域 中 【在 曲面 
Ft БЫ, ХР НЕЕ, 
ЖЕ F+ 的 无 限 远 部 分 (参看 方程 (10.68))。 故 相 点 沿 曲面 
Ft 上 的 “缓慢 "运动 轨 线 运动 时 , 必 将 到 达 其 边界 线 y， 在 这 以 后 
相 点 沿 相应 的 雪线 yo y = ЕЖЕ СКВ, 并 重新 加 
到 曲面 FE+ Е. 跳跃 终点 的 坐标 n= zf, n= 好 ЕЯ 
点 坐标 = = х1, z = zr 以 如 下 方程 彼此 联系 : 

хў крб) == ху + Кеб) 

z? де") = x; + Абар), 
因为 在 跳跃 时 间 内 , y 和 RAR C ERRE o, 和 о yE 
y ERS SSR ЕСХН F? E. 

在 记 研 究 的 问题 中 , ВЕЕ ЯЕ Pk(10.74 ЖЕНЕ y 上 的 每 一 个 
Ar, хг), НЕА НЕ ВОВЕ (аб, 过 )。 因 此 利用 跳跃 微 
分 方程 组 (10.71) 来 确定 姚 著 终点 , 就 不 是 必须 的 了 ， 然 而 研究 这 
些 方 种 却 使 我 们 有 可 能 找 出 “迅速 ” 运动 轨 线 本 身 ( 当 参数 /足够 
小 时 是 近似 的 )，、 找 出 跳跃 时 间 内 变量 x, 和 а. НН. Р 
曲线 7 上 的 跳 医 起 点 ， 对 于 近似 方程 组 (10.71) 米 说 , ВЕ aN 
奇 点 , 由 此 点 出 发 的 仅 有 方程 组 (10.71) 的 唯一 的 轨 线 、 此 轨 线 即 
为 我 们 所 关心 的 "迅速 "运动 ( 姨 跃 ) 思 线 . 

3. 多 谐振 水 串 的 不 连续 据 动 。 “如 上 所 述 ,当下 > 1 时 ,所 研 
究 的 多 谐振 萝 器 中 发 生 不 过 续 振动 。 此 振动 由 多 谐振 蓝 器 状态 的 
“RIR RIEBE u. 和 中 以 有 限 速度 变化 》 和 “迅速 "的 .路 聊 式 
的 变化 (C,, cr 一 十 0 时 _ о, с, co) 交 替 组 成 的 ， 我 们 


可 以 利用 平面 x, x2 AE FRIRE, AK к, z, 和平 
B y у == 常数 的 同 拓扑 性 来 研究 这 些 不 连续 振动 ,方法 是 将 平 
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(10.74) 


面 ж, х. СВИНЕ m, < КО ШВ” 
轨 组 (方程 组 (10.687 和 (10.71) 的 轨 线 ) 并 进行 研究 ; Pasa fa „АА 
标 平 面 x,, х ЕЛ Л р енг А) Xia X23 у V: 中 之 相 轨 线 的 
投影 ,因而 它们 可 能 彼此 相交 . 

平面 n, < 的 这 种 轴线 划分 定性 地 表示 在 图 580 Е. H TEB 
у 曲面 FT Кол 5 — ДЕ x,, x; 上 的 投影 为 曲线 了 
(参看 C10.69)), Р v, a: CER ХСН Р 的 
投影 ?的 那 一 部 分 , 必 位 于 曲线 了 工 的 外 部 ; 在 位 于 曲线 T 内 部 的 区 
域 中 ,不 可 能 有 任何 "缓慢 "运动 ,在 那 所 只 能 有 相 点 的 迅速 "的 跳 
路 式 的 运动 。， 相 点 在 “缓慢 ”区域 中 说 方程 组 C10.68) 运 动 , 必 到 达 
EE BR BJ 4 НА Г, hiti “迅速 ”运动 轨 线 (说 方程 组 
《10.2717 的 相应 轨 线 ?重新 "证 回 缓慢 "运动 区 域 . 根据 (10.74) 与 
а НН Г РАС, ху) НАУКЕ 5 А Ger, 
хў) ВЕР ЛАВ, АННЕ 天 表示 在 图 580 上 《在 采用 上 面 简 
化 假 没 的 条 件 下 ,曲线 三 为 一 闭 的 连续 曲线 ,关于 平面 所 x; 的 分 
角 线 对 称 , 并 包 国 曲线 Г). 

АНАКИН Г ла а С 380)， 则 以 后 的 运动 
BPLE s45BcC2… у, КН” ВАХ Ab, 
Вс, Cd ДЕНЕВ «А, bB, Cte 组 成 (在 图 580 上 
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Зе Ее Нло. all 
证 实 , 这 种 运动 的 结果 , ЖЕВАЛ Cz — + co 时 } 趋 近 一 局 
期 过 程 ,此 周 期 过 程 对 应 于 极 腿 环 Zw2o3、 拓 着 由 两 个 “缓慢 ” 运 
动 轨 线 线段 Xo 和 00, 以 及 两 个 歧路 要 线 oQ 和 a3 组 成 
在 这 种 周期 运动 的 全 部 过 程 中 ,部 满足 等 式 
мо А, y; = Ye 

ЗОНЕ, ПОР Не Я а Вие 
管 苦 性 的 对 称 性 引起 的 ， 扩 以 一 开始 我 们 就 可 以 假定 稳定 乌 振 是 
对 称 的 ;这 样 一 来 ,在 方程 组 (10.70) 中 ,就 可 以 设 mm = 一 ny ур = 
—у, 以 及 ФС) = 一 pl), МЛИН СИЕ. 

их = — z — y + ФС), 

y = х. . 

ЗАО НИНУ ER ТЕЗ R A — КС НИНЕ 
的 不 连续 自 振 时 (SERE $ 5) 讨论 过 (因此 ,在 ;5 中 得 到 的 结 
论 , 例 如 自 振 周期 的 表示 式 ,对 于 对 称 多 谐振 荡 器 的 定 恋 振动 也 是 
成 立 的 )。 但 这 种 研究 方法 将 使 我 们 不 可 能 研究 这 些 振 动 在 电路 
中 的 建立 过 程 ， 


ПРЕ И Е Е, ВЕНЫ [6] 和 著作 [58] 中 指出 
过 ,前 者 利用 方程 组 的 图 解 积分 法 。 НАНА Е СР НВ РАЕН ВУ 
ВЕРОНА, 

在 所 研究 的 丫 题 中 , BIRI -— APERA [B] а, хо, pu y: 中 的 闭 相 轴线 

ЗЕЕ zi, z: 上 的 投影 为 分 角 线 x, 一 — x, 上 的 线段 EO, МИНА, 

* 缮 在 此 线 既 上 和 运动 时 ,时 两 沿 一 个 方向 ,时 而 语 另 一 个 上 方向。 但 是 , 亦 可 作 浊 南 

相 点 沿 相 面 上 的 普通 极限 环 的 运动 ,来 反映 不 连 绕 周 期 振 式 ,只 夏 我 们 近 当 地 选 

В СОКЕН т), ЭТЕ], у ТВ гЬ СРО 

ЗВ, ЗННЕЕ Г" E, #Em 689 AR EDA RATARA 

闻 的 区 域内 ， 若 使 4 点 与 4 点 恒 等 ， 8 P ан. ь БОНЕВ 

“EER ПАГА ССВ А СИВЕ Е, hi, R 

EEH Е ВНЖ СИП, ДОН). 此 外 , 在 球面 上 将 得 到 两 个 再 点 (两 

TREER РВ ИИС, РР). АНИ РИВ 2 r 5 r 

СВЕЛА. Тар А, МВПА А, Е ЯСТ АЕА ЕҢ 

САА RA ЗАНЕС ОТ а ГДЕ). JESTR R 的 ГА 

HERA БЕО Н ар, MEERTEN. PATRI, КН 

成 立 的 。 
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Éq 581 
在 图 581 LEARRA E НЕО НЫЕ m, a НС 
Hl <, г) 之 折线 划分 的 照片 "， 这 一 照片 完全 证 实 了 上 面 关 所 多 
谐振 荡 器 中 振动 的 不 连续 性 质 ， 以 及 其 中 会 建立 起 周期 不 连续 振 ` 
СЕКА. ар ЕА АТАНА А, На НЕ w 和 о ВОВЕ 
ЕТО АННЕ г PORATA, Н НИ АЕРУ 
А. ПЕНИ Г ARKAT А ВВ 97 sÇ 
Е, = и , 
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在 本章 的 结尾 ,我 们 较 详 细 地 研究 对 称 多 谐振 落 器 (其 电路 如 
图 582 所 示 ) 的 不 连续 自 振 ,和 以 前 一 样 ， 研 究 时 仍 忽略 其 屏 极 反 
Wy? 但 浪 虑 电 了 于 管 的 糊 流 ， 后 者 通常 在 多 谐振 萝 吕 的 工作 中 起 着 


ПЕ НЕК, AA ТН. Е, 为 了 获得 雪线 的 梧 片 , 曾 在 摇 
HERI NARE РЕОН AP MELER е, 以 显 营 地 减 小 册 流 ! 在 车 578 中 这 
HER ЕН Е ЕЕ EE), 

2) F FB rH BU E IL АТОЛ ВА, ЗНА НЕЮ h T 符 为 五 级 

O BRAH R; 相当 大 的 三 极 管 , ИБН TPE IJ BE РЕЯ E rh Sh EH A 
的 数值 . RAEL R, BZ I НЕ E, 祖 当 大 夺 显 然 是 满足 的 。 
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AEP”, X T aS EB ps. RIER TERRELL 
ЛЕСНАЯ: 
i = G) = Í 0 U им, hF; 
. . 5(и + ш) Ми — a Fi; 
Ü ми 0 时 ， 
i= iG) = 1 S; 当 ион: 
ERE м НЫЕ, — 为 电子 管 的 闭塞 电压 。5 和 5, 为 电子 管 屏 
ЕН ВЕНЕ БУВ, 
ЕН ЕЕ 583 上 ) 能 满意 地 反映 出 现代 电子 
答 的 性 质 .因为 后 者 实际 上 的 屏 流 和 栅 疲 都 不 具有 泡 和 . 


图 582 图 m 


1. 振动 方程 。 电压 a 和 u, 的 跳跃 .者 忽 格 寄生 参数 ， 则 
可 得 出 (根据 克 希 荷 夫 定律 ， 并 采用 图 582 的 标记 ?多 谐振 荡 医 状 
态 的 “ 绥 慢 "的 非 跳跃 式 的 变 北方 程 如 下 +; 
50 а Е ACOR 
аг’ K, 


Е, 一 (2 + у) . dr 
Ва Ah T n = i Ga) + С 
R, би) д? 


ПЕНИИ ЕЕ, ЛУ КА АНИ, Анес E: 
ЖИ. RK RIA” RRETHE BB 25 13 F z АХА ВЕ НАУ]. 
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doz — и — E 


c Ma C Ez jj isiti 
di R, 5? 
E, — (m + v ; < dv- 
a 2 а) + C . 
R r Gn) 47 


ъй ФЕ, ЛНУ ЯЯЯ a, до, Yis yas 它们 和 电压 
s Mas Yis 01 之 闻 有 如 下 关系 式 : 


в.а = Ноа 1.2 一 E, + 3 Е, + № (1 + 5) 
并 引入 新 的 无 量 纲 时 间 
(в, + Е, 


若 采 用 上 述 变量 ， 则 多 请 振 汤 器 状态 的 "组 馒 ” 变 化 方程 可 写成 如 
下 无 重 岗 形式 : 

—y = 十 оф к) + Kg lx), 

— уз = z, + apir) + фб), 

j == а + ppl) — 9, 

ў = zz E В 一 G, 


(10.75) 


其 中 


折算 (无 量 岗 ? 栅 偏 压 


79:4 
0 М = —1 时 ， 
х +1 当 х 22 一 | 时 ， 
ых) = | 0 чо 时 ， 
об x 24 «220 时 ， 
ОНТ СЕВ) НИЕ. 前 两 个 方程 确定 


ДЫ 


= L; (u) = 
тб) = —ç „(ноя | 


фа) = 


хл, хо 和 yn y, (МИ м, a, 和 电容 器 C 上 的 所 压 s 22) 之 间 
的 函数 关系 ,再 强调 一 次 ,这 一 函数 关系 只 有 在 多 谐振 荡 回 状态 的 
“ 缓 温 ? 变 化 过 程 中 才 成 立 ; 最后 两 个 方程 为 微分 方程 ,它们 给 出 多 
ЕСЕНИН (И ЕВЕ, 

从 方程 (107 引 中 消去 变量 yi у, 则 得 出 以 хл, <, JAER 
的 微分 方程 组 如 下 : 

[1 + а (л) Ја + Rp lri d r t Сә) = 

hpx a, + [1 + ap Cr) Jia + xz; + Edler) = s, 
ЖОКЕ, ДИУ 


И. (10.75a) 


— CHN х2) i = Р, xz) {10.75b) 


HO AGa a 7 АС в 
其 中 

Pikaia хз) = р(х) l z; + RETES, — | 一 
[1 + ap Са) Па + 806) el, 

Ра» 2) = Кр Са [аъ PRD = 0] 一 
[1 + ag Са) Па, + ВФ 一 

AC. r) = [1 + оф "хо И а$' JGD) 
Kp lep Сх), 

BARTRA DERAH UB EH, Чр 2 Е АРУАК 
ЖЕНЕ kitu yi РЖ ET rz ЕЛА, П 32 e 
gs rB Bg ARE tam ОВ ВЕСНЕ kS m Era С E 
(10.75b) 的 轴线 ) 的 运动 ， 然 而 , ЖЕ АНЯ E wa ns alan 
-PGA hE РИ НЕ А, НН РЕН 
(10.75) AREARE ЗИ, BHADE SEE а, =, 的 
AEREE. Риа, RANER ад (方程 组 
(10.25338 НАСОЛОД ЧЕНІ а, х. 上 满足 

Аб, х.) = [і + оф” 《zf 十 中 (х5)] — 
Rp Ceap (a) > 0 
的 部 分 -一 -区域 W: 在 区 域 % 的 外 部 ， 只 能 胆 多 谐振 荡 器 状态 的 
ОНОК АЈ И—В ДЕ a, ма CRER з, x;) НУ" ВНЕ 


‚800 + 


PRD 
ЗЕБ RER M tJ Pr НЕЕ T, AHER Е АС, 
zi 一 -方程 组 (10.75b) 右 边 的 分 母 改变 符号 ;因此 ,曲线 TT 一 
部 分 下 的 点 为 方程 组 510.75b) 的 相 轨 线 的 止 点 。 ЗН 8 
НЕ ВЕ СЕРВ М 中 沿 方程 组 (10.75b) 的 加 线 ) 运 动 , 在 到 达 
Я Р БЕ Сг, д: УБЕ, ИННА ву СЕЕ ВЈ 
АО “ВЕР АРЕ РМ ВО (xr, *+)， 由 于 电容 电压 o, 和 
s; (因而 也 就 是 变量 у, УЕ ВЕНИКИ СВЕ Е С 
ДАТИ РЕН YS TEB АУ йт), + EH КЕЛУ Ер 
1058 М, Е С10.75) У, 适用 于 此 区 域内 的 前 丙 个 方程 ， 
ВЕРКА ЯП АНУ ЕСТ, аг 和 对 ,x 了) 将 以 如 下 方程 (跳跃 条 
件 ) 彼 此 联系 : 
д + (ар) + kple) =: t aple) + От», } (10.76) 
к + aplej) + КФ) = x: + aplay) + koplar), | 
ТУ ЕЕ ВН (10.75835 АБС А 8 Z Bp ЕВЕ 
ВЕ НО SIRI ЕАН УС 2518). КЕН Е ЗИ ДА ra ES t Jaa: 35 Ru uh 
移出 一 些 在 系统 的 “迅速 ”运动 过 程 中 起 重要 作用 的 参数 加 以 考虑 ， 这 些 寄 
生 参 数 就 是 电容 Cs. 和 Ce, 在 图 582 НИ. ВР 
а, ДОЗ Н СЯ Ca С.С) НЕНАД PË hr Г; 
H£, = — r —a( x.) 一 kpl r JEF х, LET yi), 
B$, = — y, — x, — аф х.) 一 kpas, JE 
Я = x, + 6ó(x, ) — с==6(х,), 
ў. = x, + Вх, ) — OEG e a 
D ТЕ — 8383 АРЬЕ. mR — 1 хас 一 上 
СИТА ЕТЕ АОН Т, АДУ УРАК), ПКК k И, HAF 
АСх.,х:)<0, ШЧ Т Bp 3 Iba as BJ G РЕВЕСНЕ T Py ЛГ, ВНЕ 
一 一 电子 管 JT, by PE ip ss F Л, КЕН аја R ра ат Л 
第 二 个 RC ER APE Линт. ВР 
НЕЕ X PERU E БОВ, ВНЕСЯ и EE RETR, SK EE ОВО НЕ, РЕЖЕ DE 
EA ERRAR SS рача Е: HSE Е FEF ASSET БКА, 这 种 
TERR- ARATE, 因此, 当 Aie, х) 0 Eh НЕЕ 
RRE НА ВК АО АРИ, 
与 此 相反 ， 当 ndl 或 х 1, Вр а 闭塞 Я, 


而 AGC, x2)>0 FF, ЕБЕТ, РАННЕЕ ЗЕК zü АРЕ S: sk 
Во, A E Е 7 sath TEENER ЖИ ВОЕН АЛ АЈ НЕМ, 


(10.77) 
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其 中 
= Raf R, Ca + Cs 
(l + КИ, с 
JEENE, CAREA С, 和 С, 的 微小 程度 (与 电容 5 МЫ), 与 此 相对 
PAA ZSE 8 ГЦ 98: ун] Yia Tea Yis P. 


BPO O 
2: + 5 = —2 — alp (x) + pj] 
X> F; = [1 + rp (z, )J)[1 + wb (z,)] = E JPC) 
(sis wz) 


= A(x., z,); 
EBE ўз, AAVERE S, Soo Ва Бе, AARE 
MERDA RE ENNE 
КИ: ta y) = 0, Etis хм) = 0, Аж, XD 

确定 的 曲面 Fr 的 微小 的 O( =) 邻 域内 ,和 而 在 极限 情况 中 , 即 u— + o 时 , 则 发 
生 在 曲面 Fr L, Aito "B зрео га чена N A EESE BT 
ЕЖУ RHEO. НН. ВЫ, m РЕ 在 平面 *,，， КК 
ИННЫ м. 

在 曲面 EE IMAA vo y 一 ARIER EZ +0 时 
t, асо, рў, fl 9, 则 保持 有 限 信 ), DEREBA R c 上 的 电压 w fa >, 
RTE UME =, Жи, 则 发 生 跳跃 。 在 平面 ==), ==, 办 一 常数 ) 
附近 的 罗 线 上 ， 系 绕 的 “迅速 ” 运动 的 近似 《对 于 0< <i) 微分 方程 可 由 
(10.77) 的 齐 两 个 方程 中 得 出 ,只 常 将 其 中 的 nv 以 常量 1, v: 代替 就 可 


以 得 到 ,它们 是 : 
pi а= у к, ф(х.) — кх) LAENEN 
-了 
и = —y: я, — аф(ж,) — MOSS (a e (10.772) 


w К ES Е ВЕЕ ШИ F СВАТ РЕ 为 其 一 部 分 }: 


Рим Tay y.) = 0, Fitis Xi y:) = 0 

ООА СЯНИЬ Е ОСИ), ЕЕК 
“迅速 ?变化 的 动力 学 ， 

指出 下 列 几 点 ，1) 由 于 对 任 亲 x, s, 07, 0 ERBA Shs 


ЖОБ ЖЕНЫ, ЯН (10. 77а) НИНА; 2) 平 面 n eyt =y 
与 曲面 FT а AARNA y E0. 77а R EARRA ЗЕЯ 
RTA RE ESA РН, PA E ERR AE Ca, Сэр 时 ) 
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ÖF, 
д: + <ü, 


НН FF 的 微小 OC) BRA, НЕХ “АЕ”, РР 
【 曲 强 >) 在 平面 xy х, .上 的 投影 为 了 在 此 处 А (а, z.) ЕЕЗ О, 
H F+ 上 的 “组 悍 ” 运 动 轨 线 到 达 边 界线 后 即 转变 为 “迅速 "运动 RR) 轴线 ， 
ЖО ph BRER Sh (ERE EARRA АВ E) 的 终点 重新 位 于 
曲面 Ff Е, ЛИЗ Я РЕ (10.76). Ш, ВЕ ИЕ 
НЗ (10.76 RR CAR РА „НЕ АН 10.772) 58 
ЕР М, ЖЕНИ НЕВИННЫХ Г. 

HERE, ХЕ Ен ЕЕ ЕЯ), ЖИ 
“HIR ERORE m ЖА в, НН ВЕ ЕАН НЯ ЕВЕ 
化 ( 审 生 参数 很 小 时 , 2, Я z 非常 大 ) 交 蔡 组 成 。 其 中 第 一 种 运动 
由 方程 组 (10.75) 撕 述 , 第 二 种 运动 册 由 就 路 条件 (10.76)， 或 更 全 
面 些 说 ， 由 (10.772) аж, По Д.В НА Е ОВ А ИЕ 
Я. f 

2. 不 连续 振动 . 下面 我 们 在 车 虑 播 流 的 条 件 下 来 研究 对 称 
FEIR RIIA KER ah НЕН ОН ERROM G: 

|+ а, ВТ + д, в, (10.78) 

当 e> — 1 (BH Е, > и, (10.78 НУ — F 235 F 
Ш н АК, ПАЧА АОН 
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БН“, AERE, НН (10.78) 
中 的 第 一 个 条 件 , 只 有 在 g (x) фб) = 0, Ша < — L EË =, < 
一 1 时 ,才能 有 AC. х0) > 0; BA, R EAM (在 平 
Él x,, х, OZAR TRR FEHR D: n = — 1, xx > 一 1 和 半 
ВАВ Г: =, = — № x, > — ВМ ЖЕ 
直线 左下 方 的 区 域 ， 在 此 区 域内 多 谐振 荡 器 的 电子 管 中 至 少 有 一 
个 处 于 闭塞 状态 ， 与 此 相反 , 在 半 直 线 r. 和 T, ЕЛЕ, 
z; 的 变 北 区 城内 , 则 两 个 电子 管 都 处 于 开启 状态 ，4(r z) =< 0, 
而 且 其 中 只 可 能 发 生 多 诺 振 落 器 状态 的 “迅速 ”的 跳跃 式 的 变化 
СЯ 584). 

34 s, BZ м, EBAR ЕН Л, Л, RR PD. 屏 流 i 变 为 
ВЕ и. Не, ЛЗ 5н 2656001 д. TSERE $10}. ЕЖЕ 
区 域 中 i, = š Я, НИР ВИКА R ОЕ 554 ri ES t1 у Bh 
Г.Е НОЕ. ЕЕ Е МН +, w 的 值 域 ,就 是 屏 访 反应 区 ， 
不 难看 出 ,这 个 区 域 亦 属于 “缓慢” 运动 区 。 我 们 假 唐 ， 在 多 谐 据 落 器 的 振动 
HER AHA Co *;} 不 会 落 到 脏 流 区 域 中 去 。 

唯一 的 平衡 状态 位 于 分 角 线 z, =, К, 


r + ppe) = c, 
邹平 衡 状 态 的 坐标 为 
г М“ о=0 时 ， 
x, = д» == 0,00) == = = su - 
EF 0 460260. 


决定 平 衔 状 态 性 质 的 特征 方程 可 写成 如 下 形式 : 


D ОО ЕТ: SR,2>1 + S ,R,, Б.Е, ЦА 下 次 1， 民 ran。 
这 些 不 等 式 通 常 是 满 尽 的 , 因为 在 常用 的 电路 中 R.—10t+ 10 В, К, 10% 
+10 К, 53-1 НЕМА, Samle ВОЛ, 5 一 0 十 了 00 IR, (Tü 
18-520 RER ~ 5420, az—0.1--1, 105-103, 00-600, 

需 权 指出 , 当 《 女 1 If. TER 8 n, *: 上 不 等 成 AGr, vo ВД, 
EMET Em re n D AR RAER, АЕ, ELA ТБН 
EURER RE, AmA Ei aA eA EE GLP R, 

情况 1<А<Т + a PERAR WAR, азж. ЕЁ 
不 是 使 我 们 感 兴趣 的 情况 ， 
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1 Ü 

* А +e Q 1 . 

Á ч ' Ë = PACA tat) 8 РАО, 
0 


0 —в* Al 
其 中 а = 1 + apla, @* = 1 + pp lr, &* = kyla) В 
Hoce < р, EREZA: 


kuwa a 


СЕНТЕ LACNA ERA 1/2). Ща < —1 
(E, < — №), № z = o < — 1 М k* = j, MENNE 
负 根 , 国 此 ,在 这 种 情况 下 位 于 "组 慢 " 运 动 区 域 中 的 平衡 状态 是 稳 
定 的 (对 于 平面 л, z, 上 的 “缓慢 ”运动 轨 线 来 说 , 它 将 是 稳定 结 
2). НИЕ e> 一 ЦЕ, > =u), MERRER EA TE В 
АХ, HELETAN, 192004 z > l № t= k> 1 +e 
СА (10.78 HAIS А), APA Pea ТЕ; А 
HARR t/a, MIRAREA 1/в 的 速度 离开 平衡 
状态 tx 一 二 了 时 以 帐 路 的 方式 )， 在 这 种 情况 下 (в > 一 1 时 )。 
多 谐振 荡 器 中 洗 发 生 自 激 ,而 且 以 后 我 们 会 看 到 , 其 中 将 建立 起 周 
期 性 不 连续 振 汉 ( 在 任何 初始 条 件 下 都 是 祖 同 的 )， 即 出 现 不 连续 
振动 的 软 激 状 态 . 当 о < ФЕН, РАЕН, 也 可 能 存 
在 稳定 的 不 连续 自 振 , 亦 就 是 说 。o < 一 1 时 ,可 能 存在 自 振 的 硬 
激 状态 。 也 可 能 完全 不 存在 自 振 . 
电 于 对 电子 管 特性 采取 了 分 段 线 性 近似 ，" 钥 慢 ” 运 动 区 域 半 
《在 平面 n, х, EID REH < = — 1, 二 0， 一 一 1 和 
2 一 0 划分 成 五 个 区 域 : C, (H), (Ha), (TD 和 CMa 儿 图 584)， 
在 每 一 区 域内 的 "缓慢 "运动 方程 组 莉 是 线性 的 ， 在 多 谐振 菇 器 的 
两 个 电子 管 都 处 于 闭塞 状态 的 区 域 人 (TD:mm < — 1, < — ИИ, 
些 方程 最 然 可 瑟 成 如 下 形式 : 
# + x, = “| 


[| 
£, -— xz; = mz; 
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ЕВ Л, 处 于 闭塞 状态 而 电子 管 Л, 处 于 开启 状态 〈 但 其 中 没 
НЕОН: 1 < x. < 0, 之 一 1 中 ,为 : 
x, + z = G, 

EF -+ х2 = g — А > } (10.79) 

RE, TATE Л, 仍 处 于 闭塞 状态 市 电 于 管 Л, BEES ЕЕ У. 

НЕВА СПП); = 220, а < 一 1 中 ,为 : 

(1+ а) И = 71 

£, + x = g — А. 

由 于 变量 =, 和 x=, ДРК ЧЕ Z ИЕ Pa 25 28 BJ Е nh 35 ga 

(10.75) 中 (这 显然 是 由 电路 的 对 称 性 所 引起 的 ), 故 “缓慢 "运动 区 

域 M 划 分 成 方程 组 (10.75) 的 轨 线 , 也 必 关 于 分 角 线 x 一 x; 对 称 ， 

且 后 者 永远 是 该 方程 组 的 积分 曲线 ; 例如 ,在 电子 管 Л, 处 于 闭塞 

状态 而 电子 管 JL, 处 于 开 衣 状态 的 区 域 OMO) 中 , SERY 

器 状态 的 “ 姓 慢 ”变化 方程 组 就 可 由 方程 组 (10.79b7 和 (10.79c) 中 
FH 只 需 将 其 中 的 变量 xr 和 £ И x; #1 *+ 代替 如 可 ， 

在 区 域 (D 中 的 积分 曲线 为 直线 从 二 “~ 常数 ,这 些 直 线 ( 当 
s> 一 1 时 则 为 其 延长 线 ) 通 过 点 (c, 0). Ж о < 一 1， 则 平衡 
状态 (c, o) 位 于 此 区 域内 

在 区 域 (ID 中 水 平 切线 的 等 屈 线 为 直线 5, 一 o 一 k(xi — o) 
= 0， 其 延长 线 同 料 遂 过 点 (co, o), 并 且 只 有 当 о< = 时 , + 

与 半 直 线 N 相交 (在 线 眉 一 1 < x, ЗО БЕДНО 
в, < 0 GRAH Г), ARAWA + > 0 енг. 接近 ); Я 
м 时 ,区 域 (I 中 的 所 有 轨 线 都 不 能 到 达 半 直线 Г, 


【10.79c7 


— Í 
而 转 入 区 域 (I1)， 其 次 ,在 区 域 (0 中, 当 一 1 < a < 0 I$, ЕН 
HAHHA m = o ( 存 此 相 轨 线 上 2 2 0), 


在 区 域 (TD 中 ， 
an = — Ll e mo 
da 1+ О о 
Е: 


> 866 ° 


` 


并 且 由 不 等 式 (10.78) 可 知 ， 其 值 在 纵 轴 (xi = 0) 的 微小 邻 域 外 部 
近 伺 地 等 于 一 K、 因 此 ,在 区 域 LI17) 中 位 于 此 邻 碟 外 部 的 所 有 轴线 
都 接近 于 直线 : 


s, + hz = 常数 ， 
而 且 相 点 沿 这 些 轨 线 运动 时 ， 变 虹 +, 和 =; 的 变化 速度 的 量 级 为 
L Ë > 1， 即 相 点 在 这 蛙 作 比较 也 速 的 运动 ;这 种 运动 我 们 将 称 


之 为 “ 半 通 速 ”运动 "， 此 外 ， 当 со 时 ， 在 区 成人 ID) 中 存在 有 
Е 


. T 
д = == хр = Ü 


1+8 

(在 此 直线 上 я, > 0, 并 量 级 为 1). 

在 三 个 性 质 不 向 的 情况 : a < — 1, 一 1 <a = 0 Него 
中 ，“ 组 慢 " 运 动 区 域 M 的 轴线 划分 表示 在 图 585 Е. НАЯ 
分 中 可 以 看 出 , 当 ос 一 1 时 ,所 有 “缓慢 "运动 轨 线 都 到 达 (1 增 
ДВР) “АЕ” ах ВИКИ Е ГГ, ШГ, Е, ШУ 
s< —1, AMERO PEES ВЕСЕ ТАКС, о}, В 
“ 绥 慢 ”运动 轴线 走向 此 平衡 状态 ， 其 余 轨 线 则 到 于 米 坦 线 本 和 
Г. It, 在 "缓慢 * 运 动 区 域 中 不 存在 闵 相 轨 线 ,因而 多 谐振 落 器 
中 的 自 振 , 如 果 存 在 ,也 必然 是 不 连续 的 。 妈 是 由 多 谐振 荡 跨 状态 
的 “缓慢 "变化 和 "迅速 ”的 ВЕНУ ЕСН”. 


1+ 8 «1 

lta PE 
AR 5489 T БНЗ FE т С БЕЯН ЕЕ СВАИ ЕНЕ 
HEKER натат JA уа tasa ват, Ан FE rh Pr We El 


Шик РН R, 中 的 电 访 ， 
2) 若 将 本 狄 克 生 淹 握 应 用 于 积分 曲线 方程 
S=. Руз xO 
ах, ЛЕЕ 
(SOS JES (10.75), 则 局 样 可 以 证 明 , 不 可 能 存在 完全 位 于 "组 慢 * 运 动 区 
HARIH: 不 存在 蚁 相 轨 线 , 因 为 在 整个 平 击 x1, x*;， 上 部 有 
ÖP, ӘР. cy 
9х, дх: i 
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图 585 


与 其 相对 应 的 轨 线 (在 平面 n, =, БЕН Г, gn Г, АН 
55, 因此， 研究 多 谐振 菏 器 的 振动 ， 就 归结 为 建立 及 研究 半 直 线 
r, 和 r, 对 于 向 身 或 彼此 间 的 点 变换 (由 系统 的 罗 线 所 实现 的 ). 

在 半 直 线 D. 和 Г, RIARI 一 一 半 直 线 上 的 点 到 点 (一 1， 
— DER. 在 半 直 线 Г, 上 上 s=] +r ЕЕ Г, E s= l+, 
HB :>0. ТЖЕ, АННЕ г, ERIA 的 点 ( 即 
点 (一 UL 一 1) 出 发 ,我 们 来 研究 它 的 运动 、 相 点 由 此 点 出 发 < 跳 
到 *( 沿 相应 的 “迅速 "运动 轨 线 ) 点 Cx, =P) L, НИНЕ 


* 868 * 


410.76) ЕВЕ. ЖА, BRR, 《I[3) 和 CHIa) 中 的 点 不 
可 能 是 相 点 由 半 直 线 Г, НИЕ. ВНЗ, АТ x =< 
— 1, 则 根据 (10.76) 将 得 出 过 一 一 1 xf = s— 1, БА 
与 起 点 相 便 合 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 跳 贱 终点 只 能 位 于 绿 慢 ” 运 
动 区 域 的 内 部 ,而 不 能 在 它 的 边界 线 上 ， 因 此 , 跳 颇 终点 内 能 在 区 
ЧО ЯСНО СИП xç > — 1, x; 之 一 了 内 , 且 其 坐标 则 按 给 定数 
值 根据 从 C10.76) 中 导出 的 如 下 方程 组 确定 : 

хў + aplet) = ks 1, | 

xÍ + kef =s — 1 + ор 1) — k; 


做 为 特例 , 当 :一 去 时 ,点 Cr， xz 位 于 区 域 (ID) 中 | 
хү = Ау 1 < 0, аф = — (& — 1): — 1, (19.802) 
fü > 去 时 , 则 点 (好 ， ВЕРЕС”. 


HABA Сет, zz J) 出 发 以 后 , 沿 通 过 该 点 的 缓慢 "运动 轴线 
运动 , 或 到 达 半 直线 上 的 某 一 点 (其 坐标 为 )， 或 渐 近 地 趋 近 
ЭССР АЧЈЕ (а, o)， 在 第 一 种 情况 中 , 半 和 直线 Г, ЕЮ 
As ЕН Г, ORARAA, 而 且 不 难看 出 ,对 应 项 数 

s = Is) 
为 单 信 连 续 函 数 ; 在 第 二 种 情况 中 (只 有 当 о < 一 1 时 才 可 能 )， 
В Г, БАЈ $ ОДЕН Г, 和 T, 上 都 没有 后 愁 点 ， 

半 直 线 了 T， 上 的 点 (一 1, ПОРН ГР EAC L, 1) 
的 点 变换 与 上 述 情 形 完全 一 样 (由 于 电路 的 对 称 福 )， 即 后 悉 点 的 
坐标 (ЕН Г, 上 ) ,如 果 存 在 , 将 按 起 始点 的 坐标 5《 在 半 直 
线 盖 上) 根据 同一 个 对 应 函数 ” = HG) 确定 ， 因 此 下 下 我 们 只 
研究 半 直 线 卫 与 广 被 此 之 间 的 一 个 点 变换 ， 并 记 之 以 耳 ， 多 次 
应 用 此 点 变换 之 后 ,我 们 将 得 出 所 研究 之 胃 线 与 半 直 线 T 和 六 的 


(10.80) 


D 相 点 由 半 直 线 Г, ВОЛНА ТЫК AOD х2 ВТ НО LEP, 如 图 584 中 

H = НН ЕНН Г, ВТ. ЛЕНЕ, 5 Г 相对 称 的 折线 Г, 
ЯН Г, ШЕЯ УЛ IPS Я, 

* EPA Tr — ЗЕ, 
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次 点 序列 : 
Sp Sy S23 Ss Rs "a 

其 中 每 一 后 继 交 点 的 坐标 (在 半 直 线 上 为 x +1, 在 半 直 线 T， 
上 为 = 十 区 ,不 论 前 行 交点 位 于 哪 杀 半 直线 上 (T, R T) ,都 可 按 
ПТО Н Р ВСИ ROKE 0: 

a = IG), 

з == Ma, e 

sert = ПС), ++, 

АБН АНА 53848 DMT: 的 交点 序列 之 后 , 我 们 显然 
就 可 以 研究 多 谐振 湾 器 的 振动 过 程 。 例如， 如 果 点 变换 区 具有 稳 
定 的 不 动 点 人 *, 而 且 给 定 序列 s, s, в -… КИЕВО, ABAN 
明 , 存 在 有 稳定 的 不 连续 极限 环 , 所 研究 这 条 祖 轨 线 渐 近 地 :一 
十 co) 向 它 趋 近 ,多 谐振 落 器 中 将 建立 起 周期 不 连续 振动 但 如 果 
点 序列 ç a, o。-… 是 有 限 的 ， 即 某 点 ww 不 具有 后 继 点 。 则 与 此 
序列 相对 应 的 轨 线 与 半 直 线 Г, 和 Г, 相交 六 次 以 后 , 不 再 到 达 " 绿 
慢 ” 运 动 的 边界 线 ， 因 而 必 趋 向 稳定 平衡 状态 〈 这 种 情况 只 有 当 
“< 一 1 时 才 可 能 )， 

3. 点 变换 П. 下 面 我 们 计算 并 研究 点 变换 林 的 对 应 西数 
= 7(s)， 而 且 和 以 前 一 样 , 《但 较 详细 地 ) 研 究 岂 半 直线 之 点 
出 发 的 相 轨 线 的 走向 ， 和 以 前 一 祥 , Ф ;为 半 直 线 T 上 的 初始 点 
(出 发 点 ) 的 坐标 过， 地 一 一 相 点 由 半 直 线 Pi 上 的 点 * 出 发 的 跳 
АЕ OE (а, xP) 位 于 区 域 (0) 或 (I0) 中 ), 荆 为 由 点 (xf， 
村 ) 出 发 的 “组 惕 "运动 的 正 半 轨 线 ,< CERAR L HAKER Г, 上 
的 点 的 坐标 ) 点 变换 开 的 后 继 点 的 伐 标 (如 果 后 继 点 存在 ， 册 如 末 
LENAT). 

首先 作 几 点 注 记 . 

1) 由 于 <t, 对 为 * МВ, ПЕ 
分 方程 (10.75b) 的 有 端 为 mn ЖИ =, ПВН, ОЧУ ВАЗ 
О ERE 在 ;一 二 和 :一 1 处 


ғ 
5 
жовто + 3 b á ds 


‚ 820 = 


具有 第 一 类 不 连续 点 ). 
2) ИЯ я #9 АНП ау, в. 号 s, 


和 


二 


(在 ， = 和 ， 一 1 各 点 上 ， 此 -的 左 极限 和 右 极限 满足 上 述 不 


FAN 
为 了 证 明 这 一 论断 , wieka РЕ. А (10.80), FEE 
ERER KAG, 夺 ) 的 几何 轨 了 迹 ( 对 于 图 584 中 的 曲线 TDA: 
dx _ 


ko 
ds lap (х) 
HD хе 为 ЗАНИ, Н. 
dz 一 一 ка LI арс + Нар — 131 


> (> 一 人 


(其 中 的 等 号 只 对 区 域 4D 中 的 点 (sf。 09, 即 s < 二 时 ,才能 成 
3). НК, ВЫ Г НИЕ Л ВИРТ ТРИ 
Р w D 则 为 区 域 (TD 中 ) 点 (z+ «ВНК 


3 


EPOR 的 上 方 ); 在 区 域 (ID 中 对 应 于 < ЧО 


EEP L СИЯЕВ RE с < 一 1 时 方 能 存在 ) 进 入 曲线 了 
下 方 的 区 域 ,不 再 与 曲线 Г: 相交 ,因而 不 再 到 达 半 直线 p. 


D 在 区 域 GIID 中 《在 级 轴 的 微小 部 域外 部 ? 相 点 沿 接 近 于 直线 x, + k=. = 常数 的 
雪线 向 x 减 小 的 方向 运动 ;因此 , 半 轨 线 上 在 区 域 OID 中 进入 曲线 站 上方 的 区 
В, АЕН г 上 


< 
ITUR SE 运动 轴线 在 区 域 UD PREH, RIHANNE SETE 


gi <0. 


87l» 


$ (zf), Сар) Ë Cis (а), 为 相 点 击 半 直线 Г. 上 的 点 
Мо НЕК RAIER, Li 和 L, JHAR Oh, EI 
和 点 (Ga GID ARE RE SDR EFRR: 半 轨 线 工 , 到 
达 半 直线 Г,, AMAA (Or, GDO BEARR Г, 上 方 的 区 
B. 由 于 s>s, WILE ДУН Gih > ih. ЗЕ L 
将 进 人 曲线 r 上 方 的 区 域 , HA ERR L 的 右 侧 ,因为 半 轨 线 
二 和 工 :不 可 能 相交 ， 因 此 ， 半 雪线 Г, 也 将 到 达 半 和 直线 Г, HA 


арж 
1 
z +(k-+) = =: = 常数 СА) 
相交 的 情况 ,这 个 平行 直线 中 有 -条 ( 当 a 二 — аса Моне г СЕ 


распони, i PREC. 796) 
= t 
di pr (6 6) |= | (0 - xO, 


НЕЕ CH) h, 34 g — a, — 469 -x)>0 Еў, ЕЕЕ 

x: С = +€ — 0) (n) 
S Е, Неа АН ЕТА Е ВЕСА ПЕРОВ F. M 
Е РЯ СА, 4 o1 时 , 查 线 KB) 位 于 区 域 GID 的 上 方 ,因此 . 
RROD PHRA RRCA FH 1), AEAEE A, EFA 
SACA EZ, НОО а) Æi Г, RA 


s-a- i-em -at = LG - = 20421), 


М o<-1 RARR N Бежит > -LHD 
BERA L СЕЗОН РОВС, aP, 有 0:62, ЩА 
ЖА сост, ДАНЕ В, ЗДИВ, Те ~ 
Ч L EW r Mak A а гу толока. ЖЕНИЯ 相交 ， 
БИЙР ав зак FEES Г.. АТА, G< —1 ВЧТ, xz) 
由 发。 并 对 应 于 < SAC aa L На ГЕЯ. 


Я ЕН (st, р 上 (得 有 若干 个 交点 ， 则 疼 其 中 第 一 个 交点 
ОНИ Г. 由 于 而 上 相交 ,而 这 是 不 可 能 的 , 因为 当 z< —1 ВНЕ 
《四 中 2.50, B atat, MAGT ЗОНЕ o<- ООО) 


СВЕН, хана), 


‚872 ° 


图 586 


到 达 点 的 坐标 s > 5， 这样 一 来 ,论断 2) 得 证 ， 

还 需 指 出 下 面 一 点 М cZ 一 1 时 ,在 区 域 (人 和 {IIT) 中 的 
所 有 “缓慢 "运动 轨 线 都 到达 半 直 线 了, 因此 所 有 点 $ > 0 都 具有 
后 继 点 * , 而 且 和 根据 已 被 证 明 的 论断 2) 必 有 # > s= ПС0): 18 
Жо < — 1, 则 具有 后 继 点 :的 只 是 那些 满足 条 件 s >> 的 点 s 
其 中 s 为 平 直线 Г, КОЖ, Шрак E E Г, Е 
же 一 0 (与 虚 * < о 相对 应 的 半 轨 线 工 , 不 能 到 达 半 直线 T,, Ш 
当 > +oo 时 渐 近 地 趋 近 于 稳定 平衡 状态 4a, с); BER 586), 

3) 对 应 函数 当然 与 系统 的 参数 。 例 如 折算 (65:24) НИНЕ 
с, 有关. ВТЕ 


drr р 
dx, а” 


EER) ЕН 


dx, g 一 (1 + Вх, i 
故 将 这 些 关 系 式 对 o 微分 后 可 得 : 
ERDHA, 


* 873 › 


_9 |а| к 
до а | о 
РСН, 
| = -a ur Dr ro 0, 
де ldx, (Ев 


пазна м один, В НИИ 
BEENA AES ERGER |] 


== 0, 因 此 在 这 个 区 域 中 ,今后 我 们 将 忽略 想 轨 线 的 切线 方向 向 量 
场 的 这 种 转动 . А РКЕ E AREER аў 和 过 与 9 无 
关 , 故 显然 可 以 表 定 , 当 o НЕЛИ, У РЕНА RUE 
Ë s, Е Ра Г, 上 的 点 必 向 者 偏 移 。 因 此 ， 

а; 

p 
在 。 值 中 ,有 些 对 应 于 全 部 位 于 区 域 (HD 中 的 半 轨 线 工 , 对 于 这 些 
BARAR = o°, 由 此 可 见 , 当 = 减 小 时 ,对 点 函数 ПСО 


> 0: (10.81) 


о ее 


FERN KRH RPE AA AREA H TAAR ғ = H 
C) HT ESE УСО. и я 运动 微分 方程 都 是 分 段 线 
性 方程 ,因此 必须 将 :的 变化 区 间 : — 1 RA 0 < <+ eo, 
s< 1 МАЈ s < s < +0, 再 划 РИ, 使 每 个 区 向 中 的 


上 述 方 程 都 是 线 婚 的 ,然后 再 在 每 个 区 间 内 计算 对 应 函数 ， 
D siti DELES п, шс RREK, HARR 


(а, DE, MEAE “ 半 迅 速 " 运 动 轨 线 : 
r; 二 a = Я -1 


的 某 一 个 上 ,并 沿 此 轨 线 在 模 坐 标 为 必 一 二 之 0 的 点 上 到 达 


0 对 于 这 些 


十 с А 
+в I+F 
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半 真 线 T,。 出 于 根据 (10,80) 有 
a= хў + = (А А а) 1) 
收 这 种 情况 中 ,只 有 当 
s> 1 + k=l Аза 


L+ G l + ë 


时 才 可 能 ,而 变换 二 的 后 继 点 坐标 则 为 # — 1 + x, = +1 
或 


ив, 6 =l, (10.82) 
Ř k 
需要 指出 ,点 s= 1 + 相对 应 有 后 继 点 s=, H>] 
1 二 时。 祖 据 (G0.78) 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 必 有 和 一 
<19, 因此, <, ЗП ее ат 
Жа. 
б) +=; 一 1 +A L 和 s> 一 1 时 的 点 变换 п. w 一 


<; < 一 工 十 тт КЕ, rj Ноно 
此 时 相 点 沿 相应 的 “ 半 迅 速 * 运 动 轨 线 : 
| 


В 020 НИЛ ЕЕ ЕАН Е 


x, = д == 一 a Ü 
1-+# 
的 微小 邻 域 ,并 在 横 坐 标 为 === xa == AA ЕДА e eak Г,, Pk: 
当 a < б HEAO, а) ЕЖА, АЕ 
和 区域 (ID。 
СЯ] М, 24 оо 有 时 ,后 继 点 坐标 为 


D HAANS s 和 .全 -- 的 表示 式 当 然 是 近似 的 ;它们 与 准确 起 只 差 恒 级 为 庄 寺 全 


和 


т [- 
TT 请 的 小 前 . 


5’ = 19; (10.83) 
因此 , 当 оо 时 ,点 é = 1 АПЛ, ИН 
的 . 

现在 我 们 来 研究 —1 =< ç < 0 的 情况 ， 将 方程 组 (10.79b) 积 
分 后 ,不 难得 到 区 域 人 ID 中 由 点 40。 开始 (: == 0 时 ) 的 轨 线 方程 : 
x =al] — e), ] 

£, = g — (G — а + kone 
Жду, РВ = z > 0 М Г, ЖЕ 
Д —— И, RIA: 
# —1 = o(1 — e), 
—1 = a — (G — а + korne", 
r" toG- D —& 3 ul, 
Thik teik, 


HERED RE ғ г ЛЕ, АНАРА ПАЛАЗ 38 ( 25 %⁄ 
形式 ): 
541 < =< 1 + i 时 


(10.84) 


因为 


АО АЕ (1 Haje 
а (10,858) 
£ = 1 (1 — 79); 
TS < 时 


s=] А Но + дот — (1 + сует, } 
а — =; 

我 们 看 到 , 方程 组 (10.856) 可 也 (10.854) 中 得 出 ， 车 在 后 一 方程 组 

(16.352) НБ о Иа, 点 :一 1 + 1 对 应 于 数值 + = 0 和 


(10.85b) 


i) 更 准确 些 说 ,应 当 是 г = 1 + Се) 和 25 = (2), iha CGO ЕЯ 


BANA ES му, 


«976. 


r= 1, 点 * 一 工 对 应 数值 = 一 r, 点 ?一 + WSB r = r, 其 


rB r, Я] т, МН ГЕЕВ т 的 值 : 
(1 тей = k + c + Kari, | 


(te 1— у Hk ++ ker 


{10.86} 


СЕН ЗЕЕ 587 上 ;显然 fy >в), 


图 587 
《两 条 直线 的 方程 中 合 НИЕМ Я. — ЕЖЕ, 


由 于 


1+ = 


ёс — (1+ 0)’ 3 + <: < 1 时 ， 


B ето, 因为 z < 0, 
dT 


gd = 


dr 


ko (i+ ner 1< 1 А-1 i 
| 当 1 << < те. 时 ， 


— а + (1 + rje += 


一 Ge t 
—ko + (1 + о)! Ч <: < 1, 


故 当 一 1 =< a< U N. <, Tü E. r но 到 с, 的 音调 变化 对 
应 于 s 由 1 +41 到 = HARD. Нах, 根据 (10.78) 中 的 


d _ 
й 


— 下 一 - 
татат ЩЕ, 


第 一 个 方程 ,有 


* 877 + 


$ 

а; 1 1 
об ysl, 

ds ñ R 


击 此 可 见 , 当 一 1 «о 0 时 ,在 а TXE 


w w w e w w as >? + я 


анато 20 <1 导出 ， 此 不 等 式 已 在 前 而 内 所 


有 的 二 < ЗВЕНЕ, 对 应 于 此 不 动 点 的 变换 参数 值 тет® 
可 根据 (10.85b) 由 方程 
二 Rort+ae™—(1+ gje = 0 (10.87) 
q. Яо“ ERR EARE, EE r* 亦 将 给 出 
不 连续 自 振 的 半 周 期 ! 采 用 无 量 级 单位 )。 


图 388 


不 动 点 六 ERA <: < 中 的 存在 条 件 ， 显 然 可 以 写成 
(ora 22 去 的 形式 ,或 根据 {10.81) 写 成 


oo = glk) (10.88) 
的 形式 ,其 中 о, 为 参数 的 分 枝 值 ,由 方程 


. B78" 


С) = i + 0(1 一 e”) = 4 
和 (10.86) 中 的 第 二 个 方程 ( 它 表示 7 与 和 不 的 关系 ) 共 同 确定 。 
AHF n> 0, ЖАРЫ o =<: 0: ИЖ, А = A, = 1.29... 
if, a= 一 19, НЕКИМ а, 一 s, (4) 
的 图 象 表示 在 图 588 L Ш k> 202 hF, w < — 1,335 
k > ku 在 区 间 内 对 于 所 有 的 一 1 < z < 0, 都 存在 有 不 动 点 s+， 
8) g< < о —1 БОЕ n. 当 0 < < 
时 。 由 (10.80a) 可 知 ， 相 点 由 半 直线 D 上 的 点 * 出 发 的 跳跃 终点 
(<ë, zF) РЕЖ. Ват, 
不 难得 出 轨 钱 工 ( 此 轨 线 在 ， 一 0 НС, «ОН, 并 通过 区 
ROHS 8: | 
r, = > + (xf — ве", | 
x, = z [Rot ri oe. 
Що» — 1 BJ, ДЕЯ ЖОПЫ 8, RIEA 
区 域 (DC 这 只 有 在 = > 0 时 才 有 可 能 ,而 当 “ > ВН 
еда е — 1 时 , 亦 必 然 成 立 )， 或 到 达 半 直线 Г,, 然后 整个 时 
间 内 都 保持 在 区 域 (ID 的 范围 内 (在 这 种 情况 下 , 工 到 达 T, 的 点 的 


(10.89) 


1) k 为 方程 R С — v 8. 
2) 方程 起 = 14 00.01 一 -2) 区 及 CI0.86) 中 的 第 二 个 方程 [1 врет 


++ k + G, + дот, ММ, E. ОЕ ОЕА 


二 方 在 ,并 和 解 出 9: 


ug, = 


Але _ 
et: — e tz — Атр ` 
月 重新 代 人 第 一 方程 ,而 得 : 

Ат, — 1 + вт} — КС; + 1 — er) + "а eto 0, (E) 
BEARRA zs>0， 世 所 络 定 的 数量 应 使 二 次 方程 (B) 的 浊 别 式 取 正 值 
СЖ, т: ИДЕЕ, От 0825557), СВР т, t al 
ЖИР AA, REBALAR RRRS о, 值 ， 需 要 指出 , 当 так ОСЫ, 
СВР Ка Г 1, ЯН + ceo П 8) ЕАО 5; НАТ 
— 1/2 1—00, 


СА) 


`. 379 - 


横 坐 标 xi 在 хр 和 5 的 申 间 ), 
ВЕРА ВА + = r > 0。 相 点 溢 轨 线 工 运动 (在 区 域 tI0D) 的 
范围 内 ) 到 达 兴 直线 Г.. ШЕТ, ЖЗ ПС = xí — ПК ААА 
”将 决定 于 方程 : 
s — i [=o 4 0А 1 суе", 
а + [iks 一 1 — ejt — (Q — 1): — I— ple r 


(在 这 里 我 们 应 用 了 关系 式 (10.80a), 它 表示 出 当 0 < , < +B 


АЕ Е T, НН E K den BRR). 
当 с = — 1 时 ,10.89a) 中 的 第 二 方程 对 所 有 轨 钱 工 都 给 出 


同一 穿越 时 间 r, 即 > = í — 二; 此 时 。 根 据 (10.894) 的 第 一 方 


| (10.898) 


E ИКОНЕ 0 一， < 元 ) 将 是 线性 的 : 

£ 一 Же в), (10.90) 
Нито ke UI 由 原点 开始 的 直线 钱 恨 ， 最 然 。 当 
k> k BHR А 一 2.2. Ха де) 一 1 的 唯一 根 ), 此 


ВЕТРА Е: = :的 上 方 , 当 АА 时 则 在 其 下 方 ". 
当 5 之 一 1 时 ,由 (10.81) 可 知 ,对 应 隙 数 ғ = BC) 在 区 间 


о: < + 上 的 图 蒙 位 于 直线 (10.90) 的 上 方 , 即 ” = НС) > sk 
(7а), 办 此 当 = 由 0 变化 到 В, 由 菜 一 数值 sr TIC0)>0 
单调 增加 ( 因 生 - > 0) 到 也 (2) > с) 将 方程 组 (10.89a) 
对 *， 和 (求解 ,出 可 得 到 参数 形式 的 对 应 机 数 : 


D 由 此 报 据 510.812》， 可 再 一 次 看 出 , 当 lcac М АРА М, <, >, 


зал дажа ні, 


- 380 + 


1 +- Ër — г 


s = (] + g} 
ев’ 1090) 
=G L br tkan р 09 


kèr 一 《可 一 1) 
当然 必 震 满足 条 件 * =< 1, 


但 如 果 对 于 区 间 0 — ; < r: 中 的 某 些 * 值 。(10.91)? 中 的 第 二 


关系 式 给 出 :之 1, 则 这 显然 说 明 , 所 研究 的 雪线 工 不 到 达 半 直线 
r, 在 区 域 (TD 范 围 凡 的 线段 ， ПЕ А СС ОП); AH, TRE 5 
Е, 对 应 函数 将 不 再 由 关系 式 (10.91) 表 达 . 这 只 有 当 s> В, 


1 P 
才 有 可 能 ,而 当 о — 1 ЯП ХСН ВУ ТЯ АНЕ A KOR 


《ID 时 , 则 上 述 情况 对 于 所 有 的 0 <; <, 都 一 定 会 出 现 ?， 因 
此 ,对 应 于 这 些 * 值 的 轨 线 ,由 区 域 (DD) 中 的 点 (аў, <Ë) 出 发 转 
和 人 区域 (UT) 一 一 进入 轨 线 x, = x, = Ts = 0 ВУ АЛУЫ, ЗЕ 
在 这 里 到 达 半 直线 Ti 一 到达 点 的 横 坐 标 为 < == до те 0, 即兴 * 


取 这 些 数 值 时 , 后继 点 坐标 为 
r=], (10.91а} 


ТЕ АЗЕ РКУ ВАСО 01), К, М = + 
对 应 于 = rz 此 数值 由 (10.86) 的 第 一 方程 决定 .而 点 * = 0 则 对 
应 于 7 = + > 0 后 者 由 方程 
Фэ = 1 + kr. 
单 值 (4 > 工时) 和 确定， 其 次 不 难 证 实 , 区 间 0 < е + фй $ 


Ту НОО. 89 Су, в 0<0, ma TBS E U< < A r<. 5 


相反 , 当 0>0 M. WEF == ORAR ЛОТ К НН 
КЕ спою L, HREF 
жи М, (<+) МИЯ L. AMD Ч 5>0 时 ,在 0<:< В. k 
BELEN ‹ М, з RARR GERR ЕСС. IDERA, 


*881 + 


对 应 于 区 人 间 т. > + > r, Чт. 
ГЕН №, LA ВЕК 
_ l+ Ат е 
т = ие” 
的 符号 НАНТ ЕЖЕ о > 一 1 ЕР). в Ат — (фт) 
当 тетт, НР, трт, RHAFF., 其 中 z. = 1 二 ; 4 z = t, 时 
ЕЕЗ Же КЕ. ИЯ l + Ат e е т= 0 
时 等 于 零 , 02 r< r (т, АТТА ВЧ) КРЕ, тт, К ХЕ, 
тот, HALATE. CHF r = r, HRR РТР Y + Ku, ей = 1 + t x 
{р 一 rmt еро (因为 Oen El, & = (1—1), 而 对 于 所 有 的 
О<т<1 BA ртр — 1,06 вот, НИ ЕЕ 


图 589 


HEHE "ЧРД Ве 《显然 ， 当 отт, 时 РО, тт, 时 t>o, 
гра, № 0740, Н rto 有 时 reoh, ЧЕ 589 L. ВМ 


ест Вт, 满足 方程 V) = rrt 由 此 可 见 ,区 间 0< 
гаво C РОСТЕ) е, е, фот НАКН LA S <o, 
EIET «оно > Нз е т, BRNA r. bj. а L № 
Во, TE ИНН C Jeen > ПВА д = Ce Deme, >O, 
Я АЕ EE 0 < ; < + ЖАНА з", HUU ASS 


"882 = 


点 的 套数 值 r т, < rt НА Тем 


k 
据 (10.91) 由 方程 
ег + А — Пт — lk + k — (1-е) — 1 = 0 (10.92) 
HE. PEER, WHER EHEH т" 《这 样 一 来 , Ет" 


满足 不 等 式 т, < r* < r,, И ПЕН 0 < ; < Еж 


RREA 为 此 目的 ,我 们 来 研究 辅助 函数 
Ф(т) 二 er 二 Dr 

对 于 此 函数 有 

Pir) = e + (k — 1) — (2 + k — Пет, 

PCr) = e (АЗ Петро, 

Ф(0) = 0,@'(0) = — 205 — 1) < 0, 

Фоо) = Боо, Ф +os) = +. 
ІЧ, А Cr) 具有 如 图 590 АС: ЗА r ХМ 
ERRAN Ф(тг) < 0, НЕМУ Фи, < 0 ( 52357 z E 
某 一 数值 r= = > 0 БР, ДЕЛ 0 (т) = 0 确定 ); Ч 
r> r hf Ф(т) НИШ, т = т" 时 的 ba. < 0 变化 到 
г» +c 肝 的 十 00; 因 而 函数 OC) 和 = НН (+ > r hj), В.Н 


"Ев -1RR q —— ЕЖЕ, 


* 883 = 


相交 一 次 .由 此 可 见 ,方程 0Cr)= 0 有 长 有 唯一 的 正 根 r*。 而 点 变 
换 卫 在 区 闻 0 < 一: 一 + 上 可 能 有 的 不 动 点 亦 木 超过 一 个 . 


BFH АА 一 2.2.… .时 ,直线 (10.90) 位 于 分 角 线 ”一 + 的 
Е, КРАЖ ғ = H(:) НЕ А Маг 一 时 也 


将 位 于 此 分 角 线 的 上 方 , 亦 即 ,对 于 所 有 的 0 二; < 元 都 将 满足 不 


SA é = Hü) > s， 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,区 域 < < Ев 
Жар пажа. 

当 оо» — 1, {8 А < (24 ок) > — 1) 时 ， 可 能 出 现 丙 
种 情况 ， | 

І) 如 果 o > elk), И ЕВС (10.88)), Ge, > 
т = (з), 或 者 换 句 话说 , 当 т — r (或 :二 P 时 一 ?>>9: 
当 一 mks 一 0) 时 差 值 2 一 ， 也 具有 与 此 相同 的 符号 ， 因 此 ， 
作为 :的 连续 函数 之 差 值 * o REKE 0 < > < 万 上 不 等 于 
零 , 或 在 此 区 间 上 变 为 堆 的 次 数 为 偶数 ， 后 兰 , 我 们 在 前 面 已经 证 
明 过 ,是 不 可 能 的 ， 因 此 ,在 这 种 情况 下 。 5 ПЕН 0 <, < 
二 上 志 不 可 能 有 不 动 点 . 


2) 4—1 < 0 < o, (А, G, < p BH s = В (r = r) 
ЖАН s — < 0; 34 ;— 0(z та) 时 ,此 差 值 仍 为 正 值 ， 因 
№, 在 区 间 0 < + < + Е и — AE, WEEKS E H ВО 


Аар з" НИ Е МЕН НЕ. ИЖ АВА P hnk — 
W. ant ease ВО, RUE Ир A 是 不 稳定 的 , 则 在 


s= ;* 时 必 有 不 等 式 必 -> 1 200—0) 0, Bat, 
НН = < < * + е, е 为 茶 一 足够 小 
ЕО, ЗА e 一 : 必 为 正 值 ,因此 在 区 间 * + e < , < Е 


* 854 + 


少 还 将 有 一 次 变 为 零 , ПЕН ПЕН 0 — ; < фриж 


有 一 个 不 动 点 (of 除外 ), 而 这 是 不 可 能 的 ， 

r) c< — 1 RARR П, Мох 一 1 时 ,在 区 域 (D 中 
有 稳定 平衡 状态 (5,0) 存 在 ,一 部 分 “缓慢 "运动 轨 线 将 走向 此 平 稀 
状态 (参看 图 5854 和 586)， 因 此 ,这 时 必 存 在 这 样 的 a> 0, È 
是 与 全 部 具有 后 继 点 的 诸 点 相对 应 的 。 什 的 下 确 界 ， 见 点 变换 也 
只 有 当 >a TRYGGE 873 М). 当然 变换 卫 的 存在 区 


间 的 这 一 下 确 界 必然 小 于 1 十 4 二 ,因为 对 于 所 有 的 с, 其 中 包 
Esci £ + > 1 + 1 длина НЫ 


НАХ ЕЛЕР ПНС ЕЛА: (10.85а), (10.85Ь) 
和 (10.91) 时 ,我 们 从 未 应 用 过 条 件 5 空 — 1 ОБРЕЛ Е 
ЕН НЕЮ. 困 之 , 当 o < 一 1 时 。 上 述 表示 式 在 * 的 
相应 变化 区 间 上 (当然 只 有 在 变换 开 的 存在 区 间 范 围 以 内 , 即 只 有 
Hs >a 对 ), 也 仍然 是 成 立 的 . 

最 后 , 我 们 指出 , 当 z< 一 1 时 , 对 于 所 有 的 э < s< 1 + 
《一 ,根据 C10.81) 都 将 成 立 不 等 式 


£ = ПС) < Cs Jems (10.93) 


点 š 


其 中 | 
де) що < <+ 时 ， 
(as = 70700  % T<: < 时 ， 


фа 1а 
= G+ 


R k ) 当 << i+ Xl p 
1 -+æ 


-一 0 = — 1 НХ. ДЖАЗ, M 


1) щое= —1 Яд 
+< <+. 


1 + = 
р AMARRA ACLS 80.83): 当 m= 1 Bd, < =a ет, 
ШЕЕ, 


* 855 + 


< — 1, k < 22-064, РЕТ з 22 Жо 
为 当 k < k М). < s, а ЕЯ ВТА. 
CRE k>k 时 才 有 不 动 点 ， 同 时 ,由 于 о < 一 1 时 对 于 所 
有 的 a<: < 1+ — HE s <j (参看 不 等 式 (10.93)), 因而 
不 动 点 * 只 能 位 于 区 局 и < < 1 上 ， 因 此 这 些 点 上 的 参数 值 
r = гж 将 决定 于 方程 (10.87), 2 + < *<1, 0.92), F 


"<. 最 后 这 个 方程 。 正 象 前 面 已 经 证 明 过 的 (参看 883 页 的 
证 明 , 此 还 明 也 适用 于 z< 一 1 精 形 ), 不 可 能 有 一 个 以 上 正 根 
+*,; 因 此 如 果 在 区 闻 x, < + < A HERH пиа, REE 


二 个 (很 明 最 ,要 想 使 这 种 不 动 点 得 以 存在 ,必须 有 5 <. 
经 过 上 述 讨论 以 后 , 设 a< — 1 д k kh 225-5, 由于 
ото КВ “一 :一 一 < 0, МИЯ :一 地 НЕЕ 


> 


即 如 果 ( 参 看 (10.88)) 

в > 00), 
К п РЖ, А-8 8—0], М дед В, sC 
二 一 1)， 在 此 不 动 点 :一 e ЕН ЕВА CG < ,* 


时 ) 变 为 正 G: > s* 时 ), 这 说 明 , ;一 s* 时 ， 207—8) > 0 £ 
$ 


之 1, 即 当 АА 各 (А) < =< — 1 时 ,变换 五 的 唯一 的 (在 区 


但 如 果 с < oC), MU = 时 Ио -т 
он, у 一 * 由 于 其 连续 性 ,或 在 区 间 oo 上 


* 886 * 


ЖЕ, ВЕ J: Ia) F e ХНУ ВИ. PP a AS ETBE , 
BTH a< Q 时 ,变换 了 在 区 闻 s < < ЕВА 

下 面 我 们 研究 区 间 -二 < * < 1 上 的 对 应 画 数 ， 由 于 在 变换 刀 
的 整个 存在 区 人 间 上 ，* > 0《 对 于 所 有 的 ‹ > я), 故 根 据 (10.85b) 
我 们 有 : | 


s = 1 +o — e) > 0, Rl —— 


1+0 Ecl, 


以 及 
ds г Те 
r 
(不 应 忘记 ， 我 们 所 和 研究 的 是 o> — 1 M >k = 2.2--. 2Z> 2 
的 情况 )， 这 样 一 来 ,对 于 所 有 满足 不 等 式 ‘> 和 证 < s< 1 


的 Sy 都 有 : 


=) > < 一 Т) > е4, — 1) > 1 


< f < 1 fa 2 ро 
9; ds 


由 此 可 得 结论 ,如 果 在 区 间 + << 1 上 存在 有 变换 卫 的 不 动 


点 , 则 此 不 动 点 必然 是 稳定 的 , 而 且 是 唯一 的 (在 此 区 间 上 )， 因 为 

在 上 述 s 变化 的 区 闻 上 ， ЗЕ и 了 9 为 Ч АХ, 因此 变 为 

ВЖЕ 1. НТУУ — 5-0, 故 只 有 在 条 人 忻 
в > СА) 


成 立时 不 动 点 才能 存在 ,此 时 车 = 则 


r — ;, = н, + >. 


但 如 果 o < sC k), ИА š =» < > з= x CG 


+< ЗО, ЕН  — < 0。 此 差 值 对 于 所 研究 区 间 上 的 所 


* 887 = 


有 的 : 者 是 负 的 ， HAABET 一 <09, 因此 ,在 这 种 情 


МЕ, З ПЕЕ + <<! 上 没有 不 动 点 . 


9164) Т ПВН Ка еч, IN k> а Ж оС) 0 <— 1, 


则 具有 两 个 不 动 点 (一 个 稳定 不 动 点 在 区 间 51 k. 一 个 
不 稳定 不 动 点 在 区 间 x < : < +>. 


图 591 


4. 拉 梅 尔 图 ， 不 连续 振动 建立 的 软 激 和 硬 激 、 上 面 关于 变 
换 卫 及 其 不 动 点 所 讲 的 一 切 ,使 我 们 有 可 能 男 出 拉 梅 尔 图 (对 应 消 
数 在 平面 ғ, г CARR) 并 借助 于 它 来 研究 多 谐振 茵 器 中 可 能 
出 更 的 工作 状态 ， 对 应 函数 ”= Но) 对 于 不 同 的 5 值 所 绘制 的 
ВНА ERER 591 (А > k 一 2.22…) 和 图 592 (А < kO) ECE 
醒 - 一 名 ,我 们 所 研究 的 力 是 多 之 1 十 o 和 8 污 1 十 2,0 的 情况 ). 

当 s> 一 1 时 ,变换 工 对 于 所 有 的 :之 0 RTE HARARE 
一 的 稳定 不 动 点 六 人 过 上 * 志 由， 不 难 证 实 (例如 用 绘制 * 拉 和 梅 尔 


1) женя 1<m<1 + АІ а. Еа 
不 存在 ， патен" 


* 888 > 


梯 线 ”的 方法 )。 系 统 轨 线 与 半 直 线 Г, 和 六 RAZARA 
此 不 动 点 胶合 ;与 此 相对 应 ,在 相 空 间 中 存在 有 唯一 的 稳定 的 不 过 
续航 限 环 ， 所 有 其 它 想 轨 线 者 向 它 趋 近 《: — 十 oo MD. 这 样 -一 
来 , 当 c> 一 1 (В, > 一 ) 时 ,在 任何 初始 条 件 下 ,多 谐振 荡 器 
中 都 将 建立 起 同一 个 周期 的 不 连续 振动 ， 即 出 现 不 连续 振动 的 软 
激 状 态 . 

1 


keked.. ey 
(2 =-=} | ` 


592 


当世 一 1 时 , 想 室 河中 有 稳定 平衡 状态 , ПАЗ I ИУ 
当 +> 时 才 存 在 Cso > 0, ВАЖЕН: 5 0 < ç < s 中 的 
点 相对 应 的 轨 线 不 能 到 达 “ 组 但 "运动 区 域 的 边界 线 ， 而 渐 近 地 趟 
近 于 平衡 状态 )， 随 着 和 三 和 5 的 不 同 ,可 能 出 现 两 种 情况 ， 

МАЗЬ, P.E КА {А s< оду < —1 BJ. ню 
有 不 动 点 ， 对 于 所 有 的 :之 s, WS 2 < 5， 因 而 轨 线 【在 平面 
х. x, F) БН Г, Ж Г, 的 所 有 交点 座 列 都 是 有 限 的 ， 而 且 最 
后 一 个 点 位 于 区 间 0 <; < s 中， 因此 , 在 这 种 情况 下 ， 多 谐振 
荡 恬 中 (经 通 有 限 次 不 连续 北 动 以 后 )， 将 建立 起 稳定 的 平衡 状态 


м K> = 2.2... Ж 00) <о< 1 时 ,点 变换 站 有 两 
АЖ + Sa T (a < s < + 1), КАЛӘМ, 
第 二 个 是 稳定 的 ， 与 此 相对 应 ,在 相 空 间 中 ， 除 稳定 平衡 状态 外 ， 
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ТЖ НЕ, АСНУ s = F), BAE 
不 移 定 的 (对 应 于 一共 )]。 丰 难看 出 , 系统 的 轨 线 与 半 肯 线 Г, 和 
Г. PIRASA 21] 


Е >Я’, ВЕКЕ oP СК, ПО aB a Ж№ + < sf 
的 序列 则 是 有限 的 ， 因为 最 后 一 个 点 sw < я СШ, 用 绘制 “ 拉 梅 
尔 梯 线 "的 方法 就 可 以 证 实 这 一 论断 ). 

由 此 可 由, 在 这 种 惜 儿 下 ， 册 初始 条 件 的 不 同 , 或 建立 起 稳定 
的 平衡 状态 ,或 建 妇 起 稳定 的 自 振 状态 , 即 多 谐振 落 器 中 出 现 不 连 
EHRM RS" SEER А k. Hú m = c(k)<c—115F, 
ВА ТЕНИ НЕ Е, (与 参数 о) а “а ЭЕ 
系 ,这 对 硬 激 状态 是 很 点 型 的 ， 设 9 由 负 值 c < s, 开始 足够 缓慢 
好 增加 . ЕТ, ТЕА ЕР КАК, 直到 = 到达 一 一 1， 
从 而 使 平衡 状态 变 为 不 稳定 时 为 止 。 当 og 一 一 1 时 ,多 谐振 荡 器 转 
ААХ, RART EnA RRR GEE A, EREET >o, 
BO. ЯНИЕ InN, EL pa pt akak r. B Chata r Ra 
大 。 如 及 现在 我 们 按 相 反 的 方向 改变 腰 偏 压 , 妈 减 小 参数 ec (仍然 
是 足够 缓慢 地 ), MA = > x 时 , 自 振 将 继续 维持 下 去 (其 振幅 连 
续 地 减 小 ,月 当 一 o + 0 时 趋 近 于 不 为 霉 的 有 限 值 ). 当 o=, 
时 自拔 消失 ,因为 稳定 极限 环 与 不 稳定 极限 环 合 而 为 一 ,于 是 在 多 
造 振 落 器 中 建立 起 平衡 状态 ”. 

为 了 对 上 面 讲 过 的 给 以 形象 的 说 明 ， 在 图 593 上 将 参数 平面 
划分 成 着 干 琉 域 ,每 一 区 域 对 应 于 多 谐振 功 器 的 一 定 的 工作 状态 . 
其 边界 线 为 直线 让 = 二 1,0 一 一 1 和 og 一 of) (а < —1 HD, 


De 
"г 


D 关于 过 谐振 荡 串 中 存在 不 连续 自 振 的 酥油 状态 ， 可 能 是 在 В. В. ЖЕ 
(Виткевич ЗЕЕ [43] 中 首先 提出 的 ， 

D 参数 可 的 变化 速度 必须 很 小 , 使 得 多 谐 扳 薄 器 的 工作 状态 在 每 一 虹 则 阁 与 9 取 
FARAJI ERR АА, ОЕ О ЕЕ, Вар а 
НЕВЕ ЗК ВО RE RERS HNT. 

3) 如 前 所 述 , 当 &<l 时 , ВАЖЕН ЕЕ Н F ге 
ЖК. 
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在 图 593 上 我 们 没有 把 带 状 平面 1<4<1 +e 划分 成 多 谐振 
游 器 的 不 同 工 作 状态 区 ,因为 对 这 种 情况 我 们 没有 进行 过 研究， 


j I. — | 
| W | 
I 


ЕЕ 


| = T 


图 593 


5. E, ОНИ. E, > 0 的 情况 ,从 实际 应 
用 的 观点 来 看 ,是 十 分 重要 的 , TERNEK Е Кл -h = 
谐振 荡 器 的 不 连续 肯 振 局 期 ， 并 加 出 电压 波形 图 (和 以 前 一 样 , 仍 
设 条 件 (10.78) 是 满足 的 )}、 前 面 已 经 看 到 , 当 E, 22 0(c > 0) 时 ， 
多 谐振 荡 器 的 唯一 的 平衡 状态 


(ў 
д = д; == 5 —=0 


1 + 
是 不 稳定 的 , 所 有 雪线 都 趋 近 于 (z -> 十 oo 时 ) 唯 一 的 稳定 不 连续 
极限 环 , 后 者 与 变换 也 的 叭 一 的 稳定 不 动 点 1 相对 应 ， 此 裤 
限 环 在 平面 ха, xs 和 yo у 上 的 投影 表示 在 图 594 上 .此 极限 
KE “Е” 运动 轨 线 4, A, fi AA, ОЕ y, ys 上 的 
EE — s 8 ХЕ ЕН, yy ~ 380), 
“ 半 迅 速 ” 运 动 轨 线 线段 АЖ AA НЕ ku ep EE Br SS 
по, ааз дева а «орна? 


= 


t 
АА 
t 


kisa 
о == 


РЗА 
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БАРА ВЕ A.A. 和 Aid 组 成 ". 


不 稳定 平衡 状态 


Š 


Az 
图 594 
由 于 当 оо 时 变换 开 的 不 动 点 的 坐标 = 一 1 НЯ 
l + w igy ma 
级 为 1 wa 220990, A RR Ep Ad: ВОКА A 
RAH”: 
mD == 1. х0 598 — 1 = 0, 
y = — (& — 1), y = 0; 
这 时 ,此 饥 线 的 终点 Aa 的 坐标 将 根据 <i, x; НЕВЕ ECL. 
算出 为 : 
m — А 1 ro — А-а D — р — 42 -一 
Fi 1 + 2 к» РА < i), y; 0. 
ЖАВ 4,4, ВК Бр, 我 们 有 ; n=O = — (АТ), 
n=O 二 0, 这 时 ,根据 (10.772) 此 轨 线 与 y ЖИ у, 到 相 则 恒定 数值 时 的 其 它 
“迅速 ? 透 动 轨 线 都 是 由 下 方程 组 近似 地 确定 的 ! = ha h, 亦 即 寄生 电容 Cs 和 
cs НН ЯСНЫ, ИЖЕ): 
Bš, = & — 1 — z, а (а) — Кебе 
Ыі, = — x, — ф(х, ) — А Js 


(10.94) 


1) ЗЕНА АНЕ И yar РЕН НЕ: JEA T ВНЕ sa H, 
ЕН т. 

2) ЖЖ, ННВ ас ЗЕ Ву, у. 时 (网 如， 对 于 
极限 环 上 的 Ai, 4: 和 da ВОС, ЕГО, 
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КЕНТ kp ESE НЕ О А ААА. MAHERE Кро” 运动 
CH 一 40 时 а, iow ERR, ЕЕ pk AZ ВЕНЕРА 
程 : 


dx, _ Ш, 一 apir, ) — Вх, 

Ра) Ry (10.94) 
SI vo x, АОН АН С. 94 ВЕ Е 595 所 示 。 КУРЕ 
两 个 平衡 状态 a, ША. 点 0—1. 0) (RED ЛЕЕНЕ 点 型 复 


RERA (A, а а 一 -稳定 结 点 ,所 有 “迅速 < 运动 轨 线 和 
ДЕНЕЖНАЯ =k — 1) 和 v;==0 时 )， 由 点 4 (更 准确 些 说 ， 从 它 的 
任意 小 邻 域 ) 出 发 的 只 有 一 个 相 轨 线 一 一 此 冰点 的 分 界线 。 由 本 章 $ 3 可 知 ， 
此 分 界线 恰好 是 “迅速 " 运 乔 轨 钱 44 它 是 不 连续 极限 环 的 一 部 分 。 


595 


НЕЕ УС) в Ë] 595) 16,60, — 155.550 Ш ау 
НЛП 0 ўча) ВЕ Е, 
me ль В А, + 1) 
dx, x, + lkr 


因此 ,由 点 4, 出 皮 的 分 界线 将 为 (在 正方 形 {IV) 范 围 内 ) 直 线 


- 
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xz, = — (x, + L) 
HAR РН ЕО, —1 ERARIO); 2:20, nS 1. 在 
Е РЕКА Я: 
Zx, 一 =5 Alx, + 1) 
ах, k —1 — (р-на ^ 
ДЕ ДИР, м = 0 时 x = — 1, 我 们 就 得 到 所 研究 
之 分 界线 AA ERRO НОТЫ рч) 8075 #8; 


а k ATE (т =) + ата + 
I+ a 1 + z 1 + & 


-一 > tra 
Јав). 
按 所 得 方程 页 出 的 “迅速 ”运动 轨 线 44, р 4 ПАЯ 如 蚊 
595 和 594a 所 示 ， 

还 需 指出 ,根据 (10.94) 可 得 出 租 点 由 点 4 的 窜 小 邻 城 出 发 向 点 A, 的 
往 小 邻 域 边界 作 “ 志 速 ”的 屿 路 式 的 运动 寺 ， 变 量 = 和 x; 与 + 的 近似 关系 . 
Fin 不 难 证 实 ;, 相 点 由 点 A 的 О B ) 邻 球 的 边界 运动 到 点 4, 的 Ot R) 


领域 的 边界 所 需 时 合 的 昌 级 为 tn, 
相 点 的 “迅速 " 运 HEN A, Е A CERAR Т, РВВ 


接近 于 直线 
十 zi 一 ки = rP + kafi — — t: 

НД 量 级 为 ‚ 到 达 点 da HE 
标 为 : 

xi = 0, x; = —. Ë, 

12 = 0, yD = 
Aspina n “sia” ЕЯ Аа. 

ху = 0 


运动 (变量 x, 的 变化 速度 是 与 1 间 阶 的 )， 对 于 此 轨 线 有 


1) ЖЕНА A, 趋 近 的 另 一 个 分 界 组 位 于 区 域 (V): — 100, x,2>0 rh, 
它 是 5 在 此 区域 的 范围 内 ?直线 r: = ХОл, 十 1) HRE HA EN 


«504 


#, + x, = © 
{参看 方程 (10.798)), 基 而 

z, = с — (k + а) 
(ARB R r 4, BRR AREORA = 0), Fui, 192 
Уз ИУ alia la 


имез Г, БАА 4;, 并 由 此 重新 开始 "迅速 “运动 . 极限 
РЕЈ т АА ДЕЯ AAAA 相对 称 ( 在 
ЭН] z, х2, Yis V2 PATEE zí = ха, yí — 3: 对 称 ， 而 在 平面 
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х1, х, 和 平面 yi, y, 上 则 关于 分 角 线 n =e $ü y, = y; 对称 )， 
多 谐振 落 器 中 所 发 生 的 自 振 与 相 点 沿 不 连续 极限 环 4,4,4: 
4454,4, 《图 594) 的 运动 相对 应 , 因而, 知道 此 极限 就 不 难 男 出 
多 谐 据 荡 嚣 中 的 电压 波形 . HE His Vl 和 па == th “F r 的 这 种 
HERRER 596 Е. ЕЛА, Е, ЯН 
“ 半 迅 速 ”运动 所 需 之 时 间 , 则 在 洲 形 概 流 的 多 谐振 功 器 中 ,其 不 连 
RERA o= 0 Br(E, > 0 时) 等 于 
T = 2r* = 2. К 
1 十 区 


‘采用 无 景 钢 时 何 单 位 ) 和 和 
SR, Е, 
T'= 2(R,+ R C| lt RR. to 
1 + Ea 
мо 


СЕВА). 


医 597 ЖА СЕ аа, FD. 
1— Чаи: 2 ЕЕ: 
ЗАРЕ Й. 

在 本 小 节 的 结尾 ,我 们 指出 ,无论 在 定性 上 还 是 定量 上 ， 实 验 
研究 都 完全 证 实 了 这 里 所 提出 揭 理 论 ， 做 为 例子 ， 在 这 里 我 们 举 
出 电压 Ж Т БАКУ Е ГЕЗА ДЕ АСР 597), Ú) E ii JE 
ms v Жи КАЈ С 5987)， 这 此 照片 都 是 用 电子 示波器 实 
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图 598 


际 报 制 的 9 (比较 图 594a № 596). 


1) АГЕН Е RE A. ТЕЗ ВЕН РН E 
А ГЫ, ЛА 24238 У EEE, TRAKER ЖЕНЕ У 8135 Е 
НАСЕР НА , 照片 上 的 "组 慢 ” ЖИ Баз 
=). 
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о! 
微分 方程 论 的 基本 定理 
在 本 附 巡 中 准备 只 提出 与 本 书 正文 中 所 用 微分 方程 有 关 的 一 


些 基 本 定理 ,而 不 予以 证 明 . 这 些 定理 的 证 明 , 例如 ,读者 可 以 在 
[103, 113, 129 |, 


设 有 一 微分 方程 组 : 
= — Ри, Fras `" 5 Kas t), 
ОРГ КОНО (L1) 
gx, = Pulai, жа, 555, wes ñ) 
dt 


(п JERR), КАЖ РИ, tts а, г) 定义 于 某 一 开 区 
BRE ЕЖА ль, хо, --, wz AER SP SX. 
这 一 要 求 ， 当 右 端 为 xi, ко, tt, х, 的 解析 函数 时 , ЗЕЯ 
足 的 ， 

定理 1( 解 的 存在 性 和 雁 一 性 定理 》, 

在 区 域 证 中 取 任 何 一 点 Мба, 20, - ``, x)， 都 存在 有 包含 
к 的 + GEEK < ; < 友和 一 个 且 风 有 一 个 少数 组 

хк = palt) (K = 1,2, 503и), 

此 函数 组 定义 于 此 区 | 同 , 晶 满足 如 下 条 件 : 

a) Pelno) = =k; 

O 对 于 所 有 的 (G =< i= 5), 点 Mz, ФФ, -- +, Ф.О] 
都 属于 区 域 R; 

в) 对 于 所 有 的 n е2 MWA d == Ple pE a 
Pall, РАС ДЕ A EAC.) 


" HIR 


r) 8—4 EER R HAARR Ro WARAN 
样 的 数值 了 和 (asr, a< < в), 而 使 点 ME, o (r), 
5 ФСГ] 和 点 导语 位 于 RR 的 和 外部。 

可 以 证 实 ,在 定理 I 中 所 谈 到 的 г 值 区 间 + < ; а, НР 
г), ЕЯ ХО”, НАХ: 不 存在 这 样 一 个 
GERKE, ву # AZA Gr, 27), 其 中 国 数 z, = oro ВН 
жх, Віш Жау а), 6) #1 в), MAMERKE, а) БЫ 
Hg ха = pu) 重合 . | 

条 件 г) RETRAG, 区 为 最 大 可 能 区 间 这 样 一 个 事实 , 也 
常常 将 这 个 条 件 表 还 如 下 АНАЈА АТЕНЕ к Е". 

АН, РЕЯ (11) 的 解 永远 理解 为 定义 于 最 大 可 能 z 
区 间 上 上 的 解 ， 间 时 ， 本 革 中 的 解 通常 对 于 一 场 上 值 ， 亦 即 。 区 间 
оч: + оо НЕХ, 

在 空间 z, z. хо, сх, Ч, АЖ ха 一 ФЕВ. 
ПЕ ЛЕ R НУ АМ (n, xt, 芭 ) 都 有 一 个 明 只 
能 有 一 个 积分 曲线 通过 ， 

为 了 用 显 式 表 出 解 与 初始 什 t rh a НЯ, 
将 其 写成 如 下 形式 : 

ха = ФС, n, Xl, 77. 55). (1.2) 
МХ АЕ X K Dy, ВА: 

ФАС, b, w), t... 00) = <t, 
如 时 将 n, zi. + 看 做 是 尾音 基数 (但 显然 是 能 使 点 MUn 
rh 53. 2) УРА ЕЖЕ), ВНЖ (T 2 8k AR. 
如 果 moh 55, хо 了 固定 值 ,风范 数组 (IT.2) 称 为 畦 解 ,或 简称 为 
解 ( 因 之 “ 解 " 和 符 解 具有 相同 的 含义 )、 对 于 它 如 下 定理 成 立 . 

定理 卫 ( 解 对 于 初始 条 件 的 连续 相关 定理 ). 

设 z, = Palea Fs хр. TF) 

是 方程 组 (1 的 任 一 解 , 定义 于 a< < a 上 的 一 切 值 , Эр 
A r РБЕ ААУ 50, Но т.т, 此 时 ,对 于 任意 的 60, 
ВЕН СХ ВЕН 6 > 0, 8 — бс, ri ta), 使 得 对 于 所 有 满足 
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|a — а, [ай р = 1,22, --- , n) 
的 h, 0, 557, а, ВЕ 
жа = Palta tos vis 777, 25) 
对 所 有 的 rz, = ; = r, AREEN НУУ FAAS 上 值 、 都 满 
ЕЖА, 
| piles 2, 99, 55, х9) — ФЕ, Е, МЕ, | < в, 
定理 Ш. 
ARA ЖЕН О.Н РИ, жа, ,wx) 具 有 对 fis 5, 
te, z, BIES dpa Sa 9k , ПСА 
rk = ФАС, в, м, Xia t", С = 1,2,5, n) 
有 具有 对 变量 д0, 555, 0 HERRERO, ХОА Q, 


本 身 共 同 请 足 如 下 形式 的 微分 方程 组 , 则 : 


dpr == P, (z, Pis tta ф.). 

4: 
d д ӘР Әр p... ВЫ. Әр. 
dt Әх! дф; x? дф, Әх?” 


= 1,2, ---" n А = 1, 2, т 

当 方 程 级 (1.1) 的 厂 端 为 其 变量 的 解析 函数 时 . 则 下 定理 成 立 ， 

定理 TV， 

MRAR РАС, z. ``, z.) 为 变量 жа, ха, 557, х, 的 解析 
ВН, ИХ 

ха = Pelt, fos 1, 77у 5) 

在 任何 一 组 数值 钓 邻 域 内 (只 (要 对 于 这 些 数 信 有 定义 )， 者 是 其 变 

定理 ГТУ, ЈАНЕ ЖБИ, 营 福 意 一 下 后 继 
浆 数 的 构成 方法 ， 则 不 难看 出 ， 当 动力 学 方程 组 右 端 为 解析 漳 数 
В, ЕН ГУ, БАКА КАН КАЕНАТА. САА ААГ х 


D Азария д 具有 直到 Al МЕНН ИЕ Рина 
ЖТ 民 也 同样 具有 直到 де! НИНЕ, ПА 1 的 情况 本 书 中 并 
RAH, 
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ЖИ y 的 连续 导数 时 ,由 定理 1. HI SH II 可 知 , ЕЖЕ 
连续 导数 (参看 第 五 章 57), 


设 与 方程 组 GEL1) 
drr ар, 1» жи) (4—1, 2, в, n) 
d: 


向 时 ,我 们 研究 “变现 "方程 组 


d 
а 一 РАС, fis ° ts х.) + Рае, Yia ***, х.) 


RSi, 2, 1.1, я), (1.3) 
其 中 国 数 aO, z, …， х,) SAR РА 定义 于 同一 区 域 R 中 ， 匡 
在 此 区 域 中 连续 并 具有 对 变量 xi, to tts х, 的 连续 偏 导数 . 
特例 地 ,我 们 设 给 定之 方程 组 的 右 端 与 其 一 参数 芷 有 关 , 即 方 
程 组 其 有 如 下 形式 : 


$ = PC Kis Ta Cay a) 一 1,2, CAR (1.4) 


假定 我 们 在 取 共 一 特定 值 & 一 po 时 ,研究 这 一 方程 组 , 即 研究 
方程 组 


ак — P.G, Pis T'a Ма» mmk = 1, 2, ortt, п), (1.5) 


与 此 阅 时 , 对 方程 组 (1.4) 在 上 取 任 一 不 等 于 pw 的 数值 时 进行 研 
35. 在 这 种 情况 下 ， 可 以 认为 方程 组 (1.4) 在 u == jw 时 为 方程 组 
(C15) 的 变更 方程 ,并 可 假定 方程 组 (14) 具有 如 下 形式 : 


d 
4 == Pili, Kts T's Tny на) + Рб, Fia **', Yas 


其 中 
Раб, Xia tta Xa) = PAlis Eig tta Ena А) 
一 P.G, is "7", и» ра). 
EEV ЯРКИЕ АКНЕ EM). 
设 


45 = plt, tos xt, "tt, х5) (k = i, 2, 27. п) 


为 方程 组 GD 的 解 , 对 于 区 问 


rT =, СА = L.) 
的 所 有 ғ НЕХ, ЗЕ: E z 29 EDSCIBIHEN IE SEN n < 
T, < t < z; =< n НЕЧИК. 此 时 ,对 于 任意 s> 0, 都 存在 
这 样 的 8 > 0， 司 得 在 区 域 尺 中 满足 条 作 
lG, w, to а (AK = 1,2,5, n), 
BE 
14 | 8 G = 1, 2,- n) 
时 ,方程 组 (IT.3) 的 对 应 初始 值 xP, 557, х 的 解 
zk = ФЕ, h, xV, тт, ХЖ), 
对 于 п 52 =< zr; 中 的 所 有 BES EX, 且 对 于 所 有 这 些 * 值 ， 
均 满 足 不 等 式 
ФЕС, n, AEs ttt, ma) фаб а, ж", trea х0) < 8 
(Д = 1,2, 5", я. 
推论 ， 若 所 研究 之 方程 组 (1.4) 的 右 端 为 参数 上 的 连续 函数 ， 
现在 此 方程 给 的 解 
xk = ФАР, a, Pis 777. Wha E) 
H, ИЗ PCs m, zl, ee h O) JEA НЕ, 
RARR Р.С, r. Cr о, а) М. Pr, fitt, £a) + 
pratts ха, 77 w.) SEARE zu wa 007, ,的 连续 偏 导数 。 此 时 根 
据 定理 斑 , 在 方程 组 (I.1) 的 解 以 及 方程 组 (1.3) 的 解 中 ,函数 pet， 
іу Xia tta BY BE PR Ci, tos th с, х0) RARE х0, 59, тт д 
的 偏 导 数 : 
Эра ts ку, АРЕ): № Эа, a l> + 252 
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设 方 程 组 (IT.1) 的 解 对 于 上 值 : нь НЕХ, Н r 和 
n НЕВА а < z, < r, << t BERANTA. НАЕ 
TARH. 

Ж VI. 

PER e > 0, 都 存在 这 样 的 5 > 0, 使 得 在 区 域 尺 中 , 若 
有 


EILER Yis Try Xall < 5, k а) < 5, 


[wá l <ó (K = 1, 2,5, mi i = 1,2, "+, n), 
ИУ ЕН pE 
х = фе, foa хр, ть, х) 
РБА] z, =< : = r; PRA + 上 EHRE, НУРАТ AE 1 
值 , 不 等 式 
дб, г, rl х5) др, мВ) 
Әл" Bt 


成 立 ， 若 所 研究 之 动力 学 方程 组 的 右 端 P, z. t, xa ИЖЕ 


g Ратод ВО узунан аЙ, Н. хатаб, 
х9, a) A EA RASA, ДИ: 
Apala l. t tatma м) 


ü 
Әх? 


< в 


我 们 再 来 研究 一 种 情况 ,这 就 是 方程 组 
EO 一 PG, zu tt, Eny M) 
BA ЖЕНЕ А ВАНО ЯН РАНЕ. ХРЕН, ЖЕ 
定理 成 立 . 
TAVIL 
ARAR PC5 ла, tta xns B) HEREIN EAS, АЖ 
аа = PRCE n. Xis `l, х0, м) 
ARA EXE E z, a, 23, 55, х5 的 分 域内 ， 亦 为 
ЯЗАН ТРАХ. 
推论 ， 假设 满足 数值 п, ар, с, а, u” 的 解 
x, = Plt, to, ХЕ, 77 да, м) 
对 于 区 间 к <: < z, BARA 上 BHAE, Fon М т, ХВ 
E £ < z < rz, < r, ТЯ, НН, К 


. = a oaa a 
Ак — Palis fos 41, 3 Хы g) 


可 按 (x af) G = 1, 2, tts 由 展开 成 索 级 数 , 此 级 数 对 于 所 有 
满足 不 等 式 
ГЕУ (1.6) 
Ag € (a e dË RATA RS 
|9 af | < йо, 
раан, Ят л, 9-Е, 与 满足 不 等 式 (16) z (ЕА [B 
的 选择 无 关 . 这 时 这 些 级 数 的 系数 对 于 所 有 位 本 区间 
а = t| <š 
rH да, BR z ТА. 
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т = UH 


利用 电子 示波器 对 相 空 间 的 
执 线 划分 的 实验 研究 


通过 分 析 祖 空间 的 轨 线 划分 的 方法 ， 来 研究 这 种 或 那 种 系统 
中 的 振动 过 程 , 不 仅 是 理论 (数学 ) 的 方法 , 而 且 也 是 实验 的 方法 ， 
利用 电子 示波器 不 仅 可 以 观察 振动 波形 ， 而 且 还 可 以 观察 相 点 在 
相 平 面 上 的 运动 . 为 此 , 可 在 示 恋 管 的 一 对 偏转 板 上 加 以 (直接 或 
通过 相应 的 放大 器 ) 正 比 于 变量 = 的 电压 (例如 。 电 子 答 振 荡 器 振 
荡 回 路 的 电容 电 里 ), 而 在 男 一 对 偏 续 板 于 则 加 以 正比 于 变量 ”的 
电压 (例如 与 涛 菇 回路 中 的 电流 强度 成 正比 的 电压)， 这 样 一 来 ， 
光 点 在 示波器 区 屏 上 的 位 置 ， 将 准 稳 地 对 应 于 租 点 在 相 平 面 上 的 
И. ХНА Е, УЕ АЛЕ РАНА 
应 的 方式 发 生变 化 ， 于 是 光 点 在 光 屏 上 将 画 出 满足 给 定 初 始 条 件 
ПОЗНЕР СЛЕ ИЕ, EER ВЕНЫ KREIKAN, 
此 轴线 可 以 摄制 下 来 ,或 用 肉眼 进行 观察 , 

WRA RATERS ERARE, WAA TRAA 
AREN SAITE АД НАН RR E — 2 ER БАЈ 
Е ЕЕ, ВАНН А НОК САЛУР T 10 一 15 次 )、 在 
某 些 情况 中 ， 这 一 条 忻 很 自然 就 可 以 得 到 洲 足 ,例如 , 当 我 们 观察 
局 期 过 程 时 就 是 这 样 。 此 时 ， 相 点 ( 光 屏 上 的 光 点 ) 一 次 又 一 次 地 
ЕРШ ла, ЛАЛА НАЈ — УАН У. в, 
借助 于 电子 示 让 器 ,可 以 直接 再 现 机 平面 上 的 极限 环 ， 然 而 , 使 我 
们 感 兴趣 的 是 ,如 何在 示 臣 器 的 光 屏 上 获得 整个 析 图 , 它 不 仅 包 括 
极限 环 ， 而 且 和 还 包括 不 对 应 于 周期 运动 的 其 它 相 雪线 。 为 此 就 必 
须 采取 菏 种 特别 的 装置 ,来 保证 相 点 能 返回 原 出 发 位 置 . 这 一 装置 
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必须 在 "代表 点 "扫描 完整 个 光 屏 或 到 达 定 态 状态 之 后 ， 能 使 其 重 
新 返回 原始 位 置 ; 为 此 须 使 系统 返回 原来 的 初始 条 件 . 

RAAT, RRE В. ДЕ СБовшеверов )! 41 
为 给 制 电子 管 振荡 器 的 “ 相 图 ”而 设计 的 一 种 电路 ,如 图 599 所 示 . 
在 振荡 器 振 菏 回路 的 电容 支 路 上 串 人 一 不 大 的 电阻 Ro 其 上 的 电 
时 (与 电容 支 路 的 电流 成 正比 ) 加 芭 示 波 管 的 一 对 偏转 板 上 ， 在 示 
婆 答 的 另 一 对 信 转 板 上 ,加 二 电容 器 C 上 的 电压 e (经 过 高 阻 电位 
器 R:}。 BPE R, МАЛЫЕ Rah, ENR 
НЕВА ЕЧ Е Ы DE PE Taj, RUA Е BE nus АР а 85 
Fit. 


AAAA VA. 
A 
тау 

РЭ 599 
ГЕЛА АИВ, ER ЕЕ, 
位 器 Rs Аа SF Wa zH В НХ. Е Е АЦЕ АА Ч ЈА 
开关 Р, EFR АНН ТЕКНА, 当 开 关闭 
合 时 ,小 电阻 R: З Н рУ В. Е ЕО АЗЕ Bz 38 B) 
反馈 下 , НЕЕ. ЕЕЗ ВА РЕН, ВЕН 
ВБ даче, BAR C 上 上 的 电压 也 这 到 常 值 ， 在 电路 中 
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rR ВА В EES B а R, КО Era Е V OS. Е 
常 值 可 以 准确 确定 出 。 但 如 果 应 用 电感 线圈 电阻 R < R, 以 及 
R, < R, 这 两 人 条件， 则 特别 容易 求 出 其 近 做 值 . 根据 这 两 个 关 
系 式 , 由 电位 器 发 出 的 电流 1, 几乎 全 部 访 过 电感 线圈 上。 对 于 电 
РЕ 1, ЖИ, 情况 也 完全 相同 ， 因 此 ， <, АП 
电感 支 路 中 的 电流 强度 1, = К t a 另 一 方面 ,在 电阻 R 和 К, 
支 路 中 ,电压 У. ЛЕНИ KR, 上。 这 说 阴 , 近 似 地 有 电容 
BIE U, = У, = Rl + ia). 

ТЕРЭК Р ВТОРИ, 发 生 如 下 过 程 : 电流 1 的 电路 断 开 , 但 
1 一 一 电感 电路 电流 一 一 不 能 突变 ， 因 此 、 在 电阻 R; 的 电路 中 ， 
电流 必须 由 零 突变 到 m, 因 为 只 有 斌 足 此 条 件 时 ,才能 使 电流 六 在 
开关 断 开 时 不 致 发 生变 化 .电容 电压 不 能 罕 变 ， 保 持原 来 的 数值 
GIFT Va). KE, 在 初始 用 时 (开关 И 


于 Va, 而 电容 支 路 中 所 流 过 的 电流 则 为 1, = Ра, 由 于 开关 


断 开 时 ,与 加 路 相 并 联 的 小 电阻 R 断 开 ， BARM 后 ,电路 中 则 发 
生 决 定 于 初始 条 件 的 过 程 ， 于 是 在 示波器 的 光 屏 上 将 得 到 电子 管 
振 落 器 的 但 应 正轨 线 的 弧 线 ， 并 关 P 了 的 接 通 将 小 电阻 R, 重新 并 
区 到 振荡 回路 上 上， 于 是 系统 蛋 常 迅速 地 返回 到 初始 状态 (一 Fw， 
£ = 1) 开关 断 开 时 ,过 程 将 从 同一 初始 条 件 再 行 开始 ,这 样 一 直 
重复 下 去 .在 示波器 的 光 屏 上 ,“ 代 表 点 "几乎 瞬时 地 返 邮 到 初始 
位 置 , 开 关 了 断 开 司 重新 画 出 同一 个 相 才 线 ,如 此 等 等 "。 改变 V, 
就 可 以 改变 初始 条 件 , 从 而 在 示 泣 器 的 光 屏 上 ,获得 各 种 不 同 相克 
АНУ. 

Я ЕЖУ НН F r ТЕНИ НЕ ЯН”, АР 600 记 示 ,这 
些 照 片 ?对 应 证 硬 激 电子 管 振荡 器 的 中 个 不 同 的 反馈 值 . 在 图 601 


D 为 使 电阻 R. 电路 的 闭 台 与 断 开 做 周期 性 的 重复 ,可 深 用 现形 开关 ,并 由 电动 机 
带动 钴 均 和 名 旋 灶 , 或 采用 快 动 硅 电 吕 {例如 极 化 继电器 ,其 线圈 由 适当 频率 ( 音 
ЗОВ ЛЕНЬ. 

2) ЯЕ ЖЕНАТА Е, ЕРА р. 


上 用 相应 的 字母 表示 出 了 这 些 反馈 值 ， 图 600а 为 无 反馈 时 的 相 
衰 三 较 大 的 振动 系统 的 一 般 想 图 。 图 6005 所 对 应 的 反馈 
值 尚未 达到 临界 信 ， 此 相 图 的 形状 与 第 一 种 情况 相同 ， 这 种 相 图 
是 豪 咸 较 小 (其 所 以 较 小 是 因为 有 反馈 的 绿 收 ) 的 拨 动 系统 所 特有 


J 600 


的 。 图 боов PRE y Pete w es НАЯ, БЕА ЕН (А. 
SEAR. ЖЕРТВ, 外 部 是 稳定 极限 环 , 内 部 为 不 稳 
定 极限 环 。 为 了 摄 下 不 稳定 极限 环 , 采 用 了 如 下 方法 。 选取 初始 
值 时 ,应 使 与 共 相 对 应 的 点 ,恰好 位 于 不 稳定 的 极限 环 上 ， 由 于 首 
不 稳定 极限 环 附近 ， 相 轨 线 非常 缓慢 地 离开 它 ， 故 在 一 次 运动 的 
了 时间 册 (开关 处 于 断 开 状态 的 时 间 内 ) 伐 表 点 还 来 不 及 显著 地 离 
开 极 限 环 .结果 在 照片 上 便 得 出 不 稳定 极限 还 的 影 象 。 必须 指出 
的 是 ,图 6008 ЕМУ ИАС М. 6002 上 的 照片 也 是 一 样 ), 实 际 上 
都 是 两 个 照片 合 制 而 成 的 ， 备 自 对 应 于 振荡 器 的 两 个 不 同 初始 状 
态 : 其 一 位 于 稳定 鹤 限 环 外 部 。 另 一 个 怡 好 在 不 稳定 极限 环 上 . 
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图 601 


图 6002 对 应 于 很 强 的 反馈 ,在 这 种 反 僻 下 ,振荡 器 发 生 自 滞 ,因而 
在 相 平 页 上 内 有 唯一 的 而 且 是 稳定 的 极限 环 。， 这 НА, 与 前 一 
个 一 桩 ,也 是 两 次 摄制 的 ,见报 制 两 个 相 轨 线 ， 其 一 出 极限 环 外 部 
开始 , 另 一 个 风 由 其 内 部 开始 . ， 


图 602 


三 维 空间 中 的 相 轨 线 可 册 两 个 示 疲 器 和 立 视 生 进行 观察 ,此 
种 装置 的 方块 图 表示 在 图 602 E. 将 正比 于 三维 相 空间 坐标 x, 
y, = 的 电压 , 由 被 研究 的 系统 ， 加 到 简单 的 加 法 装置 和 两 个 示 波 
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Е; TJR y АЕБ ЕЛИ aj AnA ah ЛИ 
Ф girin tti F. MPR х, 2 成 正比 的 电压 则 加 到 加 法 
装置 上 ,在 它 的 一 个 输出 端 上 上， 可 获得 与 * ke 成 正比 的 电压 ， 
在 另 一 个 输出 端 上 则 得 出 与 * + kw 成 正比 的 电压 > 由 加 法 装置 
的 输出 端 所 获得 的 电压 ， 分 别 加 到 左右 两 示波器 的 水 平 向 篇 续 板 
E. 结果 在 示 省 器 的 光 屏 上 使 分 别 得 出 相 轨 线 对 于 去 右 两 跟 启 投 
影 的 形象 . 若 通 过 立 视 镜 同时 对 其 进行 观察 , 即 可 看 到 成 立体 形 的 
相 轨 线 ( 由 于 立体 效应 ). 为 了 鹤 次 重复 给 定 相同 的 初始 条 件 ， 在 
被 研究 的 秒 统 中 采用 了 断 续 器 ， 与 前 面 所 述 包 伏 合 维 洛 夫 所 用 的 
НЫ”. 


1) КЕ 1952 年 ,看 高尔基 闫 学 振动 理论 教研 室 CE АУТ НЕ ERER 
(Г. Г. Денисов» 作出 。 需 村 指 出 的 是 ,所 采用 的 坐标 线性 茵 换 没 有 考虑 到 ， 
物体 府 开 观察 老 越 远 物 体 角 尺寸 越 小, 因而 在 这 种 装置 中 观察 到 的 相 轨 线 的 通 
ЗЕ УЕ. 
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附 录 ш 
某 些 三 角 公 人 式 


sinis = 1 1 соз2, 
2 2 
l 3. 1 ， 
sin's = — sin z — — sin îr, 
4 4 
А 3 
siniz = — — 1. сов? + — costr, 
8 2 
5 — 5 
sin's == 可 sns — 32 + — sinr, 
И 5 
sin's = — — —cos2z + —cosiz — — cos 6z, 
16 2 6 
* * * 
corr == 1 十 1 соза, 
2 
coss 一 З sose + 1 os3g, 
4 
cosis = 2 -+ 1 соз2я + -L сое. 
Я 2 8 


cos'z = Z coss + Z cos3e + = соба 


5 1 
costz = 2. + 45 соз2 + 3 costis + — aos 6z, 
16 1 3 
ж Ж к 
l, _ 1 1 
sin's coss == —cosz -一 — cosis, 
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: А 1. 
costa sinz 一 - sin z + — sin 3z, 
4 4 


( созд sin 2, sin?zeosz зо ЕЖ пх № сох 的 公 
式 中 ,通过 简单 的 微分 得 出 。》 


sin osing == — [ сов (а — В) — cola + #)). 


РА 


sin acos = H sin (а + 8) + зіл (0 一 DLL 


cosecos# = 1 соз (а — В) + coste 十 #1. 


ж ж ж 


下 面 再 引出 一 个 计算 sin” 和 cosa ВОЗЕН А0, 


1 ja . 1 ія 
«іы = — | апав 二 一 соз"; 
2m Ju Iy Ј0 


此 时 ， 
m - 1 
A map 十 2 Am 
由 于 A= 1 Ж A = 0, 1 A, = 4. = 4, = Ы == 0 pl pe 
i 3 5 35 
A, = —, A, = — $ -一 Ar = — 
022°" › 267 16° 128 
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